Проф. ф, КЛЕЙНЪ 


ВОПРОСЫ 
ЭПЕМЕНТАРНОЙ и ВЫСШЕЙ 
МАТЕМАТИКИ 


Пенщи, читанныя въ Гёттингенскомь университеть 


ЦАСТЬ | 


АРИОМЕТИКА, АЛГЕБРА и АНАЛИЗЪ 


Переводъ съ нёменнаго Д, А. КРЫЖАНОВСКАГО 
подъ реданщей привать-доцента В. Ф. КАГАНА 


р (ЕТ 
РО ОР. 


Оцесса 1912 


Е. КЕЕ!М 


ВОПРОСЫ 
ЭПЕМЕНТАРНОЙ И ВЫСШЕЙ 
МАТЕМАТИКИ 


ОДЕССА, 


Тип. Вищанерйаи Юмно-Русснасо О-ва Пенатнаго Дъла 
(Пишкииская ут» соб, ды № 18). 


ОГЛАВЛЕН1Е 


Стр. 
Предиезив1о автора къ первому издан, ое. 
Предисловуо вотори ко второму ивхянтю, есь в У 


Ирехнеловие редактора. еее еее ХУ 
Введеще, 

Задоче настонщихи лей уе еее еее 

Уналийе диторлурм еее оао ние 


ОТДЬЛЪ ПЕРВЫЙ: АРИФМЕТИКА. 


ГЛАВА 1. 
Дйств!я надъ натуральными числами. 


1. Введен! е чисваь въ шхолв ес, > 
3, Основные законы орнаметичовкихе хВйети с. . Ш 
3, Логизоек:и беповы тварри длыхь чисел. 0... 14 


Захмалья отпобительно проподлеашя налезаннии осесть. 28 

4. Практиавь счета съ цфлныи члелами. ось. 94 

Опись саетиой малильх „Веилява" сень нь ен: 8 
ТНАВА И. 


Первое расширеше понятИя о числ. 


1, Отрицательных чпола, еее кале нь 34 

Вы потарн отрицитодьямоь чибель сое ное 88 
2, Дроби. еее еее есь ие скетье 88 
8. Пррач!оньдьный чибЯа еее еененье 47 


ТЛАВА Ц. 
Особыя свойства цалыхЪ чиселъ. 


Роль теор! и чисель въ иколиномь н университечакомь 
преподавании еее еее ньсь 
Отдзаьные вопросм изъ теорРи чнеезв сс. 61 
Проетыя числв п разложоме но мподкителой ее ьсе 
Обращеше проевысеь дубай тр дпвячичиыя „уе ео ее. 82 


Стр. 
Непрорыйныя драби еее еее. 6% 
Пновгоровы числа. Великия тенреме Ферми ось еее 
Задача о дфлениг оврулишеги на раняын чаети . се: .. 16 
Довазательсиво певояможлюсти ностросп и правольниеь семиугольняйь пир 
улеми, и линейкой еее еее еее ь 
РААВА Т®. 
Комилексныя числа, 
Г. Общыкнивоктыя комилвксных чнели. еее ее 680 
2. ВысшЕя комилевеных чнеха, въ особенповти ввотер- 
ироны .... еее еее 
.... 18 


Операпит ил 

3. Умпожен!6 кнатори 
ротирго растижония вл проетраиеть& с... 106 
Цвобрадоще зекторовь и трохариомь промгриметн ос... 10 
4. Комплевоныя янозл иъ преподавание сс о. 19 


ТЛАВА \. 


Современное развит!е и строеше математики вообще 
Дне рвллочшивсиь ридё авожощи, по кохорычть ипраляельно ралвинален ма- 
земаличесмй влшивь еее тени етиее 128 


п преобразованте лов 


очил 


Кремы! обзоръ историг матемаляки осел» 128 
ОТДЪЛЪ ВТОРОЙ: АЛГЕБРА. 
Введеше. 
Учебники еее еее еек» 1 


Вымешене славыой задичи: примёмещо паглидньсеи геометрии влово- 
бов» рьленя уравие еее лав. 


ГЛАВА 1. 


Вещественныя уравнен!я съ вещественными неизв стными 
1. Урьвлен1 я; оолержащия один параметр о. .. 141 
2. Уравнения съ хлумя парлмотрамиь се сесь, 148 
Клвосификами уравнений: со числу поливе битьхт, ори 0: 49 
3. Урывиенря с% тремя парометрани А щось. . 154 
Апиорал для чнезенийго решая уравленй ес. 158 
Дискримипоячиая попорхиоем, биквидратнаго уравнеця „с... 1 


ТИАВА П. 


Уравненя въ области комплексныхъ чиселъ 
А. Осповнья теорома ялгобры, еее ен. Ш 
В, Урнянен!я въ одному комизекепымо  паражетромч 
теометричаская иутериретыи пря помощи коиформиаго лвобрмейи 171 


Примфры, 


1. Двучлевние уравненте еее еее. 
Неиривохимисть; „неводионсинииь“ далешя угла па три равныя чазти 
2. Уравиои!е дари. еее еее еее 
3. Уравиен:я твераодри, октазара п икосподра о... 
4. Продолщен!е: пывьдю ураниен! еее 
5. 0 рёшен! п пашихь пормазьныхт границ! о. 
в. Упифоряизирован!е кормальпыхь уравири: И ни 
ередетвомь транецендонтимхь функиЕй .,... 28 
Тригопометрические рвеще кубическаго уривиеши у... ., 


7, Раярфшимость нъ раднвалохь, еее 
Я Овадев16 общиху уравиен! къ намимъ порах 
мымь уравиен ии еее еее ет 

М теорш уразиенИй пятой отелем, еее еее 


ОТДЬЛЪ ТРЕТИЙ; АНАЛИЗЪ. 
Введене 
ТЯАВА 1 
Логаркемы и показательныя функц. 


1. Систематикь плгобрлическахо цилила, сес. 
2 Цотирическое разтитто учентя с логарном 4 
Пепорь и Вюрги: уравчене вл кпяечиыаь родиостихь се. 


17-6 стою: плбщищь гилерболи ооо 
ЭНдорь и Люгрьмиеи: алгобрвичесяий влалиаь › срезе 
19-6 столёто: фушкщи комилекешиго перомфитию осень е. 35 


3. Цкаторых зам чалЬи © школьном иреполвванти 253 
4. Тоже прёнфи сонромоннай теор и функцри о сс о 256 


ГЛАВА И. 


© гонометрическихь функщяхъ, 
1. Тоор1н гоц там етрическихь фунни!Й ль свяви въ уче- 
пТомь 0 хосарномв соусе еее тье ое 267 


2, Рригонимотрическуя таблийм, о ете вето ее 89 
А. Чиото трюзопометрические баба сео тее ке. 89 
В, Потариомо-тритоноетриеаои табы хбр е засос о 988 


3. Примёлея{е го! ометричевюихи функ! (сс. 287 
А Тритепомотр!и, ль особенности, сферическая тра 
ТОНОМ у сут ееееееееенььи 287 
Оеповнык понят ‘оферической эригомаметрии и Форхулы первой етеиени. 288 
Формулы злюрой отелеии, собеавиные в поеобстонные треугольники. . 996 
Площахь сферичеснаго треугольигкль, дипояцитольлый соотиояют я ефери- 
зивкоЙ РИГОИОЯЕТАЯИ “уе кьки 880 


Уи 
(Ур. 
В, Уненге @ небальших позлебьнуихи, пт окобриноети 
а колобин ту» МЛитиНкИ „те зеьо. 807 
ЗИрраьиою паза (овритый ашизизь безвинечио-милихь) сос. 808 
С. Изображон:е пер едичеснихе функи! поередствонь 
ряловъ изъ типо митрименнахь фупкц!й (ритопомо- 


ттичееао рии еее еее, 818 
Прибзизсыии, оыражениыя кошечинию чвельмь чденоно рада 0... 828 
Познания ногрвитаети: схолимюеть бодкомечиыхя, раданъ. 0... 320 
Пвльии Губбел еее не- 885 

|. Общее понвжри р фунииуи еее тьно- 827 


Цегорическое значе тригономеграческохь ридова, Фурье. сс, 8360 


ГЛАВА И. 


Исчислене бевконечино-малыхъ въ собственномъ смыслЪ слова, 


1. Общея замачалтя относительни ночпеленул безьо- 


НЕО - МеЛыхЬ еее И: 
Промехоидене пезыаещи беяхопечио-знаыхь резине ообаинетей а- 
ших пупетваилыхь ВосвровИЙ „еее еееенеенох 246 
Логическое обосновано пбчислоня безконечиа-налихь кобредетномь поня- 
> м о педый (Ним, ного лоезфховители до Ном). . за 
ЗВредьще лиффороиииля, (ЛеЙбаыть п ео мосябдьтители) сете е 850 


Ровкии протуиуь прехёльлыхт, переходоьь и бешаунечио-мадыхии ночисденль 
производлыхь Лагралю еее еее нтее 889 
© яреподавияци почиеловйй озона -зальзь иъ иво сс: 86% 


3. Теорехь Тайлора. еее. еее тень 88 
Тарайолы, боприкнемониися ев данной кривой еее, 363 
Оби погрвипиоетя по Коши. еее волен. с 84 

№, Замвуаля поторичеввлго м исдлиогичев ха- 

рактора еее енто 8% 
УЧебИИКИ еее еее еек 881 
Хараичерь пешего изломе еее тие еее еть 881 
ПРИЛОЖЕНИЯ 
й 
АВА Г 
Трансценцентость чиселт си л. 
ГНЕТОричевяЫт ЗААчАИИ {еее ее алых 885. 
Доковательство трипепендонтиосии чиела в. сонно. 887 


«Коказательство трапецендентиости числа то, еее 
 Приноменидеаттаыы, в алобрамеветя авео, 


и 


ГЛАВА И. 


Учене о комплексахъ. 


1. Мощнаеть хоянаеной сес. - 
Пелигаимость ращональныхь и алгебрническихе чан: 
НеНечВеИМОСь БОИМУУМА еее 

2. Распазо жен (ь элемситону вовонупньбти .. 

О вивчелие в пбляхь учейы о гонокушностихь . 


ДОПОЛНЕНЯ КО ВТОРОМУ ИЗДАНТЮ. 


. Новым хоммииейг лая изучеши вопрасонъ предодении (95 стр. 2} . +48 
ЗНнибфият тури по преиодаиинио мазематици (кь вр. 778) . 5. 6 
бь Великой тебремь Ферма (56 стр 76-й) ое етье 7 
Кь локизательству исвоямируноети построены: иравлотьаго гемиугочьтигка, 
(ки тр. 99) .. еее ние 9 
5. Вушисийг о рамен Ууриага проетранеиви и зриподорыиь 
ба Лоренла въ современной вабртродинамихь (къ сзр. 111-й). 
6, Ць диекриминантной поперхпосин биквихритиаго уравиелия (5% етр. 157) 
7. Къ уравпепьоть естоН степени (кт стр. 298) ...,.., 
8. Кл неторы логарномети (т дир. 2417) уе, 
9. Жь школниому изложена учешы о днигариимихи (въ @ р» 255) 
10. Кт учению в колебинихь маятиика (к сир, 308}. 
И. Ко раденио пемисленя безковечто-мильь (кв сор, 389) .... 
12. Кл равоумлынахь объ ословыйлхи иечиелеши безконочло-малыхть (кв 
тр. 857) ое, , еее тие нье о 488 
13. Вь учению о совокунивеких : 


34. Вл, вопрову оз 456 
15. О Фр. Майер. (кб стр. ЧАТУ. уе еее еесьо ое 47 
ДОПОЛНЕНЯ РЕДАКТОРА. 

1. Наниь 11 части („Азвобры") ее еее еететь хе 9 


1, 0 Рамытрыхь, рерхдИОНЯЖЬ еее ето № 483 


Предиспове автора къ первому изданю. 


Настоящее литотрафированиное издане, которое я предлагаю 
виымашю математической публики и ве особсиноети прешодава- 
телей матомалеки въ вынихь ореднихь учебныхь, заведенряхь, 
доляню прежетавлять собою, по мыели автора. первое продолжен 
ху лен „о приподавани математици вл среднихь 
учеблыхь занедентихь“, впоцально поювященныхь зотоеу 
ой „оргакизанги математичьскаюо пренодаванти“, 
которыя я выпустил Въ евВеь в пропнюмъ году вот © 
г. ЗИ нм маком"). Въ ато послёхней кии быль одфхант 
обзору, разлачиыхь формъ, въ когорыхь осущеетваяется прешо- 
дали мачемитнии вф сфодней пшоль; теперь было иеобходамо 
присоединить сюда разбор, самато учебнаго матер!ада, 
Въ эмихь лекишхь я ныйли въ виду представить учичелю— пля 
даже боле зрЁлому студенту —еодоржаще и обосновате обла- 
стей, входящехь въ кругь преподавание, принимая при этом, во 
зкимане фактически сущеечвующую постаповку поелёднято; 
я старался подойти къ. этому съ кочки зрёнгя современной науки 
ъъ возумжно простой и живой форм. При этомк я не имёть въ 
виду дать сиегемажическое излощене, какъ это дфлеють, напря- 
мрт, Вебертъ и Вельштейнт; я хотфлу придать этимь 
аокщамь характерт, эскизов, въ той замой форм®, вв какую он 
выливались, когда х ихь дЬйотвлтелена читал, 

На такую программу--которви въ дниломт, слунаф проведе, 
пока лишь для Ариемочныи, Алуобры и Апакиза, 
я указываль уже въ предиелови иъ упомянутой кит Кхейна- 
Шиммаха (афбхь 1907. т.); я тогда надфялея, что г. Тимм» 
лоемотря на мпомя препячетатя, вес же найдет время, чобы 


пыноску ма етр. 8. 


ХИ 


онона ваять на себя обрайотеу моиуь лекции для печати. Но я 
самть, можно оказать, помёшаль ему слЬлать это, тавЪ кавъ 
постаявно пользовадоя сго энермей для работы въ другихъ ннира- 
влешяхт, 19 иинтересующимт насъ обрихъ педагагии: имъ нопро- 
«ам. Кавь бы тамъ ня было, на векорк выяенпловь, ито выпол“ 
нить нерзоначальный плань въ коротвЕй срокъ было неосу- 
ществимо, а мыжду тфАгь это казалось зцелательнымь вт, литере- 
захъ фактичеснаго воздуйетня на зонроем преподаваня, стоя- 
ще чепорь на порвомь плонё. Помому я снова прибфевуль, 
какъ въ прежние годы, къ брифе удобному средству — лятогра- 
фиповактю монхь лек; къ тому же мой текерепи!й ааси- 
чтевть, г. Геолжингорт (ты Не |тазее) оказалея иск 
чительцо уУмВяымт, помощником въ ятомт, ДАЛА, ” 


Я лолшень сказать что работу, воторая вышла на долю 
1. Селлинрери, аткюль не слдуетъ считать нозкачительной. 
Вфдь отъ ‘усткаго изложеня преподавателя, обусловленнаго вее- 
зозможными случайными обстоятельствами, хо лизьменнаго’ изло- 
женя, въ значительной мёрё сглаженнаго ин обработаниаго, ше 
очень далеко. Но только въ литографированномь изнаши точ- 
ность обработки и выдержанноеть изложошя не приводятся иъ 
такою строгостью, какь 310 считается леобходимымь, согласно 
‘установившемуся обычаю, для пвчатныхь произведен. 


Я нроколько боюбь опредфленно обфщаль, что за этими 
локщаями послёдуеть продолжон!е этого изцани по вопросу о пре- 
подавани другяхъ отраслей математики и прежде всего Ге- 
мотр!и*); и хочу только высказать въ заключене пожелиите, 
чтобы настоящая книга оказалась полезной тёмъ, что побудить 
иного учителя нашей средней школы кт самостоятельному раз- 
эмъиплению о новомт, болбе цълесообразномь излолеви того учеб- 
чото матерала, воторый онч, преподает. Исключительно 61 
такой точкя зрё к надо смотрЬфь на мою книгу, 
& нё считать ее гозовымь учебнымь планому; раз- 
работку послёдняго я веец& ло предоставляю тё му, 
&оторыв самн работаюту я школв. оли ито пибудь 


*) 15 сшшотьр, оказало, позможкышь ужо вв 1909 гоху авдиль „1ео- 
Жотрио", викъ вторую чать „Олеминтартой матомалини ов высшей точки эрфиёя <. 


ХИ 
иредполалаеть, 410 и вогда либо понималь свою двятваьниет и 
иначе, го это недоразумвнте. Въ чаутиости, учебный клань Педа- 
когнческой Коммисои Общества Германекихь Естествоиспытателей 
и Врачей (г. наз. „Меранская программа“) *) выработань не мною, 
а лишь при моем учасии выдающяминоя представителями пгколь- 
ной математики, 

Наковець, относительно харедиора изложеня въ этой книг 
Достаточно будеть сказать, что я здфеь, какъ и прежде въ лод- 
ходящихЪь случаяхт, старалея воюду соединить гоометричесвую 
наглядностт, "Ъ той точностью, какую дають ариеметичения фор- 
мулы; я сжобенно старался прослёдить исторбю вознивновеня 
различныхь теормй, чтобы этимъ путемь выяецить особенности 
различных“, способовт, из ожены, которые въ современном пре- 
подаваи постоянно уживаююя рядомт. 
ини 1908 г. 


Иеенагень, колба 


Я. Клейн. 


+) бы. стьныю В. Вакена „О рыформВ проподавашя метбхаллин въ 

. вредвнжь учебныхь заведешихт Горммйи и Фрапии“. Вотупотельная статья къ 

русскому пах книги: Ворель— Штонкехь „деивитартая Меломалика" 
{бы. такие иримфч. на отр. 5). 


Предиспоше автора ко второму изданю, 


Чкойы ие слишком задераигвать выходь въ овФРЬ отогу 
поваго иаданля, вместо уже разотедигатося первато, пришлось 30 
вобхъ существенныхт пупютахт повторить перзов издан бевь 
изыфиошй. Ноетому вея обработки чехота свелась въ тому, что 
ви мпотихт, ах было оглажено излимен!е, исправлено было 
ибоколько нсдосмотровь, а также внесеям кое-гдв кратких допол- 
пеня ив литературцымт ‘указашьямт. Н®окольно болфе похробныя 
„добавлешя“ по н®уоторыхт, вогюеамт, затронутызиь въ втихт, 
лемяхь, помбщены отябльно въ конф кннги: въ цихъ, между 
прочим, солерткатея---безя, всякой протензя на полноте | 
обзоры повЪйтней литературы и даленЯН имаго разнести тб 
дон кь реформ® преподавашя, о 'которыхь упоминается въ 
декфяя Выцоднеме новаго издайт снова было поручено 
дру Голлингеру, востоящему въ настоящее время привале: 
доцеитохеь въ Марбург, 


$. Хлейнз. 
Гбттангень, 
Марть, зан, 


Предиспове редактора. 


Лекауя, первую часть хохорыхь мы выпускаем. въ настоящее 
время во сыфтт, на русекохь явыкВ. были читавы профессоромъ $. 
Клейцомь въ ГгеинхенВ въ 1907—1908 уч. тоду для будущикь 
учителей средних учебных заведешя. Организат я этого курса из- 
ходитея въ тФеной связи ет, дфятельностью Клей на, направлен- 
ной въ пиелКянТе десять д“ь кв реформированию преподаваня 
математики въ, средней шкотб. Въ чему, заключается эта рефор- 
ма, хаь она’ намфчяется я калъ осуществляется, объ змомъ мы 
помфегили подробную статью ву, предисловии хь 1-й части сочи- 
немя Бореля-Штеккаля „Элементарная Матемалика“®); Сажсь 
Клейн уквзываеть въ своемь предиеломи, что ‘кастоящуя яек- 
ши, цю существу, предетавляють собой продолжеще другого кур- 
сд: „Лени о пренодавати математики въ средней зизолв. Ч. 1. 
Оргакизащя преподаваня математики“, который `Влейнъ читать 
на 3 тода раньше и опубликоваль вЪ 1907 г. въ обработкь г. 
Шиммана. Казалось бы поэтому естественнымь, чтобы и въ рус 
вкомь перевохь цастоятЯ лекнг сяёховали за названной ввод- 
ной кинтой Клойна-Шиммака. Мы, однако, пе сочли нуз- 
цымъ издать порусски и первую книгу, такь какь она схишкомь 
много запнимиетол германской, даже болве того -- прусской шко- 
ой. Намь кажотея, что ‘все важнее, имфющее общ! интересь, 
нередано нами въ упомянутой выше стать. 

Но и выпуекаи въ овфть настоящее сочинене, мы считаем 
нужпымт. войти въ нёсколько больния подробниогу атвосительно 


*) Прюфоссорь 9. Норель Ариеметика п Алгебра. Въ обработке, 
профоскора Штоккеля. Переводь съ иъмецнаго подъ рецакщей 
прив.-дол; Калаца и съ пуизожешемт, ето. статьи: „0 рефорув препо-. 
лавашя математики въ ереднихь учебвыхь зинедещахь Германи 
франция 


содержание и позначены этой ваигио, чфмт, их это двлвемт обыи- 
повенк», 

Декцш Клейна предетавляютеь собой, иоеомифино, руда 
икладт, въ учебную матомлтическую литературу. НЪкоторыя гла- 
вы продсвавляюту, собой илетоящие мерлы, тфмъ бодфе цфтрые, 
га ни №6 кабохь другом сочицени ихь въ подобной обработкь 
нельзя пайти: многое заимютвовано непосредетвенно изв науч- 
квось мемуаров, изъ обигирныхь ивторичеекихь сочниеп, ма- 
лодостуиныхъ или дизе вовев недостуйпыхль у читателю, для 
потораго назничены лекщи &лей на. Мало того, книга инчереени 
ОТНЮДЬ Пе только дая учителя, а мветами, пожалуй, и вовее не 
для Учителя, Она интересна для веякаго лица, заканчивающио 
выолее матемигическое образован: ока даелуь ему такой обзорв 
руководищихь идей, прокпкаюнй воф отдёлы современной мате: 
матики, какого онъ не найдотт, нигу\, 

Но два замфлашя мы долины къ этому прибавить. Ве пор- 
выхъ, книги имфету эту ибиность лишь для чого, кто подойцеть 
къ ней съ надлежащими зребовази мии, такъ сказать, съ надлежа- 
щей гтороны, и св надлежащей подготовкой. Во вторыху, не во 
части сочинения достаточио уравяовёшены, На чой и другой 
торокф  дЪла намь иеобходимо оетановиться иФеколько ио- 
‚дроби\е. 

Точное казване лекщй Клейни тако": „Элементарная ма- 
земляника съ высшей точки зря“. Понте 067, „олемептарной 
мачоматика“ вообще очень растяжныое; ко Влейнт имфе та. 
это совершение особенный взтлядт. Въ указанной выше статьф „0 
реформ$ преподавашя математики“ мы принелк нрипадлежащую 
Клейну вризику разлианыхь опредфлений элементарной матема - 
тиви, вёрн%о, ого соображения, въ силу зоторыхь онъ ечитаеть, что 
ви одно изъ извзетныхь ему опредёлен неё выдарживаеть крити- 
ки, Онъ самь признаеть лишь слёдующее опредёлене: элементарно 
вое ТО, что Доступно юношв штольнаго возрасти. Но похойдемт, 
ли мы имейно съ этой пли съ цакой бы то ни было’ другой 
точки зрышя па элементарную ‘математику, Даже „съ высшей“, 
„дамы сказано въ заглази книги, мы должны будемъ признать, что 
Же ТОЛЬКО МНОГЕ части сочинены а пожалуй —и` большая часть 
их нс можеть быль признана элементарной, Ни учене о ква- 
чертонахь #ъ ото овязвесь механикой, ни уравнены “и групяы 


хуи. 


многогранниновь в, ИХЪ связи Риманевыми поверхлетями 
ки учся о малыхь колебалтяхь, о рилахь Фурье, объ иптер- 
подяцух пе могуть быть призиапы злемептарлыми. 50 отююдь- 
не уменьшает достоннетва хинги для 115%, Кому отн вопросы 
доступиы. Но вамъ казалось, что сохранить заглаве кинги зиа- 
чить ввести ииуателя, & главное, покупатели вь заблуждение 
тВмь болфе, что это заблухдеше прикрязалоеь бы громким и 
популярлымь у насъ имелемь „Плойна“, Мы сочли поюму 
боле правильнымт, болфе отвфаощнмь содераыйю книги оза- 
главить ее: „Вопросы элементарной и высией матемалити“. 
Далфе, обращаяев къ харитеру изложены малерала, мы 
должны лицинй разь подчеркиуть то, ‘что объ этомь говорить. 
вамф авторы: лекция не содоржать снетематическа п догмати- 
ческаго излощешя соотвлетвенныхь дисциплин: онв содержат. 
только общ! обзору, относящихея сюда учены, онё имфють в. 
зиду ярко повфтить ихь основиыо моменты, сузжиоеть задидуь, пхт. 
трудпости, слабын мёота, спорные вошрюовы. Учитьея той или, 
иной диедиклиив ло этой княгв нельзя; для этого сущеетврютсь 
руководетва, лучийя изъ которыхъ автор» ниегла ужазываеть на 
евоемт мс Но въ квивота% дополнения ыт руководетвамь ати 
хенцит особенно пфипы вт, слвдующемь отношении. Авторы догмати- 
ческих сочинен!й стараются пойфлить т8 трудноеги, съ которыми 
связано точное изложение дисциплины. Удается ли имъ это или 
иЪть,—въ результагв наиболф, спорные пульты весгда остаются 
окрытьзй, сглажениыми. И даже въ твхь случаяхт, когда УДа- 
ется довести ту или иную теоую до полной тотпости, учазийся 
часто недоумфтаеть, для чето автору пюнадобилея торт наи иной 
сложный анпараль, т иля иныя тромовдыя разсужденя. Воть 
эти именно. воировы Блейит, м старается освЪзить, онь старается: 
выяснить идею вт, овётВ ви историчоскаго развиенр вв соновта- 
ълев!и попыток ея разврйптезшя. Но ясно вмфетв еъ тёмъ, что. 
тот, кто станеть читать ту хянгу без® предварительнато зна- 
комегва съ атнми вопросами, ие найдеть въ ней того, что пщетт,. 
Геперъ потаповимея па отифльныхт, частях, настоящего 
мерзаго Тома. Первая чабль представляем, собой обзорь. вовре- 
менной теоретической ариеметики, Иром® 3-ей части ТУ главы 
(„Умпожене квалернюновь и прёобравованя позоротнаго ‘раезя- 
мени въ пространств“), здфсь все очень добтушно и можеть въ 


хи 


такой ще МВЬ одущичь введешемь въ теорохичеекую ариемети- 
ку, какъ и дополненемь къ ней. Читатель должепт, только том- 
ИНТЬ, ЧТО Доказательства нигд ле Дыводятой до цинна, ито аль 
тоь выясняет дни руковолявия ихЪъ идеи. 

Ниаче обстовть дёло ви второй чаетью--еъ „Алгейрой“, Хотя 
отневепныя еда арторомь вепие прина, делать къ чиелу изящ- 
лыхъ перлов математииеской литературы, мы сунтаемъ, Ч) вы- 
`боръ одфлань Клейном®— вь ниду назначещя этлхъ девцие— 
зеньма неудачно. Из общириаго матейаля, который предетаванеть 
Алгобря для бесбды съ будущяма учителями, Клейнъ вибраль 
вопрогы, соегавливице, главнымя образомь, предметы. его воб- 
етвенныхь работ п изломерные отчасти д» мемуарй „@е0й1е{- 
зевез таг АРУИиие бег \Ушяеа абуергажерег Ферлиееа“, я 
частью вт, книг6 „Уолезиихол Прег 498 Шкозаефег“. Чао заставило 
Жлейна сдёлать такой страцный выборъ? Одна ить завфтны: 
идей Илейпа завлючаотся въ томъ, чтобы слить различные 
отяблы математики въ одно ифлое и чтобы геометрическя пред- 
втавлоня уясняли аналитичесня тедии. Этн идеи дВйствительно 
находятт, себ замфчательное овуществлене въ разбираемыхь 
автором» вопросах’ яо он стоять чрезвычайно далеко от итко- 
лы, И изучене ихТ врядъ ли можеть принести существенную 
пользу будущему преподавателю. Мы полагали, чта автор отдаль 
здфсв дань увлеченно собетненнымн работами. Но для студентовь 
и молодыхь мазематиковь, которые интересуются алгеброй Ъода 
И4е, независимо отъ тзхъ или иныхь премфнеши, этн главы иред- 
ставмиоть тлубочайций интересъ, Чтеяе первой тлавы, хотя п 
потребуеть отр, хорошего студента изприженыях, но большихь вв- 
трудвенй не представить. Инале обстодть дфло со’П гяввой. 
Ола требуеть знакомотва съ Римановыми поверхииотями, какому 
мы у намихь отудентовь продполагель ие можемъ. Мы сочли 
лоэтому пфлесообразным»ь присоедянить въ качеств прндоженя 
ь лнигф небольшую сталью о Гнмановыхт поверхностяхт, в% 
Которой это учеше изложено въ томЪ объем, какой необходимтъ 
дия понимашя Пой главы „Алгебры“. 


Но и самал руководящая нить, проникающая эту’ часть кии- 
ти, можеть покавалтьел недоеталочно опыеиому читателю ноясной, 
Мы сочли поэтому нужнымъ выяснить также и самый ходъ идей 


хх 


Блейна вр небольломт, 
Римановыхь поверхностях, 

Въ третьей части, посвчщеклой анализу, К лейнт, ввовь в0з- 
вращается къ основнымъ вопровамъ и трактуетъ ихъ въ высшей 
отепени доступно. Это, на нашу, взгяядь, лучшая "тасть сочино- 
ия. Тавь же, какь и первую часть, мы не можемт не рекомен- 
девать ее воВмъ, изучающимь матомаливьу еб дайствятельнымт 
интересом зв дфлу. 

Переводт, быяъ сдфлакъ съ перваго ия и быль у 
почти отнечатань, когда появилось второе измецкое издан. 
Какт, видно изъ предиелойя автора ло второму издано, тенеть 
исталея почти безь изыфненя; но и второму изданию прило- 
жень рядъ дополнен, которыя вез внегены въ настоящее рус 
умое надапе. 


цобавлени, предпосааниомть статьв © 
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Въ послёдие тоды въ средё унинерситетскихь преподава- 
телей математики п естествознашя сталь обнаруживаться имте- 
Твеъ къ вопросу о цфлесообразной, соотвётотвующей воёмъ 1о- 
требностямь, подготовив кандидатовъ на учитехьещя дозжноети. 
Эго явлен!е замфчается сравнительно недавно, Жо того, въ лечешще 
полгаго перюда, въ университетахь культивировалаеь ноключи- 
тельно высокая пнука безт внимашя къ тому, что, соботвенко, 
лужно школ; объ уетановлеви связи между уливореитетскимь 
преподавашемь и школьной математикой нигто не заботился. Но 
къ кавимъ послдотвямь привела такая практяца? Вступая въ 
высшую школу, молодой отуденть оказывается лицомь въ лицу 
съ такими задачами, которыя совершенно не напоминають эму 
того, чфмъ онъ 10 чихъ порь занимался; естестпенио, что все это 
онъ быстро и основательно забываеть. Когда же онъ заканчиваеть 
универеихетское образовал! и становится преподавалелемъ, то озъ 
выкужиень въ качеств учихеля преподавать традизовиую мале- 
малину; не будучи въ состояни самостоятельно связать эту задачу 
с5 тёмъ, что онъ елыталь въ высшей школй, онф быстро усван- 
ваеть старую традицию; университетское же образоваше обтаетоя 
у него только въ видё болёе или менёе прфатнаго воспоминая, 
ке оказывающаго никакого влявя но его преподаваяю. 

Вь настоящее время возникло стремлен!е укичтожить этоть 
двойной. разрывь, который несомяйнио былъ одинайово вредень 
какъ для средней, такъ и для высшей школы. Именно, мы стара 
емся, съ одной стороны, прояеоти  черезъ весь матераль школь- 
наго обученя 18 иден, воторыя отвфчаютъ современному развито 
науки и общей культуры (къ этому мы еще неодновратно будемъ 
зозврашаться); съ другой стороны, мы старавыея въ универои- 


тетекомь преподавани пренять во внимане нужды учителей. Въ 
этомъ именно дёдё очель полезным вредотвомъ предетавляются 
мив научные обзоры, къ одному изъ которыхъ мы нынче присту“ 
паомь, Я имо, слёдовательно, продъ собой но начипающият,; на- 
противъ, я ечятаю, что воймь вамъ оби матерль важнёйшихь 
математкческихь дисциплину хорошо знакомт. Мн® придется не- 
однокрелно говорить о задачахь алгебры, теоря чисель, твори 
фуниши, ие входя въ детали. Вы должны быть во веёми этими 
вощами до нёкоторой степени знакомы. Моя задала будеть по- 
отоянно завючаться в% томъ, чобы выдвигатр ззаимную СВЯЗЬ 
между вокросами отдфльныхь дисциилииь, кохорая часто окрады- 
заотоя въ спешмальныхь курсахь, чтобы указывать ихт, отноию- 
16 кь вопросамь школьной матомалики. Я полагло, что этямъ 
путемь мяз удастся значительно облегчить вамъ хостижеее той 
пали, которую вы должны имбть вт, внду при изучеши махема- 
ликк въ высшей нкол: чтобы иозже въ вашему 606- 
ственномь иреподаван!н вы сохраничя жявую 
СВЯЗЬ СЪ той иЗукой, которая вам зд ось ирепод- 
носится въ больщому обид; н. 

Познояьче прежде веего предотавнть вамт, н®которые доку- 
менты, относянеся иъ поелфднему времени и свидётельствуюнщие 
о том интореей, который въ лирокихъ хругахь зызываеть о во- 
прось о подготовив учителей; эти документы должлы составить 
и для заеь пфнкый матораль. Бъ частности эти вопросм очень 
занимали таже посяёдий стбадь естоствоиспытателей въ Дрез- 
денв, сботоявшИйся въ сентябрь 1907 г., на которомъ мы, соглаено 
предотавленю педагогической коммисин, приняли „предложе- 
н1я относителько нзучной подготовки препода- 
зателей математики и естествознания“. Эти пред- 
ложеня вы можете найти въ коолёдией слав общаго доклада 
хоммиссти*), которая съ 1904 года заинмалаеь разработкой 
зсего компхексв вопробовъ обучешя математик и естествознануо, 
& въ настоящее время закончила овою двятельность. Я ‘настойчиво 
протиу заот, ознакомиться, кащь съ этими продхожещямн, тажь и 
5т другими заотяни этого въ высшей очецени интересна  до- 

*) Пе ТАНЕТен, авг Ошегмеакотииве ов бег бсвеНяелае ви 


Бовег Мабимогвенег па Дега, Вгва. Уп А. бибишог (ерик пай 
ЗегШи, 1908). 
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хладь. Векорв посл® дрезленскаго оъёзда анапогичные вопросы 
дебатировалиеь также на стёздв терманокихь филохоговъ н пре- 
подавателей въ БазелВ, тд% движел!е въ пользу реформы препо- 
давая малематики я естествознатя представялло собой только 
одно звено пъ цфри эмалогичныхь стремленй, параллольно в03- 
никающихь тадже въ фидологичеснихь кругахъ. Одновременно съ 
монмъ рефераломь о нашихь реформаторекихь стремленяхь въ 
области математики П. Вендландт (Р. \Уева]в19} докладьваль 
о вопросах, отмосяцихея кт классическим» наукам; Н. Брандль 
(М. Вгав 1-0 повыхъ языках, А. Гарнакъ (А. Нагпаск) —0бъ 
истори и релими”). Вов четыре доклада, соединены въ одной бро- 
юр», на поторую я ташже настойчиво обращаю ваше вниманте. Я. 
считаю чрезвычайно зажнымь прокладываемый этимъ муть къ сов- 
мЗотному культивировано нашихь наушь, тохт камь связь и 
ззаимное покимане въ вмошей степени желательны между тёми 
труппами, которыя обыкновенно чужды, а перёико даже враждебны 
другь другу. Мы воегдь должны стремиться поддерживать эти 
добрыя товарищеевя отношеня, хотя бы иногда, когда мы нахо- 
димоя въ овоемъ кругу, у Касъ и проскальзывало остров словцо 
ло отяотенню къ филологамъ, что, конечяо, не разъ происходить 
и въ ихъ средь. Вудьте выше этой обособленности спещалистову, 
я помните, что вамъ именно и придется въ школё работать’ с0- 
вызетно ъ филологами на общую пользу, в для этого совершелно 
необходимы взаимлое узажеше и взаимное лопимаже. 

Въ калеетв® введемя въ настоящ  куреь я хочу сдфлать 
замь яфкоторыя болёе оцещальныя указавл, именно, я хот®ль 
обратить ваше внимане на накоторыя лолезныя для вахь сочи- 
нешя. Три года чому назадь я читалъ лекщи, иреслздовавийя 
такую же л®ль, такъ и настояний вуреъ. Мой тогдашийй д0еи- 
охенть г. Шиниакъ (В. Зойилулаок) разработаль эти иекдуи, 
такь что первая часть ихъ недавно появилаюр лъ печати**). Здесь 
идегь р№чь о различнаго рода иколахъ, включая и выспия школы, 


*) „Ишусгый в, цпа’ Зее". Уогийво..., кеваНев уол Е. КТе 1х, Р. 
ел] 16 41. ВгозаЬ А. Нагласк (Тецие, 1907), 

2%) Р. КГо1т. „Уставе Бег бов паблетайзовел Овфотиснь ал 
Збнегей Вспйол“, ВватфоНе топ В. ЗоНомвсЕ, ей 1: Уод до» 
Отбалвайол @в8 паблелицизоной Ообеегене. Ьойрейа, 1907, Нижо это вочи- 
еше мы будемъ цийроваль подъ назвошемь „К о1-Вов1 пляс". 
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объ общем ходф школьнаго проподаваня въ нихь, о взанмной, 
связи мелугу этими школами. Ниже, при случа, мнф придется в 
здфеь укавывать на изложенные в% этохь сочинен!и вопросы, не 
зовторяя ихъ; но тёмъ подробнфе я буду здЖоь, кал бы въ видь 
прюдолкешя +00 же изноженя, останавливаться на томъ, что 
относится собственно въ математика, и ято иметь 10 или иное 
отпошен1е въ преподаванно. Касаясь пря этомь часто препода“ 
зательской прадтики, я основывась при этомъ ве ха однихь 
только расплывчатыхь соображещяхь о томъ, какъ это дфло могло 
бы оботоялть, иди де ка собозвепныхь старыхь школьных» вовно- 
минашяхь; напротивъ, я нахожтеь въ иостоянномь общения оъ 
т. Шлимакомь, догорый въ ивотоящее время преподаеть здёсь, 
въ одной тимнази и постоянно освфломляегь меня о наотоя- 
щемь положенши преподазаныт, несомненно ушедшемъ далеко вие- 
редь по сравненцо съ прошлымъ. Въ настоящемь семестрё я нал 
мйрекъ изложить „три велишя А“: ариометику, алгебру, и ана- 
изъ; продохжене же этого курса въ олёдующемь семестр бу- 
деть посвящено геометрии. Замёчу потати, что въ выситяхь 74еб- 
ныхь заведстяхь эти три отдёла нерёико именуются общимь. 
назвашемт ариометики; да и вообще мы ве разъ вотрёхимея съ 
уклоневемь торминолои, принятой въ школ оть той, которая 
парить въ высшемь учебномъ ваведени. Только живое общене, 
хадь вы видите на этомъ лезначительномь простомъ примёрй, 
можеть привести ко ззаимвому пониманпо. 

Во вторую очередь, обращу ваше внямазйе на обширное 00- 
чинен!е, которое въ общемь преслбдуеть т же цбли, кашя 
имвю ия въ зиду, —9т0 „Энциклоледя элементарной математики“ 
Вебера и Вельштейна”). 

Вь настоящемъ семестр намь придется иыбль дёло съ [м 
томомь — съ \„Энциклопещей элементарной алгебры“ Вебера, 
Укажу сейчаеь же на ифкоторое разиище между этимъ вочине- 
лемъ и планомЪъ настоящаго куреа. У Вебера нВельштей на 
зся сиотома элементарной малемачики систематически и логически 
развивается на зрёломь матоматическомь явыхф, доступвомь сту- 
денту, далеко подвинузшемуся въ овоихъ занятяхь. О томъ, въ 
—_ *) Еабуморнию ег етешаттайВетанк“ той Н, Уеъег ппа 2. 


№е118$е11; томъ КИ зыипель въ русскомъ перевод» подъ редакщей. 
прив.-доц. В. Ф. Кагаца, изд. „Мале“; второй томъ печатается. 


хакомь соботленно видё ототь матомаль должень фигурировать 
ва, шиолЬ, здВоь вовсе нфть рБчи, Между тёмь изложен! е 
зъ школ, выражаясь образно, должно быть пенхозхогиче - 
ское, а не систематическое, Учитель долшевъ быть, такь 
оказать, дипломгиюмь; онъ долженъ учитывать и дущевкыя дви- 
женя юноши, онъ должень умйть возбудить его интересь, & это 
будеть ему удавалься только тогда, вели онь будеть излатась, 
зещи въ наглядной, доступной форм$. Лишь въ старшихь клао- 
сахь возмолно тавже и болёе абетрактное изложеню. Приведемт 
примёръ. Ребенокъ никогда ке поймет, если мы бухдемь вво- 
дить числа акоюмалически, какъ объоюты, не имфюше пикакого 
содержашя, надъ которыми мы оперируемь по формальнымь пра- 
зяламь, устоповленнымь налгими собохвенными согхалежямя. На- 
противъ, онъ создиняеть ов числами редльное продотавле- 
#16; они являются для него ничёмъ ЕНЫМЪ, Кавъ количествами 
орёховт, нблоюь и чому подобныхь хорошихъ вещей; только въ 
этой формВ. эти вещи можно передавать въ начальном» обучеяйи, 
только въ этой формв ихь и будуть вь дзйотвительноети пере- 
давать дётямт, Но и вообще, во всем ход обучешя математихь, 
даже въ высшей школ®, необходимо пвоегда указыватк связь ме- 
иду этой вауцой и тВми интересами, воторые занимаютъ учаща- 
тося въ повседневной жизни. Это именно ныфютьъ въ виду новыя 
тенденщи, отремящяся поднять прикледную математику въ уни“ 
верситетв. Вирочемт, въ школё этимь требовашемъ никогда не 
пренебрегали въ такой м®р\, пакъ въ умизереитет®. Эти пеихо- 
догическ!е момеять я и намёрень овобенао подчеркнуть в своихт, 
левцихь: Другое разлия!е между книгой Веберан Вельщтей- 
на и моей точкой зря заключается въ разтраничени матер{ала 
Больной малематики. Въ этомъ отношения Веберъ и Вель- 
штейнъ настроены „коноервативно“, я же—„прогреесивно“. Эти 
зопровы подробно разобраны въ киигз Клейнъ- Шиммает. 
Мы, которыхь называютт теперь реформаторами, стремимоя 
положить лъ оенову преподавашя понях!е о функцЕи, ибо 
это есть то понят, которое вт, тёчеше послёднихь 200 лётЪ за- 
няло центральное м%ото веюду, гдВ только мы ветрачаемь мате- 
матическую мысль, Это поняше мы желаемъ выработоль при 
преподавани столь рано, какь это только возможно, постоянно. 
примзвяя храфическую методу изображены каждаго закона си- 


слемой х— у’вовъ, которая теперь употребляютоя при веякомъ 
правтическомь примфнени математики. Чтобы едфхать возмоя:- 
нымт, это нововведение, мы готовы отказаться оть многихь частей 
матер ала, входящего въ составь двНотвующихь прогреммъ; эти 
вопровы, иесомифнно, интореены сами по 606; во но общему 
своему значенпо и по связи со всей современной культурой они 
предотавяяются менфе существенными, Сильное развит:е 
пространственных представлен! должно при этомъ 
итрать первенствующую роль. Обучее въ птколф должно прони- 
кпуть вверхт, въ область лачаль ночислен{я безко- 
нечно малыхт въ такой мёрр, чтобы молодой человёкь вы- 
ходихь уже изъ вредней школы во всеоруяйи того математиче- 
екато малерела, безъ котораго бущун И вохествонсиытатель или 
страховой дзятель совершенно не въ состояни обойтись. Въ про- 
ТивоПохожноеть этим сравнительно современным идеямь Ве- 
берън Вельштейньъ по существу держатся старато разгра- 
ничен(я матерала, В наслоящихь лекщяхь я имёю, нонелно, 
пёлью пропагаядировать тё мдои, поторыхь я придерживаюсь. 
Наконец, въ третью. очередь, я хочу указать вамь еще 
одку весьма любопитную книгу, припадлежащую М. Симону, 
работающему какь и Веберъи Вельштейнъ, въ Отрасбург®, 
кменно—„Дидахтина и мотодиюа счета и математи- 
хи“; новое издрне этой книги тольхо-что вышло въ евёть”). Во 
многихь вопросахъ Симокт соглашается съ нашими тевденцу- 
ями, во во многомъ олъ съ неми рышитехьЕо расходитоя. Таль 
аль это личиость с Ярко. выраженнымь субъективизмомъ и съ оря- 
чимь темпераментомт, то именно этимъ разкорласямь онь верйдко 
даеть острое выражене. Приведемъ примвръ. Предложеня Це- 
дегогической Коммисйи Съёзда Нотествоиспитателей настаивать 
па Одпомъ часВ геометрической пропедевтики уже во второмь 
хаос, между темь каф въ настоящее время геомотря нами- 
нается тольхо въ третьомь классов, Вопросъ о том, какая ©0б- 
ственно снотема продиочтительнфе, дебатируется очень давно, да 
и ВБ самой швольной практик та. и другая сяетема уже не 
разь омёняли другъ друга. Мы имбемь предь собой, тажнмт, 
м ах 51т оц. „акк па МебойЦе дев Вевриедв пай ‘ег Ма- 


Звета 5“, 2 Ашаре. Маповец, 1908, Зонаегаиезаре ваз Вале {ее 
Нал@фисй 4ег Югмейлиее пиЯ СобормовяеВье [9 ЛбНаье Зовшел. 


7 


образомъ, вопроеь, о которомъ, во всякомъ случай, можно спо- 
рить. Между тёмь Симон» категорически заявляеть, что по- 
Зиля, которую коммисая заняла въ этомъ вопросф, „хуже, чвыъ, 
преступлен!е“, и, главное, этого своето утвержденя окъ не 0б- 
основываоть ни сдинымъ словомт. Тазихь мфеть можно было бы 
указать еще мого. Въ качеств предшественницы названнаго со- 
чинел укажу еще книгу того же автора—„Методика эле- 
ментарной ариометнки въ связи съ алгебраиче- 
окимЪ анализомъ*). 

'Послв этого коротваго введешя обратимся къ главному 
предмету намихь занятий, 


=) М. З1шол. „Мешок Чег еотешаеов АтНотейх 11 Устутаная 
шЁ эрергайвомег АлаЛун!а". Гери, 1906. 


1. Двйстия надъ натуральными чясламя, 


Еотественно, что мы начнемъ прежде всего съ основного 
вонроея всей ариеметики, т, е, съ дёйств надъь пфлыми поло- 
зительными чнолами. Эдвеь, вакь и 30 вовмъ своемь изложени, 
я номбренъ прежде всезо поставить вопровь о томъ, камь этот 
предметь трактуется въ школф, а затёмь уже займусь изол®до- 
ваемь того, что он, соботвенно, въ себё содержить съ боле 
глубокой точки зрёвя. 


1. Введен{е чиселъ въ школ) 


Я ограничусь здёсь краткими указашами, таюь какф вы, 
несомиённо, еще помните, какъ вы сами учились этимъ зещемь 
въ школ. Я здфеь, конечно, отнюдь не имёю въ виду дВйстви- 
чельно ввести весь въ Ирактику птольнаго обучены, вакъ это л$- 
лается на семинарокихь занямяхь, учрежденныхь при средие- 
учебныхь заведетяхь. Я намфрень только привести маторталь, 
который поможеть намь орентироватья въ нашихь критиче- 
окихь равоужденяхт. 

Ознакомить дётей съ ученмомь о дфлихь чиелахь, приепо- 
собляяеь къ ихъ пониманю, паучять ихъ д®йстиямъ надЪ ними 
такь, чтобы они этныъ предметомъ вполнф овладвли,—въ высшей 
степени трудно и тробуетъ многолётнихь усишй, лачиная. съ пер- 
ваго тода обучешя випоть до третьяго класса гимказ!и, Тоть спо- 
собъ полощавя эткхь вачаль, который въ настоящее времи гос- 
подотвуеть почти во войхь нашикь школахь, можно лучше вието 
херактеривовать ‘словами „наглядно“ и „еенетически“, 
Это значить, что несь матерань разрабатывается постененно съ 
самого начата ив почв хороню изввотныхь, наглядныхь пред- 
оставлен. Въ этомъ зажлючается коренное отлич{е 0т5 логи- 
ческой и систематической онстомы обучения, которая прах- 
тидуется въ высшей школ. Весь матераль раочлевяется при- 
близительно слёдующимъ образомъ (въ точности, конечно, этого 
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указать невозможно). Весь первый годъ обучешя посвящается 
счету въ предёлахь порвыхъ двухъ десятковт, а, при- 
м&рно, первое полугоде даже счету въ предлахь одного до- 
сятка, Числа вводятся, калъь числовые образы, составленные 
изъ точекь, или нашь количества воовозможныхь доступныхь 
дтямь предметовъ. Сложеше и умпожеще объясняется дязгь 
и усваивается ими нь каглящныхь предетавлещяхь, На второй 
стушени разрабатывается числовая область оть единицы до 
ств; иъ зтоть иерюдь обученя, а зачастую вше и равьше, вво- 
дятся арабсыя цифры, выленяется зналеше мфота, занимаемаго 
цифрой въ числ8, и вообще вводится десятичная система, Хочу 
ЗдАсь попутно указать, что установившееся появан!е „арабойя 
цифры“, налуь и многое вт обычной терминолочи, исторически 
неправильно. 975 снотема очноленя въ дёИствительности ве- 
дотъ начало отъ индусовт, а не отъ арабовт. СлАдующая важ- 
лая задача, относящаяся въ этой ступени обученя, ость разучива- 
ве таблицы умножен!я, Сколько воставять 5х3 или 
$Х 8, нужно веегда помнить наизусть, & позтому и заставляюз"ь 
дВтей выучить табличку наизусть, конечно, выяснят имъ ев 
предварительно на каглядныхь примфрахъ. Для этого служить, 
тлавнымь образом», „очетная машина“, хоторую обычно 
проще называйоть счетами. Она состоить изъ деснти парал- 
лельно укрёиленныхь проволокь, по воторымъ свободно пере- 
вигаются по десять шариковъ на каждой, Отбрасмвая надлежа- 
щимь образомъ эти шарики, мы можемъ прочость на коскё ре- 
зульталь умноженыт, палисанный уже въ досятичной форм. 

Тротй годь обучешя посвящается дАйств!ямъ надь 
многозвначными числами по извветяымь простымъ ‘прави- 
тамь, справедливость которыхь двтямъ обыкиовекно ясна или, по 
крайней м®рВ, должна была бы быть ясна. Правда, этой ясности 
еще обыкновенно недостаточно для ‘кого, чтобы ученикь вполнь 
усвоиль правило, и учитель нерёдио апеллируеть къ авторитету 
очень дёйотвительнаго средотва: „тамь оно есть, и, если ты этого 
де будешь знать, то теб придется плохо!“ 

Я хочу здёсь подчеркнуть еще одну сторону всего этого 
обучевя, ибо этой стороной дла обыхновонио пренебрегйють въ 
высшей школв. именно, съ самато начада удёляотся особениое 
внимаме прихожен:ямъ счета къ потребностаме 
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практической шизни. Чиеле ‹ь самего лачала приводятся 
на волиретныхь примёрахъ практической жизни; ученитт очень 
своро начинасть считать монетами, мврами, яйсами, и вопросом, 
столь важпымь въ повседневной жизни, — „что члонть?“ — начи- 
чаетоя обыкновенно большгая часть наших птхольныхь задачь. От- 
сюда преподавалель постепенно восходить къ тавимъ задачамъ 
(къ такь называемымь „скретымь“ задачалеь), въ которыхь ходъ 
вычисленя предиолагаеть уже ифкоторое самозтоятельное разеу- 
экдене; это приводить къ задачам на пропорц!ональное 
хвлен{е, смёшенЕе, Нл оловвыь „наглядно“ и „генетически“, 
хоторыми мы старалист, вьлие охарантеризоватт, школьное обучеще, 
мы могли бы присоединить, въ качеств® оретьей характерлотики, 
„Правтичосыя приложешя“. 

Если бы мы, наконець, еще хотфли охаралтеризовать въ не- 
многих слодахь.и иль обучен!я орломотикй, то мы 
должны были бы сказать олбдующее: она завлючаетох въ 
томъ, чтобы пр1учить дЁётей увфрекно владёть 
ариометическами да Нетв1ями, пользуясь при этомъ 
различными параллельно развивающимися душев- 
ными свобствами, къ которымъ приходится апел- 
лировать, ко не настаивая глубоко на логической 
ъонцепц!и, связывающей этотъ матер!аль. 

Упомяну здёсь кетоти о яёкоторой вражлф, играющей для 
шполы керёдко фатальную роль, именно, о враждё между пре- 
подавателями, получившими образоваше въ учительскихь семи- 
наряхь, к преподавателями, вышедшими изъ вмошихь учебныхь 
заведен *). Пачиная еъ третьяго класеа, на мфсто преподавя- 
чтедн, получившего образовазе въ семинар, вотуцаеть лицо 05 
знешимъ образоваяемъ. Вол®доть!е отого въ ходб обучешя часто 
происходить разрывЪъ, достойный всякаго сожаланя. Бёдныя дёти 
часто бывають вынуждены знезаляо оперировать совершенно дру- 
тими выражешями, нежели 1%, иь которымъ оки до того при- 
вывли и надь которыми теперь даже изджваются. Небольшимь 
примбромь является, скажемь, различ въ знакахь умноженя: 
крест, который предпочитаетт начальный учитель, и точка, ко- 

*) Мы ниъемъ в виду семинашм дай подготовлены начальныхь 


училеней; это ие относитея къ семинаревимъ занямямь при оредне- 
учебныхеь заведевяхь, о которыхь мы упоминали выше. 


в 
торой охотнбе похъзуются зкадомнеты. Это враждебное отношен® 
можно изгладить только чавимъ путемт, что преподаватели, ипу- 
ще изъ высшей школы, отновутея съ ббльщимь вниманщемь кт 
своимъ подлегамъ изъ семинаря и будутЪ отаралься сойтись съ 
ними. Это вамъ легко удастся выполнить, если вы веегда будете 
ПЮМЕНТЬ, @Ъ ВАЖИМЪ уваженемъ 5 должны относиться къ на- 
родпому утитедю, Подумайте только, какую нужно выработать въ 
6264 методическую зыдержку, чтобы постоянно обучать ариеме- 
чикё сотни тысять неразумныхь мальчишекь, не приносящих 
въ школу никакой предварительной подготовии. Попытайтесь это 
сяфлать п вы убёдатесь, тто воя вала академическая подротовка 
принесеть вамъ здфеь мало пользы. 

Однако, посл этого кралкаго отсзуилевя возвратимея къ 
школьному преподавано. Въ третьем и, въ особенности, вт че- 
твертомъ ильесв обучене счету иоотененно иринямаоть уже бда- 
тородное облачене матвматикия, что харазлеривуется крежще всего 
первходомь нь букзенному исчислен!0. Буквами @, $, с 
или х, у, з обозначаютъ вымя-нибудь числа, хотя первоначально 
все-же ифлья положительныя; надъ этими чиоловими понятями, 
нзображавммыи буквами, производять дЁНетьи, исходя изъ нон - 
кротнаго, яогляднато содержаны, которое присваивается числам. 
Это предотавляеть уже такой шагь впоредь въ дёлё абетраклёи, 
что математика, собственно, именно и каЧИНается 
съ дАйств:Н надъ буквами. Конечно, этоть переходь ле 
холжекь совершаться йъ школ внезапно; напротивъ, мы должны 
пртучалть юношу къ этой абстракции повтепенно. 

Но уже злвеь »5 двлВ обучемя отоновитоя соверщенно не- 
обходимиыт, чтобы сазгь преподаватель быхъ хорошо знакомь оъ 
логическими законами я осиовами очетв и теор! и 
цёлыхъ чиселт, хотя бы ему естественно и не приходилось 
пелосредотвенно сообщать ихт, ученикамъ. Займемся, поэтому, те- 
перь ифекольно подробнйе основными зажолами счета. 


2. Основные законы арнометичоскихь дВйствЕИ. 


Въ ходВ историчеснаго развит, конечно, долго складывали 
и умкожаля, не отдавая 0ебф отчета въ тёхъ зайонахь, поторымъ 
сябдують эти оиеращи. Лишь въ 20-хъ и 30-х тодахъ прекыду- 
щаго столёЧя, главнымь образом, франкузсве и антжйске ма- 
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тематики выяснили осповныя свойстра этихъ операций, на чемъ 
я, вирочемь, не буду здёев останавливаться. Кто хочеть овия- 
хомитьсл съ исторей этого вопроса лодробнфе, тому я могу ре- 
комендовать зиЪоь, какь буду это кёлаль неоднократно ниже, 
большую „Энпиклопедию матемагическихь наук“ *), в также ел 
франпузекое издано, отчасти косящес характеръ второго иере- 
работанкаго изданя**). Эта „Энциклопемя“ больие, чамь какое 
бы 10 ня было другое сочиневе, должна было бы найти себ 
мото во всякой школьной библютен®, потому что она даетъ 
возможность всякому математику, учятелю въ томъ числь, орев- 
тироваться яъ любомь питересрющемь ето зопросё. Къ тому 
предмету, которым» мы тенерь закимнемся, относитоя первая 
тать Г тома) „Основы ариометики“ Шуберта“), фрак- 
цузсвое издание которой переработано Ж. Таннори (7. Таппегу) 
и, Молькомь (Л, Мо). 

Зозврыцаяеь къ налцей томё, я имвю въ вилу теперь дёЯ- 
отвительно перечислить тВ пять обиовныхъ законовт, 6 
которымьъ приводится сложе и1е; 

1) а--6 воегда предотавляеть собой число; 
иначе говоря, дАйств:е сложен1я всегда безу вся- 
кихъ исключен: зыполкимо (въ противоположноеть вые 
читаню, которое въ области положительныхь чисель не всегда, 
"ВЫПОлНЯСтОя)у 

и) сумма а--6 воегха однозначна; 

3) имфотъ место сочетательный, иши. &сеоц1 8- 
тявный, завонт: (4-|-6) | с==а--(--6), тавь что овобки 
МОЖНО и вовсе опустить; 

4) имветь мВото перем отительный, иши пом- 
мутативный, законъ: ара. 


*) „Епсуюрабе дог лаешяйвовел УЧазенлзсвай ет пб ВГавов ив 
ЗВгег Аиовауцеел“. Тори. В. 6. Теиб шок, съ 1808 года; т. 1 вышоть 
ведь, томы ИМТ выходять постопенно, 

+) „Васуорбйю Цез Зс1е0о6е прай Вёта тов ригов.оё пррНаибея“. 
Райз (би 1ег- У Ат8) и Перыв СТепфиег), съ 1004 гут. 1 
выходить вл, астоящое время, 

##*) 1 томъ поолященъ арнеметика п алгебр8 в тыпущенъ подъ ре- 
далщей В. Ф. Мейора (37. Ее. Моуви, 1896-1904); во фраяц, ивданя 1 - 
томъ редактируеть Ж, Мольнъ. 

#8) Н.Зоварорь „Огипарой бог Ае паек“, › 
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5) имфеть мото законъ монотонности: если 
>в тоа--р>а-|-с. 

Этя свойства во покятны безъ дальнёйшихь пояонен, 
если мы имфемъ передь главами наглядное предогавлее о чи- 
лв, хакъ о количеств. Но они Долщиы буть выражевы строго. 
формально, чтобы на нихт, можно было основать дальныйшее раз- 
зит!е теорйн строго логически, 

Что касается умпоженя, то здйсь дыйствуеть, прежде воего, 
пять запОновЪ, аналогичныхь только-что перечивлеянымт: 

1] а.ё вевгда воть чисно; 

2) произведен:е а. однозначно: 

3) законтъ сочетательный: а.(5.с) = (4.6).с=а.6.6; 

4) законъ неромвостительный: а.6==0. а: 

5) занонъ монотонности: если 2> 6, то а.р > в.6 

Наконец, связь сложенЕя от умножен1емъ ‘уста. 
навливается шестымъ закономъ; - 

6) законъ равпред лихельный, или диетрибт- 
тивный; а: (6-9 =а.6-а.с. 

Что ве8 вычноденя опираются исключительно на эти 11 
законовь, можно себ% легко’ уяонять. Я ограничусь проотымъ. 
примзромъ, скажемъ, умномешемь числа 7 на 18; согласно 3а- 
хону распредалитедьному, 

7.12==7(10--2) =70--14 
делфе, если мы равобъемт 14 на 10 -|--4 (чтобы вывести „перене- 
сен1в десятковъ“), то, опираясь на захонъ сочетательный, ямвемт: 
|+ 0-4) = (00-10) 4==80--4 =84, 

Въ этомъ короткомь разеужденя вы, конечно, узнаете о1- 
дёльные шаги, хоторые мы производимь при вычиоленяхь въ 
десятичной систем. Пролоотавляю замъ самим разобраль при- 
мёры посложийе. Мы здВоь выскожемь только сводный резуль- 
тать: наши цифровыя вычислен:я заключаются въ 
повторномъ примёнен1и перечисленныхь выше 
одиннадцати основныхь положен1й, а танже въ 
примёнон|и заученныхь наизусть результатовъ 
хьйств!й надъ простыми единицами (таблица сло- 
жен!я и таблица умножен1 я). 

Однано, гдф же находят веб примвнеме законы моно- 
тонности? Въ обыкновенных, формальныхь вычиоленихь мы 


м 
на ннхь дйствительно зе опираемея, но они оказываются не- 
обходимими въ задачахь нфоколько ипого рода. Напомню замъ 
двор о перодёльВ, которую вь десятичномь счетв иазывають 
сокращеннымь умножен!емъ и двлен1емъ. 9т0 пре 
емъ величайшей практической вожвости, который, въ сожахвийо, 
зь школи и среди огудентовъ дальво еще недостаточно извф- 
стоят, хотя при елута} о немь товоряту уже во втором+ класс; 
я здфеь ограничусь только примфромъ. Ноложимь, что намь нуж- 
но нпомножить 567 па 184, при чемъ въ этихъ пислахъ проетыя 
единицы установлены, — скажемъ, посредотвомъ физическихь из- 
мбренй, лишь весьма неточно. Въ такомъ случаф было бы 0о- 
зершеяно безполезно вычислять произведеше съ подною точно- 
сетью, таль какъ таковое вее равно не гарантируетъ намъ точ- 
нато знаЧеЩя интересующего наоф числа. Но ч1о намъ дёйстви- 
зельно важно, это-—злать порядокъ величины лроизводея, 
т.е. опредёлить, въ предёлахь кахого числа десятковь или сотент, 
число заключаетоя. Но эту оцбику законъ монотонности дьйотви- 
тельно даеть вамт, непосредетвеяно, ибо изъ него выхекаетъ, 
что искомое число содержится между 560.184 и 570.134 или 
между 560.130 и 570.140. Дальюйцев развито этихт сообра- 
жен я опять-таки предоставляю вамъ самимъ. Во воякомт, слу- 
ча, вы видите, что при „сокращенныхь вычислен1яхь“ 
приходитея постоянно пользоваться законами м0- 
Шогонности, 

Что касается дйотвительнаго примфневя вофхь. этихь в8- 
щей вв шикольномь преподавани, то 0 зистоматическомь изложе- 
зи вейхь этихъ основныхх зажонавь сложешя и умноженя не 
можеть быть и рёчи. Учитоль можеть остановиться только на 
звконахь сочеталельномь, перемвотительномь и распредваитель- 
зюмтъ, и то только пря пербходё въ буквоввымъ вычиолешямь, 
звристячески выводя яхь изъ простыхь и яеныхт чнелелныхь 
примёровъ. 

3. Логичесв!я основы теор!и цёлыхь чиселъ. 

ели въ диЁ пикольнаго преподаван!я мы, естественно, еще 

мен%е можем» дойти до постановки болёе трудныхь зопросовт, 


10 въ вовременномъ математическомь ивольдо- 
зан1Ти серьезные вопросом здфсь, соботвенно, и зозинкаютъ: 
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хавъ обосновать вти законы, вакт обосновать ио- 
нят!1е о тнен1? Здвсь л мамбренф орюптировать васъ въ 
эгомъ вопрос, оставаяер вфрнымь пфли пастоятцаго сочинены — 
освётиь махераль школьнато преподавашя ъ зыомей чочки 
зрёншл, и я дёлаю это “Ам охотнфв, что. эти современных идеи 
и помимо того проникаютъ къ вамъ со вобжь оторонъ въ течене 
валтихь академическихь занял, между тёмъ авт исихологиче- 
евая сторона этого дёла обычно не оговаривается въ той мера, 
ВЪ КЗБОЙ зто необхолимо. 

Что касается, прежде веето, самато понит1я о числЪ, то 
Борни его въ высшей очепоня трудно велрыть. Легче всего ды- 
титея, быть можеть, тогда, когда рёшаешььн вовсе оставить в1, 
схорояф оти трудвыя вещи. За болфе подробными укаваями отно- 
Фительно этихь вопросовъ, олень ‘усердно дебатируемыяь филоео- 
фами, я звовь должель указать вамъ на приведенную выше оталяю 
французской анциклопедуи; виЗсв же ограничусь немвогнии замф- 
чанями. Очень распростравева точев зрёня, что понят! о 
числ твено сиязано оъ понящемъ о послёдовалельности во вре- 
меши. Изъ предотавителей этого возврёня укажу изъ философовь 
Канта, изъ молематиковъ—Тамильтона. Друе, капротявъ, 
полагають, что нокяте о числф стоммь ближе къ пространотвен- 
нымъ предотавлещим; ови оводятъ повят о чисяё въ одновре- 
менному созерцанию различиыхь иредметовъ, находящихся въ иро- 
страногв% другт подлё друга. Наконец, третье направяене усма- 
триваеть въ продотавлов и о числ выраженте особой спо- 
зобкости нашего духа, независимо стоящей рядомь съ на- 
шими представленями о пространств и времени, а, можеть быть, 
я вышё ихъ. Я полагаю, что этв точка зражя хорото виражается 
цитатой изъ „Фауста“, которую профессоръ Г. Миньковок1*) 
‘приводить ‘отновительно чиселу въ сообщени о ковомт, его сочи 
нони „Дуофантовы приблищеня“: 

„@Ител Фговеп Мег а. Вован кой, 
би Че Кем ОРЬ побН ерагег еше 201“ 9), 

Ноли въ этой задал мы имбемь дёло болёе оь воиро- 

сами. теор{1и познаи!я и иоихолор] и, то въ проблема 


%)°Н, Ма Коузвку. „ОорьааИзойе Арргохйвайонен”. 
#2). „Темт карять въ уедикыши ботини, зокругь цихь пВть пи 
хакого мбога, иёть викажото времени“. 


16 
обь обосновани нашикъ одиннодцати законовъ мы стоим суще- 
отвенно передь вопросомтъ логяхи, 


Мы здвоь будемъ различате четыре хочкя зря. 


1. Первая точка зрён!я, нродетавителемъ которой я могу на- 
зволь Канта, смотрить на правила дайстяШ, какъ на непо- 
оредотвенный результать возврёия (Апзеваииоь), при 
чемъ это слово в® наиболве шировомъ его значення нужно пони- 
МАТЬ, ЖаЮЬ „внутреннее воззр%н10“, или интунц!ю. 


Впрочем, этоть взглядъ отиюдь ие сводится вт, тому, что вся ма- 
тематика опирается на эхспериментально коктролируемые фавты 


трубато внёшняго опыта. Приведемъ простой примфрь. Законъ 
перомвотительтый доказывается ссылкой на пря- 
© © п @ о сх о туру, въ которой соодинены 
ДВ групы по три точки въ каждой, при чемт мы 
® @ Ф = то совокутнооть ихъ распадается также 
на три груины по дв точки въ каждой: 2.8=8.2. 
Если ив ото, однако, возражать, что, при сколько-нибудь значи- 
чельныхь числахъ, это непоередетвенное воззре уже ве приво- 
ДИГЪ В вовнаино справедливости выскаванной. истины, то прихо- 
дитоя прибфунуть въ закону совершенной индукцщи; 
если ин которое предложен!е спр зведливо хдя не- 
большихь чисель, и если, сверхтъ того, оно оста- 
этся справедливымъ для числа я--1 воли1И разъ, 
накъ оно справедливо для числа и; го оно справех- 
ливо вообще для воякато числа. 910 предложеще, им}- 
щее интуитивное происхождение, двйотвительно всегда, домогаеть 
намъ выйти за тё предфлы, въ которые насъ необходимо ставитъ 
хонкретяое воззрёне. На этой, приблизительно, точв® зрёвя ©то- 
` ить также и Пузекарз въ овоихь извфотныхь фипософекихь 
сочиненяхъ, 


Если мы хотямь уяснить 6608 вначен!е этого ‘вопроса объ 
обоеновани одиннадцати основямх» завоновъ счета, то мы должлы 
принять въ воображон!е, что, совмФотно от ‘арибметикой, на нихъ, 
зЪ конечномъ счетв; покоится и воя математика. Мы не владемт, 
позтому, въ проузеличето, если. скажемт, что, согласно зыяснен- 
ной сейчась точи® зрёыл, достоврность всого здан!я 
математики, въ конечномь счет, опирвется нА 


и 


воззрён1е (интуиц! 1), въ самом обычномь смысл 
ЭТОГО схова. 

2. Ва вторую очередь мы приведемъ нёкоторую модифи- 
кац1!ю первой точки зрён|я. Ока заключается въ гомъ, 
что пытаются растленить эти основиые законы па значительно 
болзе мелыя ступени, такь что на нелосредотвенномъ т03- 
зрфти приходится основать только немноге простёйние олу- 
чан, изъ поторыхь можно вывести остальные уже чисто логиче- 
вки, но прибётая вновь къ воззрёнио, Въ то время, какъ обычно 
чисто логичесыя операши примёняются лишь по установлен 
казванныхь одачнадиати законовь, здёсь оказывается возможным 
воспользоватьея ими раныие, именно посл введены упомяну- 
чыхь болбе простыхь предложенй. Граница отдёляюмая 
зозврён1е отъ логики, отодвигается, х при томъ 
зъ пользу послёдней. Эту точку зрёшя зпервые провель 
Термаяъ Грассманит (Н. бтаязшали) въ овоемъ „Учебник 
аряометики“ *), выпущенномь въ 1861 году. 

Въ качеств примёра я укажу, что законъ перемботитель- 
ности оъ помощью совершенной индущи может»: быть выведенъ, 
ивъ законй сочетательноети. Нослв книги Гразсманна с1$- 
дуеть указаль сочинен!е итальянскаго ученаго Цеано**) (Ревло) 
„Начала ариеметики, изложенныя повымъ методомъ“. Однако, не 
думайте по этому затоловку, что инитя написана по хатыня. На- 
противъ, она написана на соботвенкомъ символическомь язык 
автора, который имфеть цёлью выдфлить каждый шагу, логическато 
докавательства. Пеано имбетъ въ виду такимъ образомъ достиг 
нуть гаравт, что оБъ дёйетвительно опирается исключительно 
на тв положешя, которыя онь лредварятельно приняль, и не 


*)Н. бгаззшаци. „Гебфось ао? АтНЫшеНК #8г Вбнега Говгал- 
зреет". ВетНи, 1861. Важизйнця главы отиечатаны въ полномъ собра- 
зи малематическихь и физическихь сочинешй Г. Грассманна — 
„Н. бравамализ воззаллмейе ша етвайзове ца@ рручкайвеве \Уе- 
Кей“ (пегазатояоь, у. Е. Впзе1), Ва. П,1 (Кенир, 1904), р. р.295—849. 

**) Ревпо, „АтИНешенове ридецла поуд шеПойе ехрозвь^. Апет- 
збае Тамтулогот. Того, 1889. Замълимъ, что авторъ развилъ, идею, ивло- 
женную въ укозанномь выше сочияены, вь шозой книг „АгНтенса 
5елегае в а рбга @етенфате“ (1902), начисанной эъ идвографической 
систем®. 
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пользуется нахацимь другнмъ ивтуитивеныю матераломъ. От 
хочеть иабфкаяу, опаслооти, которую иеобходимо вносить обыкно- 
зенный языь»ь своями безкоятрольными асвотащями идей и во- 
споминанин о наглядныхт образахь, Должежъ сказать вамъ къ 
тому ие, чю Пзапо является главой пблой штолы, очень 
обтирной вт Итолуи, которая такимь же образомъ расчленяетт 
предпосылки заждой отдфльной математической диспиллины и ста- 
раетея посредетвомт, пдеографих (по лёмеци Везет, ии- 
сане понямями) изелддовуть ея логичесмя концешии. 

8. Мы переходимъ тенерь къ современному равви- 
т1ю атихф идей, которов, впрочем, оказало уже вов вяве 
и на Пеано. Я разумбю ту обработку учения о числё, которое 
клалеть вт, основу понят о комихеке%, иви множества, 
Общую идею о комплексов — вы оставите себф предотавлеге о 
широкомт, объем этого понят я, если я скажу вемт, что совокуи- 
ность обхь пфлыхъ чисоль, еь одной стороны, и вовокуцность 
зевхь точекь отрёзка, съ пругой слороны, предотавдяють с060й 
частные примбры комплекеовъ—вту общую идею впервые сдфлаль 
предметомь окотемалическало. мотемилическаго изолёдованя Го- 
оргъ бантор® (6. Кзцюг), лрофесооръ въ Галле; созданное 
мъ учен!е о комнлексахт, или мложествахь (Меп- 
зозеше), эт, настоящее вромл зналитольно заннтересовало мо- 
лодое поколфые математиковь Позже я еще попытаюсь дать 
замъ возможность затлянуть въ эту теорНо; здвеь же я охраля- 
чусь слбдующей краткой хоровтериетикой этой новой. системы 
ариометици: эта система старается свести свойства 
злых Чисвлъ и откосящихся къ нимъ оцерац!й 
хъ общимь свойствамъь помплекоовь и овязая- 
кыхь въ ними абстрактянхь соотношенАЙ; этимъ 
ямфется въ виду достикнуть возможно болёе тиубокаго и об- 
зпаго оббеновашя теойн пфлихь чисель. Въ хачествв шонера. 
этого направлены я долженъ указать еще Р. Деденинда (В. 
Реекта), который въ своей небольшой, но весьма содержатель- 
ОЙ. инижкф „Что такое числа и каково ихъ значеще“?*) ‘впервые 
даль такое обосноване учошя о цфлыхь чиенахь. Къ’ этой точкВ 


1) В. Бецек1л 4. „Уаз яой цой аз вое @1е ЯвЫео“. Вгалл- 
веру, 1888, 
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зрёны по существу примыкаеть н Г. Веберу (Н. \Уейог) въ 
первой глав Т-го тома „Энцивлопед?и злемеитярной математики”. 
Оцнако, оказывается, что развизче теорри отавовитея при этомь 
настолько отвлеченнымь и мало доступнымт, что въ прихожени 
къ третьему тому того ие сочинешл авторъ былт, вынуждевь 
дать болве элементарное изложеще того же предмета, оперирую- 
щес исключительно надъ конечными ком илексамн. На это 
приложее я настойчиво обращаю винмане везхь, ито днтере- 
суется эвнмъ предметом: 

4. Наконецт, въ завшочене, я хочу привести: еще члето фор- 
мальную теорпо чиели, которая восходить още до Лейбница и 
которая въ повибднее нремя особенно выдвинута Гильбертомъ. 
Къ аркометикЪ относитея въ этамь сммелф ого доклад на треть- 
емъ международномь матемалическомт, конгрессов въ Гейдельберг 
„Объ основахъ логики и аризметики“*), Точка исхода здфор ва- 
ключаотся въ слбдующемь. Если ми уже располагаем одиннад- 
цатыюо законами счета, то мы можемъь вести счеть въ буквахь 
а, 6, с, выражающихь любыя чиста, совершенно не очитаяеь съ 
тм значешемъ, которое таховыя нывють, вожъ числа, Или яснфе: 
пусть а,6,с...будуть вещи безъ веякаго значеш]я, вёулеве, 
вещи, о значени которыхъ намт, ничего нензьотво. Положимт, 
также, что нам всеже извзотно, что наду ними можно производить 
опвращя согласно перечисленным одиннадцати основнымъ поло- 
женямъ, хотя бы эти операщи не имфия какого-либо извАотняго 
намь содержаная, тогда мы можемь оперировать иодт, эзими объ- 
эктами совершеяно такт ще, хажъ и надъ обыкновенными числами; 
но при этомт, возникаеть только вонрось, не мотутъ ли эти 
операц1и когда-либо привести къ протнвор%ч1ю. 
Гели обыкповенно говорять, что опыть обнаруживаеть суще- 
отвовалйе чисель, дия которых перетисненныя правила ямють 
Мото, и 10 вЪ этихь празилахь, олёдовательно, иёть противо- 
Ия, то теперь, когда мы отказываемся отт рездьнато значеня 
этихЬ символовъ, ТАБото рода ссылка на наглядное предотавлеше 
уже недопустима. Выфотй съ тёмъ возвникаеть совершенно нозая 
задача докавать-чното логически, что при любыхъ операщяхъ надЪ 


*) р. Ниро „Оъег 8 Отопатавео пег орйе п. АтВшеНК", Уве 
Валаваден йез Ш пцегланопет Мабелодикег-Копву65808 да НеЧеЬега: 
оп 8 Ма 13 Ацёизь 1904 (ъефийв; 1905}, р. р. 174 14. 


лашими символами согласно перечисленнымь одиннадцати основ- 
нимъЪ законам, мы никогда ие придем въ противорбчию, т, е. 
тиомянутые одиннадцать зазоновь логически совывотны (6опз}- 
54688). Боли мы вналалА, при изложени первой точви зря, 
сказали, что достоверность математики покоится на существования 
наглядных объе ТОВЪ, для которыхь имёють м#сто ея законы, 10. 
предотавитель наетоящен формальной точки зрёя усметри- 
вабтт достовфрность математики въ томт, что 
овновные ея законы, съ чисто формальной точки 
эржя!я, козависимо отъ ихъ нагляднаго содержа- 
х1я, предотавляють логически ибльную систему, 
не содержащую противорвч!я, 

Для выноненя и оцфики этой ковой точки зрёыя я долженъ, 
сдзлать еще н®окольжо’ вамфчан. 

8) Гильбертъ формулироваль эти идеи по откошенно въ 
ариеметикв и нэчель ихъ разрабатывать, но онъ отнюдь не даль 
поднаго развит я ихъ. Послё упомянутего доклада онъ еще разт 
зозвратилея къ этому предмету въ одной лекция, но больше этими 
вопросами ие занимался. Мы можемтъ, слёдовательно, сказать, что 
здесь мы имфемъ передь собой только программу. 

В) Поцитка совершенно изгнать воззрён!е и удержать только 
логическое изсдфдован!е предотавляетст ма вт, полной ‘мёрё не- 
осущеетвимой. Нф который остаток, ий который мини- 
мумъ интуиция вевгда колжент сохраниться, и ти 
остаточных интуитивныя иредотавлещя мы необходимо должны 
соединить съ символами, надь которыми оперируемь, даже уже 
потому, что мы должны отио бимвохы постоянно вновь узнавать, 
—— хотя бы этоть остатокь и сводилея только къ визшинему виду 
НАШИХ СИМВОЛОВЪ, 

в) Но примем даже, что постевленная задача дайствительно 
безупречно разрыщега, чт обнаружено чисто логически озеут- 
стве протизорёчи вь нашихь одиниадцейи основныхь положе- 
зихь. Но тогда вбо еще ‘остается мфото вовражению, которому я 
прядею нанбольмее значен!е. Нужно себ уяснить что 
эти воображен!я соботвенно обоснован:я арие- 
МОТЕди. Ще ОТНЮДЬ Ее даюту, и Что вЪ ЭТОМЬ ПО- 
ряккф идей его инельзя провести. Иионно, совертенно 
невозможно чисто логическимь путемь показать, что законы, въ 


хоторыхь мы обнаружили отсутотее логячеокаго противорёчя, 
действительно имфютъ силу но отношению къ чиеламь, етозь хо- 
ропю замь иаввотнымь эмпирически, что неопредёленные объезсы, 
© цоторыхт здфоь иде, рёчь, могуть быть отождеотвлены съ 
реальными чнолами, а сопряжетя, которых мы производим», —съ 
реальными эмцирическими процассажи. Что здёсь льйетвительно 
„достигается—это только расчленен1е обтмирной вадачи 
обоснованя ариеметики, мало доступной ло сноей 
сложноетя, на дв части; первая часть предотавляеть 
<0б0й чисто логическую проблему убтановлешя независимыхь 
пругъ отъ друга озновныхь положеюй, иля акыомъ, и доказа- 
тельствь ихь независимости и отоутетвыя противорёчя. Вторая 
часть задали отноеитсн екорёе къ твои познашя и въ извВотной 
мЬрр выражаеть примфнон!е названныхь цогичесцихь изелвло- 
ван къ реальнымь соотношенитиь; юь разработюй этой второй 
задачи, строго товоря, еще не пристуцяено, хотя для дёйстви- 
зельнаго обосновал ариометики и она необходимо долина быть 
лечерпана. Эта вторая часть вопроса предотавляеть храйне глу- 
бокую задачу, трудность воторой коренится въ общихь пнуобде- 
махъ теорн познашя. Выть можеть, я выражу нанболве лоно 
постановку этого вопрова, если выскажу н®околько парадоксальное 
утвержден!е, что яой; который призкаеть чистой магема- 
тикой только чисто логическое изолфдован!е, необходимо вынуж- 
денъ будетъ отивеги вторую часть проблемы обосновашя ариеме- 
тиви, & 8м8078 съ этимъ, отало быть, и самую ариометику, къ 
прикладной математяев. 

Я считаю необходимым отчетливо вее это здёсь указать, 
ТЕХ КАЖЪ вЪ ЭтомЪ именно пункт® данболфе часто зозникають 
недоразумая волбдетв!е того, что миоме просто не замбчалтть 
существовая этой второй задачи. Гильбертъ вамъ отыюдь 
не стоить на этой точкё зрёны, и мы не можемь признать ни 
одобрен ни возраженИ его хеорфи, которыя иеходять изЪ такого 
именно допущеня. Томв (Тьошае), профессор въ В&н%, оотро- 
умно наввамь людей, стоящихь на лочвЪ этхь чиото аботралтно 
логическихь изолбдовая о вещихь, ничего ие обозначающих, и 
о предяомещяхь, ничего не выражающихь, которые, тавимь обра- 
вомъ, не только забывать эту вторую проблему, но вмфетВ 95 
ней и вею остальную матемалиху, —мыслителями безъ мысли; 


дочечио, 910 ироническое замфчане пе можеть относитьея вт, ли- 
цамъ, которыя занимаются этого рода изелёдовашями попутно, 
рядомъ съ многочнелениыми другими вопросами. 

Въ связи съ этими разсужденитми обт, основахи, ариеметиии, 
обзоръ хоторыхь я вамъ изложиль, я хочу предетавить вашему 
вяималро още нъкоторыя соображеныт общего характера, Много- 
кралио высказывалось мне, что обучеме математик можно и 
даже должно веоти строго дедуктазно, похагая въ основу пфлый 
рядъ аваюмь и развивая изъ него вое остальное строго логи- 
чески. Этоть премтъ, который такь охотно подлерживають исто- 
`ричеекимь авторитетомь Евклида, однако, отнюдь не воотв®т- 
отвуеть историческому ходу развимя математики. Напротивъ, въ 
иБйотвительности математика развиваласг нодобно дереву, которое 
разрастается не путемъ хончайшихь развётвхен, идущихь.оть 
корней, а разбрасываель свои ватвЕ и листья втирь и вверхт, 
раетрострапяя ихъ зачастую внизъ, къ корнямъ. Соверитенно ‘тать 
зе и математики, остазляя образное внразжеве, начата овов рая- 
вито ©ь ‘опредфленнато пункта, соотвфтетвовавшаго, снажемф, 
здравому чеховуческому смыслу, я по мёрф того, накъ мы вов- 
ходили къ повымъ л новымъ познашямт, мы одновременно опу- 
скалясь такс н виизъ кт, изелвдованно основанй науки. Тамеь, 
наирим?рт, мы стонмъ тецерь относительно основан на, совер- 
шенно другой точк» зрёвйя, чфмь та, которой ирндерживалиеь 
изелдовалоли ифоколько десятховъ д®мь тому назадъ; точдо заъ, 
же то, что мы выдаемь з& послфдн!е приндилшы, черезъ короткое 
время сдфлавтен нережиткомь, такь кажь послёднйи истины бу“ 
дуть вое глубже и детально расчленятьея я иривощиться зъ боле 
общизмгь положещямъ. Въ основлыхт изсл В дован1 ях въ 
области математики не можеть быть и понечнаго 
порваго начата, которое могло бы служить 2669- 
лютяной исходной точкой ‘для преподавания. 

Я хотёлу, бы сдфлать еще одно замёчаще, касазощеесл отно- 
шены межну логической и интуитивной малематикой, межиу чи 
етой ш прикладной математикой, Я имёль уже случай упомянуть, 
чо Въ школВ приложен1е съ самаго начала сопровождаеть обу- 
чен1е зриометиюй, что ученикь не только должень понимать ира- 
виза, о должейь также учиться дблать изъ нихь то-илн иное 
употреблен!е. 'Гашь оно нормально должно было оставаться и 


всюду, тдВ идуть завятя математикой. Чисто хогическя конценцие 
дожжны составить, тажь оказать, твердый скелеть орра- 
низма математики, сообщаюний ей устойчивость и достовзр- 
ность. Но самая жизнь молематики, важнйпця навеленя п вя про- 
дуктивность отвоесятся ироимущественио къ вя приложен 1ям ч, 
т. е. иь взаимнымъ отношевшямь ел аботрактныхь объектовъ № 
зовмъ другимъ областямъ, Изгнать призожшене изъ матоматихя 
значило бы то же ©амос, что искать живое существо съ одной 
только костной основой безт, мускуловъ, нерзовъ и сосудовъ. 

Въ двяй научнаго изолзиоващя будет, конечно, всегда, оста- 
ваться раздёлене труда между чистой и прикладной ноупой, но, 
вели ТОЛЬКО мы хОТиМЪ сохранить эдравое соотношое, мы должны 
заботиться о непрерывной связи между этими сторонами дла; 
здЬсь ме я хотёлъ бы съ сеобенной силой подчеркнуть то обетоя- 
жельство, чю въ школ® такого рода равдьлен!е труда, 
таБОГО рода спец: ахизац!я ОотдЖлЬьнаго учителя 
совершенно норозможна, Вообразите себф, наприм®р»,— 
чтобы это рёзко выразить, —въ какой-тибо школ® учителя, кото- 
рый тралтуеть числа, какъ символы, лишенные значеня; друтого, 
хоторый умфеть изъ этихь ничего пе озналащихь символовь 
зыполучить нагдядныя числа; нажонень, тротьяго, четвертаго, ия- 
таго, которые вледвють приложеншями этихъ символовъ въ гео- 
метр\и, моханикй, физикв. Предетавьте себё, что въ раепоряже- 
не войхъ этихь различныхь учителей будуть предоставлены уче- 
мики. Вы понимаете, что танимь образомь двло обучения не мо- 
жеть быть организовано; этимъ путемъ предмегь не можеть 
быегь ‘усвоент, учениками, & различные учителя не смогутт пони- 
мать друг друга. Потреблости школьнаго предодазазия, таким 
образомъ, предполагають извветную разкосторонность 
каждаго учителя, умёнье довольно широко орентироваться 
въ области чистой и прикладной математики ву, самомт пирокомъ 
смысл того слова; отимъ путемь учичень долженъ воогда. е03- 
давать корровтивъ. протизъ слишиюмъ мелкаго разщеплены наузи. 

Я возвралуев здеь ощо разъ къ уномянутымт уже выше 
дрезденскимъ предложещямъ, чтобы дать праотическое напра- 
вене веёмь поолвднимь замбчащямь. Въ этихъ предложеняхь 
мы настаизаемъ ка томъ, чтобы прикладная математика, которая 
съ 1898 тода введена въ испытав на зван!е учителя, кажъ 


особая спещадльность, бы аа признана необходимой о0- 
отавной частью каждаго пормальнего математи- 
чоескаго образован! я, чтобы, такимъ образомъ, удостоввре- 
ше въ правь пренодаваня чистой и прихладиой математики вы- 
даваловь воегда совмбетно. Наконедь, укомянемт тазже, что пе- 
дагогическая коммисоыя въ таюъ называомой моранской програмыв 
ставить цёхью обучея математика въ выпусвномь лас“). 
Эта цёль поляна быть троякаго рода: 

1) научный обзорь онстематическаго построзвя математики; 

2) умьяве толково справляться съ численной и графической 
разработкой отдёльныхЪ задачь; 

8} изкоторое ознакомлее съ значешемь математической 
ммеля въ естоствознан!и и современной культурв. 

Ко вебмъ этимъ резолющямь я прясоодиняюсь еъ глубочай- 
зннмь убвиденюмь въ их правильности. 


4. Практика очета 0$ цвлыми числами. 


Посл отвлеченныхь разсужденй, которыми я преимуие- 
отвенЕо занималоя до оихъ.поръ, я обращусь вь конкретяымт, ве- 
щаму, именно-—-поллючительна къ вычислен1ямт, производи- 
мымъ надь чиолами, Наъ литературы, дающей возможность въ 
этомъ вопросё орентироваться, я прежде всего укалёу опять-таки 
на статью въ эпциклопеде по этому предмету, принзилежалцую 
Р. Мемке*"). Я лучше всего дамъ вамъ обзоръ относящихся ею- 
да вопросовъ, если сначала излову вамъ цланъ этой статьи, 
Ока распадается ирежде всехо на дьё чаети, именно; А. Учеве о 
точныхь вычислевяхь; В. Учен16 о приближенныхь вычисленяхъ. 
Хъ отдёлу А принадлежатт всё методы, облегчающие точным дёй- 
отв я надъ большими числами, калъ, напримврт, удобное располо- 
коне тВхъ или иныхь схомъ въ вычислеци, таблицы произведен 
и квадратовъ, ву, особенности же очетныя машины, которыми мы сей- 


*) Вести зе Ну Чей таб. ций паболчу. Озцегыене ИБоггос в 
Чег Увга. 4. Мебигосвопег в. Ао ка Мега (1.105 1905). Этогъ отчеть 
папечалать тоже въ общемъ от9втф коммисойя на отр. 98 (ом, нашу 
ссылку въ № 470, на стр. 529); свздьюя о пемъ можно найти также 
въ книгв Кюп-бевпиштаок, на стр. 208 (см нашу свылку въ № 479, на 


3+) В. Мецш ке, „Малемвонев Весрпеп“, ИпсуЮ,,. Ва. Т, Тей 2. 
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часть займемся попробнво. Ва, отдёлв В, напротив, вы найдете раз- 
работку вофхъ чВхъ премовъ, которые имзютъ въ виду онредфлить 
чодько иорядокь величины результата, т. е. устиновить первыя 
значащя его цифры. Сюда относятся таблицы логариемовъ и ана- 
„логичныя средства вычиоленя, какъ, напримёръ, счозная линейка, 
которая, строго говоря, представляегь собой только графическую 
таблицу логариемовт, особымь образомт, приспособленную, п, пал 
конець, многочисленные графичесме методы. ЕромВ этого рефе- 
фата, я могу еще рекомендовать замъ небольшую книгу Зюрота— 
„Лети о ычиолешяхт, производимых надъ числами“ *), которая 
напясана знатокомъ дёла и при прятномъ изложени даеть возмож-. 
ность быстро орентироваться въ вопрос$. Изъ всего того, что отно- 
ситея нь вычисленям, производимымь надъ цфлыми чиолами, я на- 
мврепнь описать вамт, подробийе очетную магину, которую въ насто- 
ящее время въ весьма разпообразныхь копструкщяхь можно найти 
въ любой болфе или менфе значительной копторв и которая прадти- 
чески дБйствительно имфетъ весьма большое значене. Въ нашему 
хабиногв математическихь моделей имфется экземпляру одного изъ 
наиболфе распространенныхт тиновъ, тавъ называемой „Вгииз- 
1 ка“, которая изготовляется фирмой „Сенате Маз ап 00.“ 
зъ Брауншвейга. Это одна изъ наибодфе универсальныхь и въ 10 
же время изъ наиболёе простых машин; хотя это и не лучшая ма- 
шина, но она имфеть то больиюе преимущество, что она оравни- 
тельно дешева-—она отоить только оть 200 до 300 марокъ. Бъ 
первоначальномь овоемь виль она была изобретена руссвамъ ма- 
зоматнкомь Однеромъ и долгое время была извфотна подъ на- 
зватемь ариомометра (рис. 1). Устройство этой машины я 
хочу вамъ объяснить здесь, въ видё иримфра, н®еколько подроб- 
фо; оцисаяе другихь конструкш!й зы найдете въ упомянутыхь 
выше сочинещяхь. Конечно, по моему оциовнйю ны только въ 
томъ случаё дёйствительно поймсте уетройство машины, если 
вы потомъ въ ней приомотритесь и сами на дАлё овнакомитось 
съ ех фунющями. Мантина находится въ вашемь распоряжения 
послв лек. Что касается, прежде всего, зеВшняго вида ма“ 
шины „Вгшизу1са“, то схематически ве можно описать олёдую- 


1 *) Е. ЬПго8. „уомевацаен ег пашемзонев Весллел“, Не1рях, 
900. 
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щимъ образомъ. ДХь довольно большой прёпкой коробив (бара- 
бану) снизу прикрфилент меньший продолговатый фузляръ (ка- 
ретка), которая можеть передвигаться злоль по барабану впе- 
редъ и назаще. Съ правой стороны съ барабана выступаеть ру- 
колтка, которую можно крутить рукой. На барабан олфлано мб- 
еколько прололговатыхь прорёзовтъ, вдоль каждего изъ которыхъ 
сверху внизъ папесены цифры 0, 1,2,...,9. Изъ каждато 
прорёзь выступает, спица 5, которую можно установить про- 
чивь любой изъ этихъ цифр. Каждому нзь этихъ прорёзовъ от 
вЁчаоть на пареткё отвороте, въ которомъь можеть появиться 
цифра. Я чолараю, чго устройство машилы вамъ выяеннтея луч- 
ще еего, если я онишу вамъ выполнене какого-нибудь вычи- 
слетя и выяеню, пал, ето произподить мапима. Быбираю для 
этого умножеже, 


Рие. 1. 


Шремт заключаетол вф слёдующемь Прежде всего 
нумпо поставить при помощи синиц, выступьто- 
щих изъ барабана, множимое. Это вкачитт, то нужно 
поставить сначала первую спипу еъ правой стороны на цифру» 
стоящую въ разрядв единииъ, вторую-на цифру въ разрядв де- 
вятковь и т, д. Вов овтальныя спицы остаются на нудяхь. Если 
12 есть множимое, чо первая опина справа. должна быть поста- 
влена на 2, вторая на 1, & остальныя остаючея на нуляхтъ (рис, 2). 

Тенерь повернемъ рупоятёу слАва направо 
на один оборотъ. Тогда внизу’ въ отверемажь каретки, 
появится множимов. Стало быть, в нашемЪъ случав появитет 
двойка въ первомь отверстфя справа, единица — во второмъ, & 
въ обтальныхь останутся пули. Одповременно съ эвимъ на ечет- 
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чик$, цифры котораго появляются в рядф озверетИ, номфща- 
щихся от лАвой стороны поретки, ноявляетвя единица, ноказы- 
вающая, что мы повернули каретку одивь разъ (риа. 8). Если 
мы вообще имземъ однозначный множитель, то 
рукоятку нужно повернуть столько разь, сколько 
во множитель единиц. Вмзот съ тАмь множи- 
тель появится на кароткв сл, дВвой стороны, а про- 
изреден!е — в* празой. 

Еакимт 56 образомъ аппарать воспроизводить этотъ. ре- 
зультать? Прежде всего, внизу въ кареткВ, съ лёвой оторовы, 
пожь отверемемь счетчика, придфлано счетное колесо, на 
пернфери котораго, на равпыхь разетоящяхь, нанесены цифры 
0,1,2,..,, 9, пры чему, при помощи передачи зубчатыми 
колезами, очетное колесо совератаечть одну десятую оборота, Когда 
рукоятка дйлаеть ифлый оборот, тажь что цифра, находящаяся 


п 
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Рие. 3. 


наверху колеса под, отверочемъ каретки, дёйотвительно пюъа- 
зывнету. чиьло оборотовь рукоятки, г. е. показываеть множитель. 

Что касдемя умножешя, то для его производства подъ 
кажльмь отверсчемъ съ правой стороны каретки пом щаечся. 
счетное колесо тахой же попетрукщи. Но канимъ абразомь 
охавывается, что теперь при оборот рукоятия въ приведепномъ, 
выше примёрв одпо колесо проскакяваеть на одну едилииу, 
Вт0р0е въ то же времи на дв одиницы? Здфеь, собетвонно, и 
находить себ примфнеше конотруктизнея особенность машины 
„Вет“. Именно, подъ каждымь прорёзомь барабана нахо- 
хдится плоское колесо (двихательное колесо); къ кому при- 
дЬлано девять зубцовь, которые могутк двигаиься въ ‘радлаль- 
номь напривлени, По краю плоскаго круга движётея кольцо № 
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{рие. + и 5), поворачивающееся, когда мы лервставляемь одипу 5, 
© которой была. рёчь выше; именно, емотря по мётюв, на кото- 
рую мы ставимь спицу 5 на прорёаф, наружу высналязають 
9, 1,2,..., или 9 подвижных зубловь (на рис. 4 выдвинуты 
два зубца). Эти зубцы непосредственно попадають подь соотввт- 
ствующее отверсе счетнало полоса, н потому при одноме 
9б0ротз руноятки каждое двигателькое колесо 
новорачилаеть соотвётетвующее счетное колесо 
каретки на СТОЛЬКО единицъ, сколько въ немъвы- 
Фкочило зубщовъ, т, о, сколько указываеть цифра, 
яя которую мы уотановили соотвётетвующую 
зпицу 55. 

Сообразно этому, въ указанномь выше примёрй, вели мы 
начинаемт от кулевого положезя, послё одкого поворота руно- 


Ча 


| 


Фо Фо 


Рис. 3. 


ятки колесо единиць должно повернуться на двё единицы, колесо 
десятковъ”на одну, и па наретк® появится 12; при второмт, пово- 
ротв рупоятки колесо единиць вновь повернется на 2, колесо 
десятковь на 1 одиницу, и машина покажеть 24. Такимъ же 
образомъ послв трехь и четырехь оборотовь рукоятки мы по- 
Лучимъ 36=:8,12 и 48 ==4.12, 

Теиерь повернемт рукоятку въ пятый разъ. Согласно тому, 
что. было объяснено выше, колесо еднниць поверяезтся на дв 
эдиницы и остановится, олёдовательно, ка нулф, колесо же деслт- 
ковт, должно повернуться. на одну единицу и стать на 5, тавъ 
что мы лохучили бы моправильный результать. 50 выфохо 
$,12==60. Когда мы дЁйетвятельно будемь поворачивать ру- 
хоятку, то па кареткв незадолго до конца поворота, дёйовительно 
появитея 50; но, когда мы доведемъ обороть до конца, ‘10 въ 


посябднй моменхь цифра мФняетсн на 6, тавь что появляется 
правильный ревультать. Здесь произошло, слёдовательно, еще 
кое-что, чего мы ве онисаля,— процесеъ, предотаваяющй нел- 
болфе тоный пункгь при устройств8 каждой счетной машины, -— 


Рис. 4, 


тавъ называемоб перенесено десятков. Принциць, при помощи 
котораго эта задаче разврёшаетея, захлючаелея въ олбдующемъ: 
когда одно изъ очетныхъ колесф каретки (въ нашемъ прим рё — 


колесо единиц) проходил”ь черезъ 
нуль, то оно нажимаеть одинт 
зубець, оетающ ся; обыкновенно, 
сбоку безъ дёйотвя. Благодаря 
этому упомянутое  двигалельное 
конесо захватываеть соотвётетву- 
зощее счетное цолесо таюь, что 
послёниее продвигается на одну 
единицу больше, чёмъ это про- 
изошло бы безъ нажечя. Дета- 
зи этой понотруюи вы можете 
себ%з выяснить, только непосред- 
ственно ‘раземотрёвъ’ самый ап- 


Рис 5. 


парать. Оотаназливаться на этихь детвляхь тАмтъ бояёе ненёие- 
сообразно, что именно въ лвлё перенесевя десятковь въ маши- 
нахь развличвыхь еистемъ находять себз примбнене друг!е при» 
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цииы. Тёмь но монфе я очень рекомендую вамт равсмотрёть нашу 
машину, цакь примёръ чрезвычайно остроумной конструк, 
Зъ наней коллевщи имфются очобые экземпляры отдфльныхь 60- 
ставлыхь частей машаны „Вгиляра“, кохорыя въ составленной 
ммиинв почти не видны. Вы можете, такимь образоугь, сботавыть 
себ вноли® ясное предетавлее объ устройетвй машины. 

ДАНотье момлины, насколько мы съ нею до сикь порт 
познакомились, мы можомъ выразить однимъ словом, осли мм 
назовем ее машилой сложенЕя въ томь смыель, что она, 
при каждомъ оборот рукоятки, прибавляеть въ числу, стоящему 
справа внизу каретки, мнояитое один разт. 

Накопець, я хочу еще въ общихь чертах, описать чо при- 
способлег!е, которое дает зозможность быстро оперировать также 
ст мЕогозкачными сомножителями. Если бы намъ пужто было 
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Рис. &, 


умножить 12 на 15, т0 мы должны были бы, сообразно выяенен- 
ному пуему, повернуть рукоятку 15 разъ. Кром того, воли бы 
мы пожелали, чтобы съ лёвой стороны на счетчика появилоя 
весь множитель, то и въ счетчику должно было быть придьхано 
присповоблене для счета десятковъ. То и другое устраляетел 
слвдующимь образомъ, Мы выполняемъ сначала умвожоне на 5, 
тать что ма’ кереткВ появляется съ правой стороны 60, съ 
вой стороны —5. Телерь мы передвигаемъ каретку 
на одинъ разрядь направо; при этомъ счегное колесо 
единиць выключается, голесо же десненовъ устанавливается под 
зрорфвомъ” для одикидь въ барабан и т. д; въ 10 же время 
на лёвомЪ конф на очетчикь выйото колеса единиць приходить 
въ соединен! съ рукояткой колесо десятковъ. Мели позтому мы 


я 


повернемъ теперь рукоятку оцинъ разъ, хо слфва появлястся 
эдиница на ме досятковт, такъь чо мы можемъ прочесть 15. 


Справа же производится сложен! ие въ порядкь бо, & вь 
60 
12’ 
переноеится ка колесо десятковъ, а одиница — на колесо сотену. 
Вы видите, таким образом®, чта этотъ иуемъ предотавляеть 
собой маптинное осуществлене того процесса, который ‘мы иро- 
изводимъ, когда дёлаомь умножеле на письз, именно, когда, мы 
подписываемь поелёдовательныя частныя произведевя одно подъ 
кругямт. постепенно отодвитая ихъ кыждый разь на одинъ 
знакъ ваёво. Совершенно ‘акимъ же образомт. мы всегда 
проязводимь умножению ®ъ миогозначными чнолами, подвигая 
послё объиновеннаго умножея на единииы каретку поствло- 
зательно на одеть, на два, на три разряде наираво и повора- 
чивая поелв этого рукоятку соотвётетвенио столько разъ, сколько 
3 множитела веть досятковъ, сотень и т. д, 

Каз производятся при помощи мешаны друпя пычиелеля, 
зы можете непосредотвенно видёть на аппарат. Здфеь доогаточно 
будеть замфтить, что вычитан!е и дёлен!е произво- 
дятея вращел: ем рукоятки въ обратную оторояу. 

Позвольте мнё еще указать, подводя итогь веему вка- 
занному, что. творетичесяй приндитшь этой мащины совериенко 
злементарень и предетавляеть только пражеическов осуществиле- 
316 празиль, которыми мы обычно пользубмея при’ механиче“ 
скомь вычислени. Конечно, чтобы малика вполнв наделно фупк- 
пюнировала, чтобы всв части были точно прихажены, чтобы не 
было мертвыхь точежь, при которых могла бы произойти оста- 
новка вб врашени счетныхь кодесъ, вёе это задача конотрук- 
лора и механика, изготовляющаго малину. 

Остановимся еще на минутку на общемь зпачен:и 
того фазта, что дВйотвительно существують счетямя малины, 
хоторыя освобождають математика отъ чисто механическихь 
зычисленй и которыя выполняють ихз гораздо быотрае и 60- 
лфе безошибочно, таль какь малина свободна оть случайныхь 
ошибокь, съ которыми воегда можеть быть сопряжено бЪглое вы- 
числене. Самое существован!е такого рода мащины 


порядьь т. в, къ 60 прибавляется 120: прибавляемая двойка 
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можеть служять для насъ подтвержден] емъ того, 
что для производства вычнехонЕ существенным 
является не значен!е цвлыхь чисолт, а формаль- 
пыя правиха по которнмъ они совершаючтел, ибо 
малина можеть олфдовать только этимъ правиламъ — тавь она 
уотроена,—но нагляднаго ипредотавлевя о значенши чисель она 
имвть не можеть, Врядь ли можно очитять спучаемъ ‘то обето- 
ятельство, что такой челов къ, как, Лейбниц'ь, который быль, 
въ такой же мбрё абетрактнымь мыслителемъ перваго ранта, 
кан и челов®комъ выдающихея практическихь дарован!®, явхяется 


Рис. 7, 


Счетная машина Лийзныца, 


одновременно какь отцомь чисто’ формальной математики, такь 
и изобрётатенемь первой очетной ‘хащины. Иго машина (рие, 7} 
еще по настоящее время предотавляетъ одно изъ наиболве цфи- 
ныхъ достояюй музея Кестивра въ Ганновер». Хогя это `иото- 
рическя и ноудостовёреко, но я стлонёнъ допустить, что Лейб- 
ницЪ имль въ виду изобрётонюмь очетной машины не только 
достигнуть ‘пражгическихь значен!й, по и ярко осбъётить етрого 
формальный характеръ  малематическихт, вычиелеяй. 


Само собою разумфетел, однао, чо Лейбницъ отнюдь 
не быль скионенъ изобрётещемъ счетной маппииы умалить зив- 
чен!:6 математической мысля, а между ХЪМь такого 
рода выводы иногда приходится слкипаль. „Евли“, говорятъ, „дё- 
тельность науки можеть осуществляться тазже малиной, то на 
эту науку, конечно, немного можно поставить, и рохь ея неязбйк- 
но должна быть совершенно второстепенной“. Одпако, на такого 
рода аргументадио достахочно возразить, что математикл, когда 
онъ самъ оперируеть падь числами и формулами, отююдь не 
предетавляеть собой‘только жахкой воши непогрёшимой маши- 
ты,— что онь пи въ какомь случа ие является „мыслигелемь 
безъ мысли“ по выражено Томв. Налротивь, онъ самъ’ себ 
оставить задачи, имфющ!я опредфленную н полезную ифль, и раз- 
рёаеть ихь воямй разъь новыми, своеобразными премамя 
Онъ ивобрфль очетную мащину только для того, чтобы освободить 
вебя оть нфкоторыхь операщй, иостоянво повторяющихея въ 
однообразной поелбховательноотн; и что нужно менйе веего за- 
бывать, математикъ ев изобрьль, и математикъ 100то- 
янно стАВИТЪ ей на разрёшене задачи. 

Позвольте мн закончить пожелашомъ, чтобы со ечетной 
машиной, въ виду большого значений, которое ояа пробритаеть, 
познакомились. боле широые круги; въ настоящее время ве, къ 
сожалёнтю, знаю» още весьма немиог!е. Прежде всего же оъ нею 
долженъ, конечно, познакомиться учитель; я ие могу не выскавелть 
пожеханыт, чтобы каждый ученикь въ отаршемъ класо® средней 
школы имзль возможность хоть разъ поемотрёть эту машину. 


ПП. Первое расширен!е понятЁя о числв. 


Мы камфрены теперь оставить цфлыя числа и ВЪ наетоя- 
щей глав перейти дъ расширенно поняты о чисхв. Въ коль 
этоть Шюцесеь раздёляють обыцновенно на слфдующя ступени, 

1. Введен1е дробей я дёйств{я надъ ними, 

3. Цослв ознакомлен1я съ началами буквен- 
наго исчислен1я сладуотъ изложен!е теор]и от» 
ряцательныхт чиселт. 

8. ВолАе али менфе подробное развит!е по- 
нят!я объ иррад1окальномъ числ на примбрахъ 
по различнымь поводамъ; вмвотб съ этимъ уста 
навлявается представлен! е о совокупности во%хъь 
вещественных чиселъ. 

Совершенно безразлично, начинать ли съ пункта перваго 
или ви второго, Мы предпочитаем послёднее. 


1. Отрицательныя чкола. 


Начнемъ съ одного замфчаныт, относящагося къ термино- 
логи, Въ школВ положительныя и отрицательныя числа, обыкно- 
венно называют „осносительными“ числами, въ протавомоложноеть 
„абоолютнымъ“ (положительнымь); между тфмь вт, унизерситеть 
эта мапера выражешя це принята. Въ школь т же относи- 
тельныя числа называють также „ацгебраическими“ числами “) 
— термину, который въ универсиеть мы употребляемь въ с0- 
вершенко иномъ смыслв. 

Что касается происхождещя и введешя отрицательныхь чи- 
сёль, то относительно фавгическаго матерала я могу. быть пра- 


*) Относвтепьно этой термнполойп ом, Мев1ез, „Нана ие ег 
Бетошитва ето с“, 10 Аий., ВогНв, 1795, 3, 77. 


товь: этими вещами вы владёете свободно и, во воякозь случа, 
по моимъ увазащямъ вы легко въ нихъ орентируетесь. Болбе 
подробное изложеще вы найдете, помимо книги Вебера- Вель- 
шлейна, также въ сочинени Г. Вуркгардта „Алгебраически 
анализт“ *), Послёдиюю книгу легко тажже приобр®отн, таль 
дащь она невелика, | 

БлилиМНинмь поводомь для внеденя отрицетельныхь чи- 
хель являотея, кажь извфотло, тробоваше сдёлать вычита- 
#1е операц!ей, выполнимой во воёхъ случаяхт. 
Вели «<, то въ облаети натуральныхь чисель равномь @—- 5 
не иметь смысла, Существуеть, однако, число сер — а, и мы 
полагаемъ; 


а—8=— 6, 


и с называемъ отрицательнымь чиеломт. Съ отимь связывають 
обыкновенио съ амаго начала иптерпретацию дфлыхя, чисель при 
помощи скалы равноотстоящихь точекъ на пря 
мой, простирающейоя безгранично въ 068 ото- 
роны, или „овен абециссъ" (ри, 8). Этоть обравъ можно 


м в 


Рио, 8. 


считаль въ настоящее время достояемъ веёхь образованныхть 
людей, и нужно полагать, что евоимь распространешемть онъ обя- 
занъ, главнымь образомъ, извёетной везмъ термометрической 
скал. Наглядный и хорошо извзетный образь отрицательныхь 
чисель иредставляеть вуцечемий баланеь, или равочеть при- 
Зылей и убытковъ, 

Но мы здфеь, прежде всего, точно выразимт, въ чемъ вя- 
злючавтея, соботвенно, принцин1альный в чрезвычайно 
трудный шатт, который связанъ съ вледевемъ отрицатель- 
ныхъ чисель въ школ®. 

Если ученикь привыкъ постоянно связывать съ числами 
и затыь съ буквами, надь которыми ояъ оморируеть, кон- 
хретныя количества и при сложени ихь, а тоже при других 
дВйотьяхь, вбёгда ныфль предь глазами соотвётотвующ опера- 


*) К, Вазкватаь, „Аеерынево Ломуыа”. Берии, 1908. 
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пн, которыя можно реально надъ этими холичествами троизво- 
дить, то чеперь дёло зовершенко м8няется. Вму приходится 
имАть дфло съ чём-то повымъ, СТ, „отрицательными числами“, 
хоторыя уже не имбюоть ничего общаго си пагляднымь образом 
© количеств предметовъ; ему приходится производить надъ ни- 
ми дВЙотвы, какъ нышь количествами, а между тфыЪ именно эти 
дайотвя сововмъ ужл, не амёють для ного нрежняго яенаго, иа- 
тляднаго значение. Здёеь приходится въ первый разъ дёхать пе- 
реходь отъ реальной математики въ формальной, 
для иолнаго уяенеля которой вужно значительное развит!е ело- 
зоблости къ абстракщи, 

Присмотримея, однако, подробнйе, чтб иронеходитъ съ арио- 
метичеокими дЁботыями по зведенш отрицателькыхь чиселъ. 
Прежде всего лоно, что сложен|6 и вычитан!е по суще- 
ству сливаются воедино, Прибавлене пололительнаго 
числа есть вычиТАне равио - противоположнаго отрицатель- 
наго чтола. М. Симонъ дёлавть по этому поводу оотроумное 
замфчанте, что именно волёдолве введешя отрицательтихь чи- 
сель, блатоларл которому вычитоне становится дзйстыемь, не- 
имфющимть нокмоченя, оно перестаеть существовать, кажъ само- 
стоятольналя олеращя. Для этого обобщеннато сложеня, охваты- 
зающаго таке и вычитан!е, вт, области положительныхь и огри- 
далельныхь чисодъ, неизмёнио остаются въ сндё т же опновные 
лаять формажьныхь законовъ: 1) поотоянкая выдодни- 
мость, 2} однозкачность, 3) сочетательность, 4) пе- 
ремйотительность и 5) мокотониость. Относительно 
свойства 5-то нужно земфтить, что а<ф тешерь овначаеть, вы- 
ражаясь кратко, что, при геометрическом» изображены, число @ 
лежить влЬво отъ 5, такъ что, наиримёръ, —2<— 1, —8<- 2 
итА - 

При умкожен!и важнёйшимь моментомь является такь 
называемов правило знаковьъ, согласно которому 


а. (—в)=(— с), а {аи (—с).(— в) = Не; 
въ особенности послФднее (минусь на мчнусъ дасть питосф) часто. 
представляет собой камень преткиовешя. Къь внутренней сущ- 


пооти ‘этого правяза дамф придется еще сейчиоь возвратитьея. 
Мы выразимъ его предварительно однимь предловеяемъ, отно- 
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сящимея къ произведенно какого угодно числа положительныхь 
и отрицательныхь чисехь; абсолютная величина произ- 
веден1я раза произведен:ю абеолютныхь вели- 
чинъ сомножятедей, по знаку ще оно будетл ноло- 
жительнымт нли отрицательным, смотря по тому, 
ВхОДИТъЪ ЛИ ВЪ 6егГо боставъ тетвое или нечетное 
число отрицательныхъ множителей. По установления 
этого положещя умномен!е пъ области положительныхь и отри- 
цательныхь чисель опять обладасть олёдующими свойствами; 1) 
постоянная выполнимосяь, 2} однозначность, 8) 00- 
четательность, 4) перем отительность и 5) расире- 
длительность относительно сложен! я. Только р 3а- 
вонё монотонности здфоь оказывается уклонене, Его мфето тенерь 
залимаеть олвдуюлЫЙ законь: если @>>6, 19 ас >> ре, ас ==фе 
или а < де, смотря по тому, будет ли 62>0, с==9 
или (< 0, 

Спросямъ себя теперь; не завзочають ли эти законы по 
чисто формальному своему содержанию логическаго протизорёя. 
Ми долины, въ первую очередь, оказать, что доказательство от 
сутетыя противорьия, ослованное на чисто логаческихь сообра- 
женяхъ, ио настоящее время здфеь еще менЪе удалось провести, 
УЗмъ дя иблыхь чисехь. Но вопросъ удалось свести къ тому, 
хто названные законы навёрно не имфютъ противорйч я, если 
они пе содержалуь такового въ примфнеи къ пёлюогь потожи- 
чельтымъ чиоламъ. До тёхт, поръ, олёдовательно, пока этоть во- 
иросъ не будету доведен до конил, т. е. пока не будеть дано 
логическое доказательетво отсутотв протирор ия въ’ облабти 
тхь ме операцй надь пфлыми чиелами, мы можемь основывать 
аренность въ отортолв, тиворАчя. въ названвыхь зако- 
НАХЬ ЛИШЬ 


выше рядъ равно удалевныхеь одна отъ другой точев на оси 
абоцисеъ; камъ остается только прибавить, что означають вт 
примзневи къ этимъ образамь ариометичестял дёйотыя. Схожеще 
х =л--а при поотоянномъ « относитх каждой точкВ х нёко- 
торую точку х’такимъ образомъ, что неограниченная пря- 
мая просто передвигаехося по. самой 066% на отр8- 
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вок а и при томъ вправо ини влфво, емотря но тому, иметь 
ли а положительное или отридательноо значене. 'Гочно такъ эко 
и умножено х' х предетавляетъ собой подобное преобри 
зованЕе прямой въ се66 самой п ири томъ при а;> 0 
— прямое растяженте, при а<0 — растяженте, овя- 
занное съ полроборотомъ вокруг пулевой точки. 

Я хочу тенерь остановиться ин томъ, вамь, соботвенно, 30% 
эти вещи исторически возникли. Не нужно думать, что отрица- 
тельных чнола предетавляюзу, собой открые какого-либо одного 
умваго человфка, который вмфотВ сх тёмъ, быть можеть, даже 
обнаружиль на основани теометрическаго ихъ толковашя отоут- 
стые въ кихь противорёщя. Напротив, въ процессё модлеп- 
наго развими употреблен!е отрицалельныхь чисель цохь бы 
вамо собой капрашивалось, и лишь позже, когда надъ ними уме 
давно оперировали, именно вт, ХХ столёи, возникь вопроеъ 
объ отсутствии противорёчя. 

Переходя къ истори отрицательныхь чисеть, позвольте 
миф обратить ваше внимане на 40, что древн1е греки не- 
сомнённо ке владели отрицательными числами, такь что здёеь 
мы имфемь пуншть, эъ когоромь грекамь не приходится отво- 
дить перваго Мотя, кахъ это которые всегда склонны дёлать. 
Напротив», честь отирьейя отрипалезьныхь чисель должна быть 
приписана индусамт, хоторые ввели также нуль и нашу си- 
стему цифръ. Въ Европ отрицательныя числь постепенно вошли 
въ употреблене въ Эпоху Возрожденя въ тотъ’ именно перюдъ, 
когда стали оперировать ладт буквами. Не могу не упомянуть 
при этом, что бодфе иди монфе совершенное буквенное исчисле- 
не было впервые дано В!ета (Улей) въ его сочинении „Гл ант 
зрауЫколи 13006“ *), На этой почвё ебтествевно пришли къ 
такъ называемымь правиламъ скобокт для дФйств надъ 
положительными числами, которыя, конечно, оодержатся въ дере- 
чиолвнныхь лами выше обновныхь формулах, есди мы только 
присовдикямъ соотвётотвующ!е законы вычитавя, Однако, х хочу 
остановиться ибоколько подроблье, по крайней мёрё, на двухъ 
примврахъ, чтобы, прежде всего, показать, что для нихъ можно 
дать крайне простыя и наглаядныя доказатольства — 


*} Товхв, 1501. 
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доказательства, которыл, собственно говоря, нсчеринваютея фи- 
турой и вловечкомь „вмотри“, кажь мы это часто вотуёчаемть 
у древнихь индусов. 

1) Пусть а>ё и с>а. Въ такомъ слу а— 65 есь 
положительное число, меньшее, нежели с. Поэтому равносчь 
‹—(я—6) будет положижелюное чиело (рие. 9). Еоли мы на- 
песемт, эти чиела на 06 абодиесь и замётимт, что разотояню 


и 
а” 
Рие. 9, 
между точками би а имфеть длину а— 6, то достаточно взгля- 
нузь ка рисунокъ, чтобы убёдиться въ олфлующемь: если мы 
отнимьмь отъ с отрёзокь а— 6, то мы иолучимт то же самое, 
что получили бы, если бы мы отняли онлчала вееь отр®зоюь а, 
& затёмъ прибавили отрёзовъ 5, т. в, 
е—(а—85) —@-- 2. [6 
2) Пусть а>ё и с> 4; тогда разноти в—6 и с—Ч 
предотавляють собой цёлыя положительныя числа. Равемотримъ 


произведеше (а—6).(#— а). Съ этою пёзью мы построим 
& 


Са 


& 
Рис, 10. 

прямотгольникь с0 сторонами а—6 и с—-4 (рие, 10); оп в0- 
ставить часть прямоугольника, имфющаго стороны а и с. Чтобы 
изъ посяфдняго получить первый, мы отнимемь сначала верхний, 
горизонтально заитрихованный прямоугольникь &,4, а потомъ 
расположенный и затрихованный. вертикально прамоугольникъ 
6.с. Однако, небольшой прямотгольниюь 2.0, заиряхованкый 
накрест, мы отняли лялтй разъ; мы ложжны его новтому основа 
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прибавить. Эзимъ путемь мы приходимь къ извфотной формулв 
@—9(е-д=ш- аа - а. {2) 

Ву, дальнёйшемь развийи этих» идей скавываетоя общая 
особенность человёческой натуры, заключающаяся въ томъ, что 
ми постоянно стремимся распространять правиль, 
выведенных для частных случаерт, на друг1е, б0- 
две общ! е случан. Ганкель въ своемъ сочинеи „Георм 
хомплекеныхь числовых онстемъ“”) называет это прив- 
ципомъ перманентиостя Формальныхь законовъ 
у иридаеть ему значен!е руководящаго основного положения. Эту 
въ высшей степени ивтеремтую книгу я могу вамъ очевь на- 
стойчиво рекомендовать. Этоть обиИй приидипь въ примёнещи 
къ интересующему насъ случаю означаль бы, что мы желаемь 
освободить формулы (1) и (2) оть усжовый, касающихся  отЕо- 
сительтой величины чисель и 6, въ проположени которыхъ 
он тольно и выведены, и сдёлать ихь примёнямыми тажже вт, 
другимь елучаныъ. Воли мы примёвимт, уакимъ образомь, фор- 
мулы (2), напримёръ, кь случаю а=е==0 (для какового слу- 
чзя мы этой формулы отнюдь но доказали), то мы получим 
{—2).С<-я=-Н4, т. е. получимъ правило внаковъ 
при умножен!н отрицахехльныхь чиселт. Тавимь об- 
равомъ, мы иВЙотвительно можемъ иочти базеознательно придти 
ко воВмь четыремъ правилам, хоторыя мы, цожазуй, оклонны 
будемь даже признать зи совершенно необходимимя до- 
пущек! я. Въ дАйствительности же они будут, необходимы 
лишь постольку, поскольку мы хотимь сохранняь для этикъ 
новыхь объевтовь прежыя правила дёйотыя. Старые матема- 
тики, конечно, нб съ дегкимь сердиемъ`рётались на образоване 
этих новых понят, к тжелое чувство, съ которымь они на 
это шли, сказывалось въ тёхь пазваняхь, которыя они часто ца- 
вали отрицательнымь чиоламь: „придуманных числа“, „ложный 
числа" и т.д. Однако, несмотря на всё эти сомнёя, въ ХУГ и 
ХУП столчи отрицательныя числя постененно пробрётають 
зовобщее признан/е; много способствовало этому, безь сомнёыя, 
разви! аналитической геометрт, Конечно, сомнбя еще оста- 


*) Негмала Надкой „Твеойе ег. кошыеход Явызуетей, 
Барав, 1867, 


м 


валиеь и долины были оставаться до тёхь поръ, пока вес още 
старались интерпрегироваль отрицательное число, какъ возичеето 
предметовъ, н ле уяеняли себ зозможноети аирюрнаго устано- 
злешя формальныхь законовъ; въ связи съ этимъ стояли ио- 
отоянныя цопытки доказать правило знаковъ. Простое равъяене- 
н18, которое принеоъ только ХТХ вфкь, заключается въ томъ, его 
о логической необходимости этого полощиен|я, о 
его доказуемости не можеть быть никакой рёли. 
Напротивт, рёчь можеть идти только о томъ, чтобы 
признать его логическую долустямость; въ осталь- 
номъ же оно является совершенио произвольным п регулируется 
линь соображошями цзлесообразности и иприводеннымъ 
выше припциломъ пермаленткности, 

При этихь соображенияхь нельзя не высназать мыели, хо- 
торая и помимо того часто ваирышиваетея, что вещи нер * дко 
представляются разумнво, нежели люди, Вы видите, 
зо. ОДИНЪ изь важивнихя шатовъ въ малематикй, именно вве- 
дене отряцательныхь чисель и дзйств надъ иими, быль сд*- 
ланъ не польдотые созначельнато логическаго сужденя одноги 
человёка, а органически раавилоя благодаря интенсивнымь заня- 
тямъ этими вещами; можеть даже показаться, что человёкь на- 
училея этимъ правиламь оть буквъ. Созяатольное уббжденще, 
что мы при этомъ постушемь правильно, не впадая вр кол 

тикой, явилось лишь тораздо позже, Вообще, 


диво ‘о ‚„втрогой [о 
“Чиотал лотиха при образовыи токихь нозыхъ ноняИ воетда, 
можелт, ить регулирующее злачен!о, руководящей же роли 
она играть не можеть, ибо единственное ‘гребовян!е, которое она 
ставить, заключается въ томъ, чтобы не было внутренняго про- 
тивор® я, & злому, конечно, могугь удовлетворить и многа 
другя абетрактныя системы. 

Нели васъ еще интересуеть литература вопросовъ лю тео- 
ри отрицательныхь чисоль, 10 я могу замт: указать еще на 
кииху Троифке—„Исторы элементарной математики“ *). Это— 


*) Тгорёке — „безомоме 4’ Иетанагиий нота Не", 2 Вице, 
Берии, 1902/1908. 

Вт, настоящее время печатается также подъ редакщей привать- 
доцента И, 10. Тимченко въ русбкомъ перевод» сочвнеше Ф. Кэд- 
жори „Истомя элементарной математики, 
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превосходное собране матеиаловт, содержащее очень много по- 
дробностен относительно развит” элементарамхи понят, воз- 
зрёнШ и обозяачешй въ леномъ наложен, очень удобномь для 
обозрёня, 

Обращаяеь къ критическому обзору того, какъ отрипатель- 
ныл числа излагаются въ шиоль, нужео прежде веего сказать, 
что преподаватели часто здфоь дфлеють зу же ошибку, въ кото- 
рую впадели старые матомолики, именно оми все пытаются 
доказать правило знаковь, какъ нёчто логически необходимое. 
Особенно часто выдають з& доказательство приведенный выше 
эвриотичесый зывожь правила (—5).(-— 9} =-- фа ивъ формулы 
дяя (@—Р.(— 4), фактически созершенно забывая, что отв 
формула первонечалько неразрывно связана сь неравенствами 
а> е>4. Такимъ образомъ, докизательство навь бы виму- 
дируетоя, и иснхоногическ!:й моментъ, который, въ 
силу прилципа перманентноетя, приводить къ этому правиту, смё- 
шивается съ логичеекимь доказательствомь. Ученнуу, которому 
это ВЪ такоми, вид въ первыЁ разь преподноситея, сотественно 
не можеть этого понять, ио повфрить этому онъ, въ кони кон- 
цовъ, вынужденъ; если же при повтореши на высшей ступени 
обучен, вакъ это часто бываеть, ученикь не получаеть боле 
точныхь разъясненй, то у миогихь можеть установитлея у68- 
ждене, что эта теорл содержать нёчо мибтическое, непопятное. 

Но поводу этихь шщиемовь я доджонь, однано, вообще вы- 
сказать требоваве, что никогда ие слёдуеть пыталься симули- 
фовать невозможныя доказательства. Сябдовало бы, напротивъ, 
на простыхь примйрахъ, сообразно фактическому положению дЁ- 
ла, уббдить ученика, а, если возможно, то заставить его самого 
придти въ чому, что именно эти положещя, ознованиыя на 
приннии® иерманентнооти, одособны дать однообразный и удоб- 
вый гагорифмъ, между тёмъ какь при другихь правилахь 
зоегда придется различать отдёльные случаи. Конечно, пря этому, 
не нужно проявлять лишией поспшности, нужно дать учелику 
время освопться еъ тёмъ внутреивимъ переворотомъ, который въ 
пемъ совершаетоя при эзомт, познанш. И въ 10 время, кавь 
ученику легко понять, что друйя положены педёлесообразны, 
необходимо настойчиво и без остатка выяснить ему, что чудес 
ная сторона дёла въ томъ именно и заключается, чо дВй- 


етвительно существуеть общее и пфлесообравное лоложеве; онъ 
долженъ ясно понять, что существованя такой системы отяюдхь 
нельзя было съ увфренностью виередъ ожидать. 

Этимт я заканчиваю теортю отрипахельныхь чисель п обра- 
щусь къ ученно о дробяхъ, 


2. Дроби. 


Обращаяеь теперь мь такому же изложению учевя о дро- 
бяхъ, мы начнемь съ того, вакъ трактуется этоть во- 


а 
просъ въ мкохй. Здёеь дробь $ Ст ‘амато пачала имфеть 


чисто конкретное зяаченте. Только по еравненно съ на- 
тлидными образами, которыми интерпретируются пфлыя числа, 
здесь субограть мёняетен,— имено, оть количества прадме- 
товъ мы переходимь кь измфрон[ю, отъ предметовь, подле- 
жащихь счету, мы переходимъ ль предметамь, подлежащим из- 
м8ремю. Примёромъ измёримыхь многообразй служать въ нё- 
воторыми ограниченями система монеть п система вёеовъ и 
бевъ воякихь ограничен, въ полной м®р\— система вовхь длинъ. 
На оэтихь именно прим®ражъ кажлому ученику и выясняется 
значене дробей, ибо каждому человёку очень легко выяснить, что 
накое метра или - фунта. Изъ конкретныхь же соображенй 
‚легко устанавливается также значене соотношенуй =, >, < 
дтя дробей, а тавже устанавливается еложен!е и вычитае дро- 
бей. Затфмъ умломенте выясняется обыкновенно путемъ ве- 
значительной модификащи порвонамальнахо опредвденя этого 


: а 
дайотвя. Помножить чиело на дробь 7 Зиачить 


помножить его ва цВлое число а {согласно стал 
рому опред яен1 0) и ват мь раздёлить на 5. Или 
иначе, произведен1е составляется изъ множимаго 


а 
совершенно такъ ме какь множитель - соста- 


вляется изъ единицы. Волёдь за этимъ дёлеше на хробь 
опредфляетоя, какь операцл, обратная умножению: раздвлить 


2 
ана у ЗЯаЧиТЬ найти такое число, которое, бу- 
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2 . 
дучи умпожено нё 5, Дастх число 4, Эти опредфленя 


въ теомт дробей мы комбипируемь далфе съ введенемъ отрина- 
тельныхЪ чисолъь и таБЯМЪ образомт, получаемъ огончательно 
совокупность вейхь рашональныхь чнеслъ. Мы не ныбемт во8- 
можности входить въ детали веего этого построеня, развит ко- 
тораго вт, ищол® сотественно требуетъ много времени; мы лучше 
сравнимь это изложеше съ современной разработкой этого изло- 
зкешя въ математик; в® видё примВровь, осталовлюсь на при- 
зеденныхъ выше вочиненяхь Вебера-Вольштейна и Бурк- 
тардта. 

У Вебера-Вельштейна выступаеть па первый плань 
формальная сторона бла, выдвисающая изъ различныхь возмож» 
ныхь нитерпретай необходимыя обния свойства дробей. Эдйсь 
дробь 5 просто яяляется зимволомт (числовой. ив- 
рой), надъ которой нужило совершать дёйств:я`6е0- 
тпазно опредбленнимъ правиламъ. 


Эти правила, которыя, иакъ. мы упомянули выше, воте- 
ственно вытекаютт, изъ реалрлаго значеныт дробей, иммоть здёеь 
хараитерт совершенно произвольных соглашен1, 'Гакъ, 
чапримёрь, то, что представляеть для ученика наглядное пред- 
хложеше объ умножении дробей, пробртаеть зифеь форму опре- 

: & с 
дёлон!я равенства: двё дроби 7} Е д дазывактся равны 
ми, воли ай ==рс. Аналогичнымь образом опредёляется поняте 
б “ и . ас 
„боле“ пли „меньше“; сумма двухь дробейти Я Ире 


вто опредвляетося, какъ дробь ит. д. Затёмь 


уже доказывается, что опредёленныя тахимь образомь дёйствие 
въ получающейся при этомъ болёе обширной числовой области 
строго подчиняются прежнимъ формальнымь завонамъ, т. е; 11 
основвымь захоналеь, которые мы уже неоднократно приводили, 


Не столь формально, камь въ сиетомв Вебера - Вель- 
штейна, изложенной здфеь, конечно, только въ самыхь общихь 
чертахь, трактуеть этоть вопроеь Буркгардть. На дробь 


а 
$ о=%® смотрить, ващъ на посаёдовательность 
двухь операц!Я въ области дёлыхт чноелт, имено 
умнощен1е на число а и дёлен!е на число 6; объев- 
чомъ, надь которымь эти оперыйи должны быть въытолнены, 
является совершенно произвольное плов число. Если мы прюиз- 


. асс 
ведемъ двё тая пары операций Ти 1} 10 210 раземалриваенся, 


цакъ умножен!е дробей, Легко зндёть, что происходящая 
тахимъ образомъ операщя представляет собой ие что иное, накь 
умножеще на ас и дфлеше на 24. Тахимъ образомъ, правило 
умножения дробей 

а с ас 

у За 


вытекаоть здфев нат значен дробей и не предотавляелея про- 
извольнымь соглашенем»ь, Совершенно аналогично можно, ко- 
нечно, опредёлить и развить д®лен!е дробей; однако, сложене и 
вычитане не поддаются интерпретащи эъ этомъ порядиё идей. 


Формула 
а--0с 
64а 


обтаетея, такимъ образомь, ну Вуркгардта соглашешемь, въ 
пользу котораго онъ приводить только наводинйя указаня. 
Сравнимь тонерь школьную поотановиу вопроса сь указан- 
нымь современнымь изложенем». Существенно важно то, что въ 
этой новой постанови® мы каюъ въ одной, танъ и въ другой ви- 
отемв остаемся воецьло на почвЪ цёлыхь чисел. 
Извфстными предполагаются только совокупность дфлыхь чисель 
и дЁйстыя надъ ними; новыя же числа лвляются только объен- 
тами, которые опредфляются, какъ числовыя пары и какъ олера- 
ши надь дзлыми чиелами. Школьное же изложен!е су- 
щественно опирается на новое наглядное прех- 
оставлен! е объ измёримыхь величинахь, дающихь 
непосредотвенное интуитивное предотанлеие @ дробяхь. Мы 
уяенимь 066% это различ!е лучше веего, если предоталимь 066% 
существо, владёющее только идеей о двномъ числ и вовсе ве 
знающее измбрен. Для такого существа ирхольное изложене 


цазалось бы совершенно непокятнымь, между тёмъ какъ поста- 
новка волроса у Вебера я Вельштейна была бы ему 0- 
зершелно доступна. 

Кахая же изъ двухь точекь зрёня лучше, и чтб дает 
каждая изъ нихь? Отвёть на этоть вопросъ будетъ талой ве, 
каж и выше, когда ая разбирали аналогичный зопросъ отноеи- 
тельно иблыхь чнсель. Новая точка зрё ня, носомиён- 
0, чище, но въ то же время и бъдизе. Она, соботвелно 
товоря, даеть тольБо половину того, что въ цфЛЬНОМЪ ВИД 60- 
держить въ себв пукольное изложене: абстрактное, арие- 
метическое, логически точное введен:е дробен и 
дВйетлЕя падь ними. 


у | 
ЕЕ 


Рис, 1, 


Но когиь это исчерлаяо, то остается еще другой, незави- 
чимый и не мене зажный вопроеъ: можно ле примёиить ио- 
отроенную такимъ образомъ теоретическую доктрину къ нагляд- 
нымь, измбримымь велячинамъ, въ которыми намъ приходятся 
ныфть дёло, И здвсь, колечно, можно было бы смотрёть на этоть 
зопрось, цажь на относявиИЙся цЪъ „прикладной математик“ и 
зопускаюний строго самостоятельную обработку. Предогавляегси, 
однако, сомнитлельнымь, можно ли такое разлфлеще считаль цёле- 
сообразнымь и съ педагогической точки зрёвшя. У Вебера- 
Вельштейна. это раздьлене задали на дв части находить 
вебф, вирочемъ, своеобразное выражеже: вводя аботрактио дёй- 
отв оъ дробями, онъ залём» посвящаеть отдфльную главу подъ 
затлав!емь „отношеня“ вопросу’ о томъ, кажь радюнальныя дроби 
мотуть быть примняемы иъ виёшнему ру. При э1омъ изло- 
ее носить у него болёе абстрактный, чёмь наглядный ха- 
ратеръ. 

Я занончу още настоящее разсуждеше о дробяхь общим 
замёчашемъ, относящимся кт совокупности воёхь цёлыхь чи- 
селъ; при этомъ, для наглядноогн, я буду пользовалься изобра- 
мощеме чисель на’ прямой лин. Мы предбтавимь себё, что на 
прямой (рно. 11} отмфчены вов точки съ рашюнальными абедио- 
сами, которыя мы будежь короче называль просто „ращональными 


точками“, Говорят, чо ововупиость вобхт, этих рашональныхь 
точекь ла оси абециесь образует, „сгущенное“ многообраяе, 
Этимъ хотять оказать, что вв каждомъ иртервалф, кан 
бы маль ошъ ни быль, имБехоя ещо бевиноленное 
множество рац!ональныхь точекъ. Точибе, не зводя 
чуждыхь поняМИ, можно аще выразить то же самое олёдующимь 
образом: между двумя рац!ональными точкамн-им$- 
ется эше, но крайней мзр%, одна раш1ональиая 
точка. Слёдотиемъ этого является то оботоятельство, что изъ 
совокупности вефхь рашональныхь чисель воегда зозможно вы- 
двлить конечную часть, ие содереицую ни наибодьшато ин ная- 
меньшаго элоемонта. Примёромъ можеть служить совокуциость 
вовуъ рашональныхь дробей, солержемщихея между 0 ин 1, еваи 
самыя эти два числа ие включать. Въ самюмъ дЪлф, кохова бы 
чи была правильная дробь, пеегда существуеть еще меньшая 
дробь, содериолщаяся между нею по, и большая, содержалаяся 
между нею и 1. Эти повяйя въ сиотематическомь развитрк отно- 
сятся уже къ Канторовой творя многообразй, или комплек- 
совъ. Ниже намь дёботвительно придется воспользоваться рап1о- 
нальними числами еъ указанными ихъ свой: ствами, какъ важ- 
хымть лрямёромъ комплекоя, 


3. Ирравональныя числа, 


Мы пореходимь теперь въ дальнёйшему разригно попялчя о 
числа, именно къ иррашолальнымь числамь. Здфоь ‘мы не 6у- 
демъ останавливаться на томъ, лакь этотт, вопроеъ излагается 
въ шнолф, такъ кахь относительно ирратональныхь чисель зъ 
иколв огракичиваются обыкиовенио ифсколькими примёреми. Ми 
лучие перейдемь прямо къ лсторическому развяхно вопроса. 


Исторически вознихновене повтыя объ иррамовальномь 
числ имфетъ евоимь источникомь геометричевкую иятуишо и 
потребности теометри. Предетавимт себ ось абоциось съ на- 
несвннымь на ей сгущеннымь компаексомт ращональныхь то- 
чекь: На’ этой оси остаются тогда еще и друга чнела, каыь это, 
повидимому, показаль Пиовгорт, прим рно, слёдующимт обра- 
зомъ, Иоли мы имёемь прямоугольный треутольникь, вь кого- 
ромт да катеть равны едитиць длины, то его типотенуза раз- 
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няется У? (фиг. 12); это же навёрное ие ращональлое число. 
Въ самомъ дфалв, если мы положимъ 


тдь а н В етть чиела первыя между собой, то мы легко придемъ 

зь противорёчию ст пязбстными законами дфлнмости цвлыхь чи- 

сель. Тькямъ образомъ, мы геометрически поетро- 

или такой отравокы отложив который на оби 

абецисет отт нулевой точки, хы придемъ къ точкЬ, 

перапгональной, т. е, къ такой точь, которая въ 

прежномь комплексй рац!ональныхь точекъ че 

содоржится. Вообще, въ бохышинств® случаевь гипотонуза 

У 2-Е и? прямоугольнаго треугольника, въ которомь катеты 

выражаются цёлыми члелами 2 и и, будет 

выражена ирращояальнымт, числом. Школа 

Пявагора очень усердно занималась 

\/2 равыекашемт такяхь паръь чисель ри и, 

доторымь соотврготвуеть ралональная ги- 

потенуза: 9т0 такь называсмия Пизаго- 

ровы чнела, нрост®йшимь примбромъ’ ко- 

Фиг. 10. торыхъ является група 8,4, 5; мы въ 

пимъ еще возвралимея ниже, Во воякомъ 

случа было извфотно, что при этомъ построени, вообще говоря, 

получаютея ирратональные отрёзки; это открые отонло жер- 

твы ВЪ 010 быковъ, по поводу которыхь тажь часто приходится 
сльшшаль дурныя остроту, 

Послёдуюлие гречесв!е математики изучали болде сложныя 

иррацюнельноети; танъ, натрим8ръ, у Евихида мы находимъ 


иррацюнальности вида Ууз -- УР ит. п, Вообще же можно 
сказать что они, по существу, сводятоя къ та- 
химъ иррап!ональностямъ, которыя можно полу- 
лить повторинымъ извлечен1омъ квадратнаго кор- 
1, и которыя, сообразно этому, можно строить 
циркулемъ и линейкой, Общей же идвой объ. ирращюналь- 
НОМ ЧИслё они еще не владёхи, 

Я должень, однако, още нбокольхо точнёе формулировать 
это замфчане, чтобы избфжать ледоравумай, Мы имзли въ 
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виду сказать только 10, что грекя ие владфли тажимь премомъ, 
при помощи которато можно было бы дать общее ариометическое 
олредёлен!е ирратокальпаго числа, как мы это сдвлаемъ ниже, При 
веемъ томъ понят!е объ общемь вещественномт, числё, которое мо- 
жеть и не быть ращональнымь, для нихъ было ясно, — правда, съ 
иной точки врёя, чём у наоь; вое это носить у нижь другой 
характерь, такъ какь ‘они не пользовались буБвами для общего 
обовналювя числа, Именво, они разоматривали, кешь это ивла- 
тавть систематически Евклид отношен!я двухъ про- 
извольныхЪъ отр®зковЪ и оперировали надъь ними 006- 
ственно точно такъ же, какь мы теперь омеряруомъ наль про-. 
извольными вещественными числамя. У Евклида вотрёчаются 
даже тавя опредвлевя, которых совоёмь шапомияають совре- 
мелную теоршю ирращональныхь чисель. Однако, назващемъ ©во- 
имъ они уже существенно отличаются оть пфлаго рашональнехо 
числа; посльднее называется «бо иос», между тёыь кавъ отно- 
шен1е отрёзновъ, т. е. любое вещественное число, называется 
«46у0б.>. 

Кь этому присоедянимъ еше зам чав!е относительно самаго 
слова „ирращональный“. Око водеть оное начало, взроятно, огь 
пеправильнаго перевода греческаго слова «Ё4оу0б> на латинсяй 
языкь, Это. греческое слово, полядимому, означало „невыгова- 
ривавмое число“. Этимъ желали сказать, что эти новыя числа, 
т, е. отношевя отрёзковъ, не могуть быть выражены отноше- 
щемъ двухь пёлыхь чнооль, лишь ивпонимащемь переводчика 
объясняется то, что эти числа оказались „нодогячными“, ивкъ 
это, повидимому, выражается слозомъь ‘„иррац!ональныя 
числа“. Общее нокят!е объ иррацуональномъ числ % 
воявилось, повидимому, только въ вонив ХУТ сто- 
жВт1я послВ введешя десятичныхь дробей, употреблен!е кото- 
рыхь получило право гражданства пъ связи оъ вознинповенемь 
логариомическихь таблиць. Когда мы обращаем ратовальную 
‚дробь въ десятичную, то’ мы можомтъ, промё хонечныхь дробей, 
получать еще безконечных десятичныя дроби, которыя, 
однако, всегда должны быть перюдическими. Проствйций пря- 
ийрь будетъ 
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мы имфемт, здёоь десятичную дробь, однозначный перюдь ка- 
торой 8 начинаетоя иелосредотвенно посл запятой, Но тогда 
нёть препятетвй къ тому, чтобы представить веб непер!о- 
дичесхую десятичную дробь, цифры которой олблуют» другъ 
за другомъ по какому-либо другому опредфхенному закону; ган- 
дый, конечно, признаетт такую дробь опредё леннымъ и 35 
тоже время перащ!ональнымъ числоыъ. Но въ эгомь, 
собственно, уже содержится повят!е объ ирращональномь чист, 
1, которому, такимь образомъ, насъ нопосредетвенко приводить 
десятичизя дробь. Исторически дёло и здоь происходило совер- 
шенно таюь, казъ мы это выяснили выше относительно отрипа- 
тельных чиселъ: вычиоленя съ необходимостью приводяли въ 
зводонио ковыхъ поняй я чадъ вимя оперировали, не раз- 
мышляя много объ ‘яхъ сущности и объ ихъ обослованши, тАмъ 
бояфе, что они часто оказывались чрезвычайно полезными. 

Лишь въ местидесятыхъ годахь ХХ. еголф ия была признана 
потребность въ чочиой ариеметической обработЕ$  ученя объ 
иррашональкыхт, числахъ, что и было выполнено Вейерштра.с- 
сом» (\185та5з) въ ето лекщяхъ, откосящияея пъ укозан- 
зому перолу. Общую теорю ирращовальныхь чисель даль въ 
1879 тоду Г. Канторь (0. Кашюг) въ Галле, основатель уче- 
эл 0 многообрамяхь, пли комиложеахь, и пезависимо отъ него 
Р. Дедекиндт (В. ПейсЕ ша) въ Брауншвейг. Точку зрнм 
Дедекинда я намёренъ пояснить здёеь въ немногихь сло- 
захъ. Допуетимъ, что мы владвемъ совокупностью войхъ рапональ- 
чыхъ чивель, и уетранимь вов проотранотвеяныя прелетавле- 
н, навязываюния намъ  интритивно непрерывность числового 
ряда, ‘Чтобы, ‘иоходи отсюда, придти иъ чисто ариометиче- 
<кому опредблевно иррацюнальнаго чибль, Дедевиндь*) 
строить поняе о обчеи въ области рацюнильныхь чиселъ. 
Именно, вели г есть радочельное число, то оно двлить вю го- 
зокушноеть рыцональныхь чисоль на двё калегойи 4 и В та- 
кииъ образомь, что Бажов число категор{и / меньше, 
хеожели любов число катогор{ к В, каждов же рацЕо- 


*} См. Р.Двдекиндт „Непрерывность и ирузмиональныя числа“. 
цореводь съ нмецкато иприз-доц. ©, Шатуновокаго. Изд, 3-0е, 
Одесса, 1909. „Маблене”. 
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нальное число принадлежить той кли иной кате- 
тор! л. Категоря М воть совокуштость вобжь чисел, которыя 
меньше числа" 7, & калегоря В --совокуцность воёхь чисель, ко- 
торыя большо, нежели 7; самое шо число г можно отнести кашь въ 
одной, чакъ и къ другой калегори. Кром этихь „вобетвенныхь“ 
чей бываютъ еле озчея „несоботвенныя“: подъ этимь мы 
разумвемъ талия подравлёлеяыт чисель на дзё категория, кото- 
рыя обладаютъ перечисленными выше свойствами, но не произво- 
дятся ращюональными числами: иными словами, это — свченя, въ 
хоторыхь категомя „4 не имфотъ наибольшего, а катеомя В 
н6’ иметь наименьшаго числа. Примёръ такого рода негоб- 
отвеннаго свчеши даеть намъ, скажемь, У2 = 1, 414... яли во- 
обще воякая веперодическая безконочная дробь. Относительно 
каждаго рапбональнаго числе мы можемъ тотчаеъ р№шить, боль- 
ие ли оно или меньше, чёмъ эта безконечная десяичная дробь, 
и сообравно этому отнести каждое ращюнальное число либо вв 
калегорги 4, либо пь категории В. Въ такомъ случа ясно, что 
хаждое число категор!и 21 меньше каждаго числа, категории В, &, съ 
друтой стороны, въ категория „4 не можетъ быть наибольшаго, & 
въ категорли В ие можеть быть наименьшего числа, #60 между 
хаждымт, ралйональнымь числомъ и нашей безкопечной дробыю. 
еще всегда нафдется безчисленное множество другяхь ращональ- 
хыхь дробей. 

ЗЪ виду этихъ соображенй Дедекинд.ь устанавливает, сл 
дующее опредзлеше, которое от точки врёнйя сгрого логической дол- 
жно быть, конечно, разоматриваемо, какт, чисто условное соглалене, 
Каждое сВчев{е въ области ран ональныхь чисель 
мы будем называть рац1ональнымъ или ирраи! 0- 
нальнымъ числомт, смотря по тому, будеть ли это 
сВчен!е собственнымъ или несобствехнымъ, 

Жь этому нопосредетвенио примываеть опредфлене равен- 
ства: два числа называются равными, если они про- 
изводять одно и тб ще сбчен!е въ области рац10- 
кажьныхъ чиселт. Иоходя ивъ. этого опредёлева, можно, 


1 
закрям®рь, доказать, что з равняется безконечиой ‘десятичной 


дроби. 0,388 .., 'Тотъ, вто отанетв на нашу точку зря, дёйстви- 
тельно дблшенЪ требовать доклвалельства, основаннаго на опредёяе- 
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зи, хотн человёку, каивно къ этому дёлу подходящему, это 
можеть покавалься совершеняо ненужным». Получить же это дока- 
зательетво нетрудио, ели мы сообразимъ, что каждое ражюваль- 


1 р 
пов число, которое меньше —, при обращения въ десятичную 


дробь рано или поздно дасть мень И‹десятичный: зизк?, чёмь 
въ палей безконечной дроби; всякое. же ратональиое число, ко- 
торое больше этой безконечной дроби, раньше или позие дасть 
больш десятичный знакъ. . 

Въ леюцяхь Вейерштрасса соотвфтетвующее опред ле- 
в@ тласнть такъ: два числа называются разными, 
если они отличаются другъ отъ друга меньше, 
чёмъ на любое данное число. Связь между этимт опре- 
дфленемъ и предыдущим легко усмотрёть. Особенно наглядиымъ. 
предетавилется поелёднее опредёлене, если мы .сообравимт, по- 


чему дробь 0,999...=1: разница, очевидно, меньше, чёмъ 0,1, 
чёмъ 0,01,...; слёдовательно, на основащи опредёленя, она, 
равна 0, 


Тенерь спрашивается, благодаря чему мы имфемъ возмох- 
ность ввести въ нашу оиотему ирращональныя числа и произво- 
дить дёйствья надъ тВмя и другими числами, совершенно ихь 
не различая? Причина кроется въ гомъ, чо сохраняеть сиху законъ 
монотонности элементарныхь опера, Принципъ этотъь заклю- 

‚чаетея въ олдующемь: если два иррац!ональныхь чис- 
ла нужко сложить, леремножить и т, п, то. мы ихъ 
Заключьемт во вое боле н болфе тесные пред лы 
и падъ этими предёлами соотвётетвенно произво- 
димъ т8 же дВйстл1я которыя иамь вужно про- 
извести надъ самыми дррац{ональныки числами, 
волёдотвГо закона монотонности и ревультатъ по- 
слёдовательно замыкается во все боле и боле 
‚чВоныя границы, 

Ми нЪть налобнооти излагать зифсь эти вещи, такъ ` канъ 
‚вы можете подробио знокомиться съ пими ло миотимъ учебникамь, 
лучше воего опять-твки у Вебера-Вельштейна и Вурк- 
тардта. Тамъ вы найдете и болвия подробности отнобительно 
опредфленя , ирращональнаго числа; которое Я зб иЗлОЖиХЬ 
только п общихь чертахь: 


"ЭдВсь я предпочель бы остановьться еще на томъ, чего зы 
въ книгахь обыкновенно не найдете: именно на томъ, кажъ можно 
перейти отъ изложенной здёеь ариометической тоеори иррацо- 
нальныхь чисоль въ ихь примфненио въ друрРихъ облаетихъ, 
Въ оеобенности я ямёю въ виду эдЁсь зналитическую геометрию, 
которую мы, по наивной интуищи, принимаемь образяо за неточ- 
ликъ ирращональныхт чисель, и которая психологически дфйстви- 
тельно лвляется этимъ источником. 


Если мы возьмемъ ось абоциось, на которой, как ввшше, 
занесены начало и вез ращолальныя точци, то основное поло- 
жене, на которомь покоится это примфнене, глабить: каждому 
рац!окальному или иррац:ональному числу отв%- 
чабтъ точка, имёющая это число своей абоциеоой, 
хаждой точка на прямой отвёчаеть въ качеств аб- 
сциссы рац!окальнов или иррац!онвльное число. 


Тажого рода исходное ноложене, которое стоить во глав 
дисциплины, изъ котораго вое дальнёй шее вытохаеть чисто логи- 
чески, тогда камь само оно из можеть быть логически докавано, 
мы называемь аво!омой. Отдьльные математики, въ завиек- 
мости отъ сложившихся у нихь взкдядове, смотрять на зкоюму, 
хакъ но; интунтивяо яоную иотяяу или накъ на болёе или ме- 
я\е произвольное соглелиен!е. Настоящая акоюма объ одновлач- 
номъ соотвёлетв между вовми вещеотвенными числами, съ 
одной стороны, ‘и точками прямой, съ другой стороны, обыкно- 
венно называется акс!омой Контора, который первый “точно 
ее формулироваль*), 

Здфеь, именно, будетъ умФотно сказать ивоволько слов 0 
природ наших пространотвенныхт предотавлен\, 


Самое это выражене, острого товоря, можно покималь дво- 
яко: съ одной. стороны, можно имёть въ виду кепооред- 
ственное чувственное, эмпирическое иредотавле- 
не о пространства, которое ‘мы вонтродируемь при помо- 
щи измёреня; ов другой оторовы—отвлеченное, внутрен 
нее представлен! о лростраяства, можно было бы, 
сказать, присущую намъ идею о пространотв®; которая воз- 


*) Мааш. Апляов, Ва. У, 1870. 


вышается вадъ нсточноетью чувотвенныхь воспрят И. Такого 
рода резлище вообще имветт мфето при каждомъ интухтивиомъ 
зозерфийи, как, я уже имфль случаН указать при развими по- 
нятя о чиелв; лучшие воето ояо выяенлетоя, быть можелт, олё- 
дующимъ прамёромъ. Чло овначнеть небольшое чноло 2, 5 или 7, 
цамь неносредственио ясно, но о большихъ числах» — наприм8ръ, 
0 нисий 2508 — мы уже не имфемь такого непосредетвеннато, 
натляднаго предотавленйя, Здёеь, непротивъ, заходить себ при- 
мфнеше внутреннее представление о раеноложениомъ чисдовомъ 
рядф, которое мы себ составляемъ, исходя отъ налальнихь чиселъ 
при помощи совершенной нндукийя, Что касается предотавленя 
© пространствВ, то дёло обетоить так: вехи мы разоматриваемт 
разетоян!е между двумя точками, то мы можемъ опВнить и из- 
мрить его лишь съ ограниченнымь прибниженемъ, тазь вакъ 
нашь глазъ неслособень различать отрфеки, падающе ниже нё- 
которой траниды; это есть такъ называемый порогъ ощущеня, 
ноняте, играющее крезвычайно важную роль во всей поихоло- 
ти, Но по существу дёло не измёняется и в% томъ случай, вели 
мы усиливаемь пашь тлазъ самыми хонвими инструментами, 
такь какъ существують физичесия  овойства, которыя лишають 
насъ возможности выйти за извветныя границы точности, Такъ, 
напримёрь, оптика учить насъ, что длина свётовой волны, оть 
которой зависить цвёть, ееть величина порядка 0,001 миллиме- 
тра (1 мивронъ). Опа обнаруживаеть далве, что предметы неболь- 
ие, по сравнению съ этими’ разыфрами, не могуть быть яено ви- 
димы, потому что никазе инструменты эдёсь не даютъ уже опти- 
ческого явображеныи, хочво воспроизводинаго ` детали. Волёлотвте 
зтоРо оптическимь путемъ мы ке можемъ уже различать длины, 
меньния одного микрона, таду что при выражен дликы зъ 
милхиметрахь дВйствительное. аначен!е могуть имёть только пер- 
зые три ‘десятичныхь знака. Тожимь же образом. и при всяхихъ 
другихь физическихь наблюдешяхь и измёреяхь мы нателки- 
ваемся на такого рода пороги ‘ощущен!я, которые усталавли- 
зають предьль возможной точности, Укаваи; падаю ‘за Эти 
предёлм, никекого значенёг уже не имоРь и овидбтельотвуюуть 
о невфжаствв или даже о недобросоввотноети. Такого рода, пре- 
увеличенно точныя числа мы находимь, напримфръ, въ курорт- 
ныхь рекламахь, указынающихь содержан!е той или иной соли 


въ источник» съ такою точностью, установление которой при по- 
мощи дйствительнаго язвёшиваяя совершенно невозможло. 

Вь прозивоположноеть этому свойству эыпирическато пред- 
ставлошя о пространств, необходимо ограниченного извёетнымь 
приближенемь, абстрактное илн идеальное предета- 
влен!е о пространств обхадаеть кеограничен- 
(ой точностью и въ силу Канторовой аво!омы 
поли параллельно ариометическому опред ле- 
н1ю понят1я о числа. 

Сообразно этому подраздёленно нащихъ представлен! явяя- 
ется цблесообразнымь и самую математику разделить на дез 
части: на математику точную и математику приближен- 
ную. Выяснимъ это разлише ма уравнени Ах) =0. Въ прибли- 
женной математик, какь и въ случав нащихь дёйотвитель- 
чыхъ змпирическихь предотавленй, здфеь речь идеть не о томт, 
чтобы /(х) точво обратялосвь въ куль, а только о томъ, чтобы 
знамеше фунищи |/л)| упало ниже достижнмаго порога точно- 
сти; такимъ образомъ, равенство /(=) ==0 должно служить толь- 
хо сокращеннымт гыражешемь неравенства 


У < 8 

въ которымъ фахтичесни и приходится имёть д®ло. Выполнить 
же’ строго требоване равенства /(х) ==0 составляеть уже задачу 
точной математики. Тажь какъ въ пряложешяхь играеть роль 
зодько приближенная математика, то можно, выражаяев грубо, 
сказать, что нужду мы имфемъ собственно въ этой послёдией 
дисциплин?, между тфмъ кахъ точная математика существуэть 
холько Для удовольстыя тёхь, которые ею занимаются, а въ 
остальном составляетъ лишь опору для математики приближенной. 

Возвращаяеь опять къ нашей темё, я должень оказать, 
что логическое опредвлен{е иррацтональнато чис- 
ха несомнёкно относится въ точной математика. 
Въ самомъ дёлё, утвержден, что двё точки ототоять другь отв 
друга на разотояне, выражающееся ирращюнальнымь числомь 
миллиметровь, фактически но имфеть никакого смысла, текь 
хаюь десятичные знаки дальше шестого не имфють реальнаго 
значення, Въ практихь мы можемь, тавимъ обравомт, 
свободко замёнять иррацональныя числа рац!0- 
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нальными. На первый взглядь это находится въ противорвчи. 
съ закономь рапюнальныхь указаиелей въ присталлограф!и, или, 
напримёрь, съ тёмь оботоятельствомь, что въ астроном при- 
ходитон отличать случаи, существенно разные, когда времека 
оборотовь двух планеть имфють рашюнальное или ирращональ- 
ное отношеше, Въ дфйствительности же эдфеь опять проявляетия 
ТОлько МИОГОЗНаЧнОСтЬ злого яЗыца, такь жакъ здЗоь поняемя 
рапюнальное и иррацюнальное лужно понималь въ совершенно 
другомь омыслё,— имонно въ омыоль, свойствониомь прибли- 
женшой математика. Когда здфеь говорять, что веди- 
чины нифють ращонельное отношене, то подь этимъ разумВ- 
ть, что ихЪ откотены выраваетон парой небольтихь чисель,— 


Е 2 
напримёръ, т. Такое же отношен!е, иаеъ, 


21 здвеь несомнён- 
7058 
но отнесли бы уше къ яррашональнымъ. Насколько, соботвенно, 
велики могутъ. быть числитоль и знаменатоль, это мАняется отъ 
случая въ случаю, въ зависимости отъ уоловй вопроса, 

Ве эти интерееныя соображеня развиты мною въ лекщяхт, 
читанныхь въ весеннемъ семестр® 1901 тода и изденныхь под 
пазважемь „Апуепине @ет Г1Негецёа олё ГПместотеерите ва 
беошефме, еше Воуёйоп 49г. Релирует* (Апявеать. т. С. Н. 
МИ»). 

Вь двухъ словахь я хотёль бы еше указать, въ заклю- 
чене, кажь я 000% предоставляю жедательное изложене этихъ 
зещей въ школа. Точное изложен! теоми ирращюнальныхь чи- 
воть здесь прядь хи умбетно, таюъ кажъ она не можеть быть 
интересна для большинотва  учениковь. Юноша несомнёяно 
воегда ‘удовлечворится указанемь отграниченнаго приближен!я; 
точиость же въ 0,001 миллиметра ужо вызоветь удивлон!о, & 
хотребности зъ полной точноети у него несомиёино не будет. 
Волбдетв(е этого будёть впотнв достаточио, если въ зШИЮлй вы- 
лепить ирращональное число только на общих примбрахь, кавъ 
это. большею частью к дёлаютъ. Конечио, немног!е юноши, обла- 
деюлие ясно выраженнымъ математическимь дарованемт, огимъ 
же ‘удовлатворятся и захотягь винЕнуть глубже въ сущность 
вопроса. До слойной задачей учителя будегь удовлетворить эту 
лотребноеть ле нарушая интересовъ большинства учениковт. 


—=—— 


Ш. Особыя свойства цфлыхь чисель. 


Мы  начномь теперь новую главу, которую мы поовятимь 
собственно учен!ю о цвлыхь числах, теорти чя- 
$елъь, или ариометик® въ болфе узком смысл1. 
Этого схова, 

Я прежде одёлаю оводку отдбльныхь вопрововъ, въ кото“ 
рык эта диодатлинь соприкасается со пиольнымь преподавашень. 

1) Нервой задачей теор!и чисехь является вопрось о д%яи- 
мости: двлится ли одно число на другое? 

2) Можно увазать простыя правила, вохорыя дають 
возможность легко распознал, длится ли произвольное число на 
небольния числа, какъ 2, 3, 4, 5, 9, 1 ит. д. 

8) Имфется безчисленное множество простыхъ 
чиеель, г. в. тазихь, которыя не имфють вобетвен- 
хыхх далитедей (иными  оловами, которыя длятся холько 
на себя и ня единицу): 2, 3, 5, 7, 11, 18, №,... 

4) Мы владвемъ вовми соотношенями, касающимися. дВли- 
мости любыхь чисель, воли мы зиаемь ух, разложек!е на 
простихъ множителей, . 

5) Теоря чисель играеть роль въ вонросв объ обращен 
ращюнальныхь дробой въ десятичныя: она поясняеть, почему 
десятичная дробь должна сталь порюдической, и кажъ великъ 
пародь. 

Эти вопросы появляются уже въ младшихь классахь; позже 
вопросы теор?и чисель появляютея только спорадически. Во вся- 
хомъ случав, приходится ветрёчаль олВхующев: 

6) Если и не во войкь школахь, то, во веякомь’ случай, во 
иногихь излагаются непрерывных: дроби. 

7) Иногда ивлатоютоя Д1лофантовы уразнен1я, ч. е. 
зравненя со многими ненавёотными, при разрёшени которыхь 
мы отраничиваемся цёлыми значещями неизвфетныхь. Въ вид 
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иримёра я приведу пнолгоровы числа, о которыхь мы имБли. 
уже случай говорить. Какъ извфотно, здфев рЬчь идеть о сиото- 
махъ цВлыхь рышенй уравневжия 


ие. 


8) Въ чбспюй связи съ твоей чисель находитен вопрос. 
© дБнеши окружности не равныя части, хотя атоть вошросъ врядъ. 
ли когда, либо разбирается вт школа, Если намъ нужно разлфлить, 
окружность на # равныхъ тастей,— разумфетея, пользуясь всегда, 
только циркулемь и линейкой то это легко удается прив ==9, 
3,4, 5, 8, Но при п==7 это уже ие удается, п учитель обыкно- 
венко почтительно останавливается на Этомъ пунктВ, не выска- 
зывая даже категорически чого, чт это выподнить вовсе ие- 
возможно. Причина отого обозоятельства коренится вЪ удубокихь. 
соображешяхь теорти`чисель. Чтобы избфжать недоравумвнй, съ. 
которыми, кь сохальнио, въ отомъ именино вопрос приходитоя 
довольно часто вотрёчаться, я оше разъ подчеркну, 10 ЗЕвсь. 
мы вновь пыфемъ дЪло съ вонросомь точной ‘математики, ие’ 
имфющимь для пражтическихь примёлешй никакого значения, 
Для практическихь цёлей врядъ ли кто-либо отаметь польза- 
зался точным построешемь даже въ бух олучаяхь, кода это 
возможно. Напроживъ, будетъ гораздо ифлесообризиве, потаважою. 
ка почуф прибдижениой малематики, простыми и умёло подо“ 
бранкыми попытиьнями раздёлить окружность на любое число. 
равныхь частей; при этомъ можно легко достигнуть вояной прак 
тически достулной точности. Такъ, несомифяно, ноступаеть каж- 
дый моханикъ, лоторому ужи остроить инетрумелты оъ раздьхон- 
ными кругами. 

9} Еще въ одвомь мёот6 въ коль приходится столкнуться 
0ъ высшей хоорей чисежь--имешно, въ зопросв. о нвздратур® 
хруга и связаннымь оь иимь вычислеемь л. При’ ивложени 
Ого отдВха тВмЪ или инымь путемь вычисляют первые деся- 
тичные знаки чиеха л, в ЗатВыъ, несомивнно, упоминают @ с0- 
зременномъ доказательотвВ граисцендентности 
чжола м, рАжающемь древнюю задачу о квадра- 
т7р8 круга пря помощи циркухя и линейки въ 
отридательномъ омысяЪ. Въ концё своего пуреа я во- 
эвращусь въ этому доказательству, здёоь ие ‘я ограничуеь точ- 


ной формулировкой этого утвержден; дфло сводитея къ тому, 
что число м не можеть удовлетворять никакому алгебраическоху 
уравиенио съ иёлыми хозффищентами вида: 


дл” фл-а слив... рт 10. 


То обетоятельотво, что коэффищенты должны быть цфлыми чио- 
хами, играеть зифеь особую роль; оно именно и относить этоть 


зопроеъ къ теор чноелъ. 

Само собой разумВетел, что ин здЬев мы имАемъ дёло св 
вопросомь точной математики, ибо для нея только и имф- 
ету, зкаченю числовой характеръ м. Для матемалика, огроничи- 
вающагося приближенемь, досталочио опродёлить нервые дося- 
тичные знаки, которые дазотъ ему возможность произвести ква“ 
дратуру круга съ любой доступной нами, точноетью. 

Этимь исчериьгваетоя роль хеори чисель лъ иколб. Спро- 
енмъ еще, какое место она занимаеть въ универснтетевомъ ире- 
подавати нп въ научномъ изелфдовави. (Я оклонель разлить, 
математиковь, занимающихея самостоятельными изетёдовашями, 
по нхь отноменю къ теоми чисель — на двВ калегорй; одкихть 
я нававу энтузаотами, другихь индиферентными. Для первыхь не 
существуеть никакой пауки, которая было бы такь провраена и 
такъ важна, какь леоя чисель)— кикакой науки, которая давала 
бы столь яоныя и точныя ‘доказательства и теоремы такой безу- 
коривненной строгости. „Вели математика есть парида науюь, то 
теорзя чисель есть царица мачематики“, говорить Гаусоъ. Инди- 
ферентные же стоять далеко отъ ‘теорти чивелъ, очень мало за- 
ботятоя © ея развими и стараются вовее ея избфгаль. Вользтин- 
сво изучающихь матемачику по своимт, снмламямъ относялоя 
хъ посийдней категорм. 

Причина этого замфчательнаго раздфлешя, по моему мЕЁ- 
нйо, коренится въ слёдующемь: съ одной стороны, зеоря чисель 
носомифино имфетъ. основное значен!е для веякаго глубока ма- 
тематическаго изолдован:я. Необычайно часто мы наталкизаемоя, 
хоходя изъ совершенно равиичныхь облаетей, на сравкительно 
простые ариометичесве. факты. Но, оъ крутой стороны, чистах 
теорйя чисель является храйле абстрактной дисциихиной; ‘©1060б-. 
ностью же воспринимать съ удовольотыемь весьма аботраленыя 
зощи обладают немнот!е, Уже это обстоятельство само по 060%. 
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могло бы содфйствоваль безучастности, которую проявляют, мноме 
къ тепри чисель. Но ото еще усиливается тёуь, что въ совре- 
менныхь сочилешяхь по леорш чисель предметь излагается 
обыкновению чрезвычайно абстрактно. Я полагаю, что жеомя 
чиселя. одёналась бы тораздо болфе доступной и вотрётила бы 
торналю больше интереса ЕЪ 060%, езли бы ее излагали 
наглядно и на подходящихъь фигурахзь. Ея пред- 
ложен, ноночяо, не зависять отЪ этихъ вопомогательныхь 
оредетвъ, но они могли бы много содёйотвовать пониманию. Эту 
чочкт зрышя я и старалея провести въ ленщяхь, читаниыхь 
мною въ 1905-1906 учебном» году“)... Ту же дёль имфетъ въ 
зиду Минковск!й въ своей виигё „О Дофантовыхь прибли- 
зеныхь“ *°). Мои лекши. нослеь боле элементарный, вводный 
характерь, тогда какъ Минковек!Й скоро углубляется въ 
нещальныя вадачи. 

Что касавтоя учебниковъ по теойи чисель, то зы можете 
собственно вколив ограничиться ‘бмЪъ матераломь, который вы 
таходите въ учебкикахь алгебры. Изъ числа же спещальныхь с0- 
чиношй я охоливе зоего рекомопдоваль бы вамъ новую книгу 
Фахмана „Основашя повой теорти чизель” ***), 

Разъяснев!я, спещальн отяосян!яся в чеорри чиселъ, я хо- 
чЬль связать съ упомянутыми выше вопросами и ностараюсь изло- 
ЖЕТЬ ихъ возможно болфе наглядно. Само собой разумветол, что я 

‚по прежнему имёю въ виду тотъ матераль, который, по моему 
мир ю, должен. знать учитель, и отнюдь не думаю, 
чтобы весь этоть матеруаля, можно было непоередотвенно въ той 
же форм8 сообщеть ученику. Я долженъ указать на ОнёРРЪ, вы- 
несанный мною изъ учительокихь окзаменовъ. Миф пришлось 
Убедиться, что въ большинотв® олучаевъ кандидаты на учитель- 
ское звыШо ограничиваются лишь ходячими выражещями, не 
имя сколько-нибудь серьезныхь сабдёН въ. этой области. Что 
п веть трансцендентное число — это говорить, конечно, каждый; 


*) „Ацвееузье Каре! виз (ег ЯаШонй\е0:8* (Апвбедефен уок 
А. более: плЯ' Р, Когбуйлаег). Нов. изд. 1907 г. 

=) Н. Микоузку, „Морращйзеве Арргохииаонеп". Еше В 
ЖИие ш @1 ХаШейеоме. ецийа, 1907, 

+4) Р. Ваоншаи, „бунаеден 4ег` пепогой ХаШелеог!8*, Зап 
зтоше Зобибегь № 58, ериц, 1907. 
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но что зто соботвенно означаеть, это знають уже немноме. Разъ 
я получиль даже. и такой отв», что л ив веть ия рамокальное, 
ни иррацюнальное чиело. Точно такъ же довольно часть прих- 
дитоя вотрёчать эвзаменующихея, которые зкають, правда, чич+ 
имлется бевчисленное мяожество простыхъ чисеть, но ив имють 
ни мал шаго предотавленя о’ доказательствв этого предложешя. 

Сь этого поелёдияхо доказательства я п начну; при этом» 
тВ проетыя вещи, которыя содержалея въ пуиктахь Ри 2 преды- 
дущего неречислены, я буду считал извфетными. Ушомяну эщи, 
что исторически доказательство эторо предложешя принадлежит, 
Евклид, „Начала“ (по-ьречески Хеовивйа) котораго содержать 
не только систему геометри, но татже алгебранчесие и арие- 
метичесте факты, часто облеченные въ твометричеея форми. 
Евклидовъ шемь доказательства указиняато предложения заклю- 
чается въ слёдующемь. Положимт, чо рядъ пристыхь чинель. 
ограничень и исчерныхается числами 2, В, 5,...,р; въ та- 
хомь случав о чноло №==(1,2,8,5,:...р)-[-1, очевидио, ие дф- 
длится ии на 2, ни на 8,..., ни на р, такъ вавЪ при дВлени па 
каждое изъ этихъ чисель мы получаемь въ оотаткь единицу. 
Поэтому должно имбть мфето одно изь двухъ: иибо это веть 
простое члело, либо существують нроетыя числа, огличяыя отъ 
2, 3,...,Р. Но тон другое противорфчшть нашему прехлоло“ 
женю, и теорема, хажимъ образомь, доказана. 

Что касяетон 4-го пунцта — разложевя чиселт на проетые- 
множители, то я хочу покаваль вам одну изъ отаюЪйнихт та- 
блипь разложены, принадлежащую Чермакту”). Эзи облирныя 
полезный таблицы съ исторической точки зрётя заслуживаютт. 
тьмь больаго вииманй, что окф въ высокой слепени точны. 
Назвалце таблиц происходить оть переданнаго намт еще изъ. 
древности термина „рытею Эратосовна“, Осповмщемь для 
этого термина поблужило предетавлеве, что мы ‘из ‘всего нату- 
ральнаго ряда чисоль посяфдовательно прообиваемъ 1$, которые- 
длятся ка 2, 8, 5,, тежь чт, въ конц колцовь, остаются 
только простыя числа. Чермаць даеть разложен!е на прослые 
множители чиселъ, не дфлящихоя ка 2, 8 или 6,. и доводиту. 
свою таблицу до 1020000, При вомъ зе простыя числа отм%- 


*) Сиевмас, „ОМУ агитоНеииа", Рахепьчое, 1811. 


чены горизонтальной чертой и ВЪ тажихт, высощиху предфлахл, 
приведены въ этомъ сочинени въ первый разъ. Вирочемт, в 
ХХ столфии вычислеше проетыхь чисель продолжено значи- 
хельио дальше и доведено до 9-го миллона, 

Обрлищаюсь теперь къ пятому пункту, именно къ обра- 
жщен!ю рац!ональныхь дробей въ десятнчпыя, Но- 
дробную тоорзю вы найдоте въ книг Вебера-Вельштейна; 
я же хочу выяепиз, здфеь только принципы этой теори ка про- 
стващеми тниичномх прямёуф. Развемотримъ дробь т, тд р воть 


г 


нтроетое чиело, отличное отъ 2 в 5; мы покажемь, что дробь 
1 : 
$ развертывается въ безконечную пер{одическую 


дробь и 170 число ннфрт 6 пор!ода есть изямень- 
ш:й показатель, при которомъ 10° даетъ при д%- 
лен] па р въ остаткв 1, или, выражаясь языкомъ теори 
чисель, 6 есть изименьш! показатель, при кото- 
ромъ имфеть мото сравнен!е 

108 = 1 (шой. р). 

Хокаватель ство прежде всего преднолатавть изВЬотнымЪ, что 
‘тожое оравноше всегда возможно; это устанавливается тавъ на- 
зываемой малой творэмой Фермы, „заключающейся въ 
томъ, что при воякомъ простомъ р, ие двлящемьъ числа 10, 


(ша4. р). 

На доказотельствй этого основного ‘преддоженя, ‚служащаго по“ 
тояннымь орудемъ изолёдовая всякому малемаливу, я здёеь 
не буду останавливаться. Далйе, изъ теорйи чисель мы должны 
завметвоваль още предложенше, что нанмоньш:й ноказа- 
тель 6, о которомъ идетъ выше рбчь, либо равенъ 
числу р— 1, либо есть дВлитель этого числа. Это мы 
можемъ примёнить въ нашему числу р и получимъ, тавямь обра- 
зомт, что 


108—1 
2 


‚есть плов число №, таюб что 
108 


Ем 


1. 
2 


т 
Если мы поэтому предотавиме себ пробя я к ы обра- 


ценными въ десятичныя, то соотаётотвующЯв десятичные знаки 
должны будуть совдадаяь, тадъ каз разность между этимя дро- 
бями веть цфлов число. "Гажь навуь, съ другой стороны, дробь 
а. 
Н 


досятичныхь знаховЪ, то отсюда елёдуеть, что отъ такого пере- 


102 : 
у получается изъ дроби -- переносешемъ золятой вправо на д 


й 1 
несен1я запятой десятичные зкаки дроби уз не измёняются, ины- 


1 
ми словами, что десятичные знаки дроби з пред- 


ставляючль собой послфдователькое повторен1е 
пер! ода, состоящаго изъ 6 цифръ. Теперь покажемтъ, 
что не можеть бычь меньшаго перода, состоящаго изъ < б 
пифръ. Дди этого нам достаточко обпаружить, что чиело цифрь 
&’ каждаго дерода удовлетворяеть оразнегно 10” =1, ибо 
замъ извфотно, что д есть наименьшее рёшене этого срав- 
неня *). Это доказательетво предетавляеть собой простое обра- 
щен!е прежняго разсужденя. Въ самомъ дёлф, изъ услойя ол- 


С 
дуеть, что дроби уз я > имфютъ одни и тё же десятичные зна- 


10°’ 1 
ви; сивдовательно, разность этихъ дробей > = ость ифлов 
число Л, в потому 10” —1 дфлитея на р; тацимъ образомъ, дёй- 
отвительно, 10°’ ==1 (пой. р); этимь влояк% исчерпывается дока- 
зательство. 

Я приведу оше нёноторые возможно болёе простые и по- 
учительные примфры, изь которыхъ вы увидите, что д дёйотви- 
тельно можеть принимать вов возможных эначовя, казъ моньшйя 
2—1, тавь и равныя р--Т. Замфтимь прежде всего, что дия 
дроби 


1 
3 =0,338... 


*) Если э10 предложен! будеть доказано и мы долустимть, что 
существуеть перодъ, содержащуй д’ <9 цийръ, то будоть сущеетнетать 
чяело 57 <, при коюромъ 07 21 (ой $); это противно услов!о. 


число дДесятичныхь  Знаховъ д==1; тъ самомъ дфлй, уже 
10‘ ==1 (той. 8). Далёе мы находимъ, что для дроби 


1 
п 0,09... 


9==2, и, соотвётотвенно этому, 
1015810, 10 


(мой. 11). 


Наивысшее значее д=р—1 мы вотрёчаемт, при разао- 
жени дроби 
1= 0149857142867. 


здвеь д==6. ИМ действительно, не трудно видёть, что по мо- 
дулю 7 
10'==3, 102==0, 103==6, 10 =ё4, 10 ==б и, накояецъ, 10° ==1. 

Я хочу также ивоколько остановиться на вопроеё, содер- 
жащемоя въ шестомъ пунк! предыдущего перечислевя, 
именно на непреривныхъ дробяхтъ. При этомъ я не буду 
здБеь, однако, приводить обыкновеннаго отвлечелкато ариомети- 
ческаго изложеня, которое вы найдете во многихт других сочи- 
неняхь, напримбрь, у Вебера-Вельштейна. Непротивъ, я 
воспользуюсь случаемь, чтобы вамь показать, жажую яеную к 
понятную форму прюбрётають вопросы твори чисель при иа- 
глязномь геометрическомь ихъ изложении, Къ тому же, прибёгая 
къ этимь геометричеснимь пуемамъ въ области теорри чивелъ, 
Мы. возвращаемся только мь тёмь путямь, по которымь шли 
Тауосъ я Дирихле. Лишь новёйпие математики, начияая 
примёрно съ 1880 года, изгнали эти мотоды изъ теор!и чиселъ. 
Оамо собой разумвется, что здбеь я имо возможность пралко 
привести только ходь разсужден! и важнёйлия теоремы безъ 
докавательствы я облеотвенно продполатаю таюже, что начала, 
элементарной теор непрерывныхь дробей замь небезызаёетны, 
Влрочемь, оботоятольное ивложене вы можете найти въ моихь 
читографированиыхь лекщяхь по теор! чисежь. 

Вы `внаёте, накь разворачивается данное лоло- 
жительное число @ въ нёпрерывиую пробы мы вы- 
‚ДВаяемъ наибольшее пфлое число и, содержащееся въ @, и по- 
латаемъ; 


= --*, 


ГД 
их 


ни № 
далбе, съ дробыю 7. Мы поетупаемь тавь во, вакь съ числомь 01 
О 


1 
И 
рии 


тдф 
о<я<ь, 


и этоть процесеъ ведемъ дальше! 


я -ь,  о«л<ь 


=”,  оЗъ<ь 


Если вю веть тац 1ональное число, то этоть процессъ 
обрывается послв конечнаюо числа ступеней; если же @ есть ир- 
рац тональное число, то процессь тшюдолжается безконечно. 
Во воякомъ случав мы будемъ писать кратко „равложен:е 
числа @ въ непрерывную дробь“: 


ош" 
+ 


1 
Рщ... 


Въ видВ кримёра приведу разложете въ непрерывную дробь 
числа п. 


л—8,14159265...=8-- 


1 


Если мы оборвемь непрерывную дробь ма первомъ, вто- 
ромъ, третьемъ... частномъ, то мы получимъ рапонельныя такъ 
лавываемыя „кодходяня дроби“: 


_ 66 
Эти дроби предотавляють собой чрезвычайно хорош}:я 
приближен! я къ числу 0; выражаясь точнфе, каждое изъ 
хихъ даетъ самое лучшее приближен!е, КАКОГО 
только возможно достигнуть, нё увеличивая зна- 
менателя приближенной дроби. 

Влатодаря этому свойетву подходящихь дробей теоря ны- 
прерывныхь дробей прюбрётаеть мрактически валиюе значеню 
во побжь твхь случаяхь, тд нужна выразить, иррацюнальныя 
чнела или даие ращюнальныя дробн, но имвющ/я большихь зна- 
меналелей (напримбръ, десятичныя дроби во многими знаками), 
возужно простыми дробями, г. е. дрибями съ золаникно мент- 
ими знамеизтолямп. Насколько хорошее приближен мы нолу- 
чаемъ, можно видьть изъ слдующей таблички, содержащей обрат- 
ное перечислеше цезвыхь подходищихъ числа л въ десятичныя 
дроби. 


‚14159265... 


С 8,1428 


3,141509.,., 


28 —999 — 3114159200 
9 8” ” 


Котати вы замфчанте на этихь примфрахъ, что подходяния 
дроби поперемЪнно то больше л, то мепьше этого числа; это воть, ка 
извфотно, общее свойство кодхолящихъ. дробей: развертывая 
число @ въ нелрорывную дробь мы заключаемъ 
вто пря помощи подходящихь дробей въ предфлы, 
постоянно суживающ(еся сверху м снизу. 

Оживимъ теперь вов эти вещи при помощи гвометричьскаго 
образа. Съ этою ивлью продотавимъ себ8 въ положительном» квадрая- 
т плоскости ху=овъ (преднодагоя, 910 мы ограничиваемся положи- 
тельными числами) всё точки, ‘которыя имфютъ коор- 
динатами дфлыя числа; онё образують такъь называемую 
„ть точежь“*), Будемя. разематривать эту оёть—я могь бы 
даше оказать это „звёздиое небо“— точек изъ начала координатъ 


*) „Рип иг“ сравнительно новый херминъ, который быль вве- 
денъ Г. Миньковскимт. 


О Цит. 18); лучь; нлущИ отъ начала къ точь х 
иметь уравнене 


п у=Ь 


и обратно, на заждомь лучВ — ==4, ГВ А сеть ращюнальное число 


[2 р 
р’ ленить бозчислонное мнаясество флочиеленныхь точекъ (и, 


21$), в т ость произвольное иблое число. Таким, образомь, 
изъ точен О во вех» возможныхь рибонольных» направленяхь 
и только въ этихъ папразлонахчь МЫ 
зидимь точки нашей рёшетки; позе 
врёшя повеюду сгушено и занолиено 
эзвфадами“, по оно еще не свободно 
сть пробкловь, оно ве заполисно ими 
пепрерывно, оно хакт бы напомпнаеть 
„млечный муть". На иррац!ональ- 


номь лучЬ @, гдё @ бсать 


Ра 
число иррац!енальное, не ле- 


жить, слъдоваТельно ни од 
на цфлочисленная. точка — 
фахдгь, зимбчательный уже и саме що 
себЪ, Но, очевидно, такого рода пря- 
мал, выражаясь херминомь, напоминающимь Дедекиндово 
опредрясше ирращюнальныхт чисель, пронзводитт, обчен1е въ 
области ровхъ цфлочисленныхь точект, именно, ола 
разбиваеть ихъ на дв грубиы точенъ, расподоженныхт, спраза 
и сл№ва отъ прямой. Бели мы сиросимъ себи теперь, тд же у 
нашого луча отябляюися другь отъ друга эти грушиы, 10 мы 
придемь къ чрозвычайио интересному свойству разложешя чиеза 
® въ непрерывную дробь. Именно, евли мы отмеимъ точки 


р 


р» з=4» соотмавуюлуя хаждой подходящей дроби в зъ 


Рис. 


х 


разложенщи числа ш (р, и 4, суть чиель первыя между собой), 
то лучи, идунце нъ этимъ точкамъ, должны вое ближе и ближе 
х 


подходить въ лучу —— == и при томъ коперемённо, то съ одной, 


Ра 


68 
чо сь другой етороны; это приближен!е долито происходить от 
такой же быстротой, съ вакой дробь р приближается въ ирра- 
.. 

цюнальному чиелу ©. РазвитЮ этой идеи приводить къ елб- 
дующей теорем, которую нетрудно доказать, пользуясь ива%- 
отпыми въ теор чисель свойствами чисель р, и 4». 

Представныт себь, что во всё цлочисленныя 
точки воткнуты штифтики или булавки, кабъ па 
интайсвомь биля1 арду. Каждую изъ двухь груилъ 
бухавовъ, раесположенныхь справа и слфвы оть 


х 
луча — =, мы обведему нитью; если мы натянемъ 
ва 


каждую нить такъ, чтобы оца охватывала соотв т 
ствующую грушпу булавокъ и прилегала бы вилот- 
ную къ ближайшимъ, то опа приметъ форму вынук- 
лой ломанной ия! я; вершинами этой ломаныой 
именно и будуть служить точки р, 4» координа- 
тами воторыхь служать соотввлетвенные числи- 
тели и знаменатели подходящихъ дробей; при 
этом слЬва будуть лежать точки, отвфчающ] я 
четным подходящим дробнме, а справа нечет- 
НимЪ. 

Этимь путемъ мы приходимь къ новому и, нужно сказать, 
ярезвычайно нардядному геометричесному опредфиенню разлолее- 
щя чиока въ непрерывную дробь. Пряведенный выше рис. 18 
относитея къ случаю: 


т. е. въ иррыМомальному ‘числу, зыражающему отношене сто- 
ронъ правильнаго десяткугольника къ радусу. Здёсь первыми 
зершалами двухъ ломанныхь лин будуть: 


бла: 20; 0-1; ==, =; фа 
оправа: 2: = 1, 0:21; №58, 4ь==8; фь 


Н] 


Для числа л значешя р», 4» возраетають гораздо быстр»е, 
таль ито нанести соотвётотвующую фируру на чертежь было 
бы довольно трудно. Полное же доказательство ухазаннаго пред- 
ложвн!я вы можете найти въ упомянутыхь выше моихъ лнто- 
трафированныхь лещяхь. 

Я перехожу теперь въ седьмому пункту, къ учению о 
Таьнезываемыхь инозгоровыхь числах; здёер мы опять 
воспользуемся наглядными предотавленями, но въ нёоколько 
иной формё. Задача о пиодгоровыхь числахь заключается, нахь 
извЖотно, въ томъ, чтобы найти пзлыя числа, удовлетворяющя 
`равненю: 

а = (2) 


Положивъ 
(2) 


>| 
ге 


мы раземотримъ вывето уравнены (1) уравнеше 
ат =ь, {8) 


къ которому опо проводится при помощи преобразованёя (2); 
намъ нужно, одфдовательно, фазыскаль вов рацтональныя 
дроби, удовлетворяющия этому уравненшю. Имфя ато въ виду 
мы разомотримъ совокупность всё хь рац1ональныхь т0- 
чекъ на плоскости (т.е. веВхь тЁёхъь точень, которыя имвють 
ратональныя координаты & 7); точки эти образують зъ илос- 
кости сгущеннный комплекоь *), 

Уравнеше (3) выражаеть окружность на плобкоети, опи- 
ванную изъ начала координеть радгусомь, равнымт 1; наша, за- 
дача сводится въ тому, чтобы опредёлить, вакъ проходить 
наша окружность въ этомъ сгущенномв ком- 
илекей рац!ональняхт, точекъ, вах я. ИЗ НИхЬ Она 
содержитъ. Наёкоторыя изъ рацюнельныхь точекъ, принадле- 
жащихь окружности, мы хорошо зкаомъ напередь; сюда отно- 
сятея, напримвръ, точки ся пореофчент оъ четырьмя осями. Но 
мы остановимся предпочтительно на точкё 5 {ЕЁ= —1, 1==0; 


*) Т. в, такой комнлекоь точекь, въ которомъ, сколько угодио 
близко къ любой его точка, имфетвя безчиоленное множесхво друсихь 


точекъ того ‘зке комплекса. 
Ра. 
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физ. 14). Предетавимъ еб во® лучи, проходязе через» точку 
5; оки выражаются уравненемъ: 


==). (2) 


Каждый ивъ этихъ лучей мы будемъ называть рац!ональ- 
нымъ пли иррац1ональнымт, смотря по тому, имфеть ли 
параметрь А рашональное зиачен!ю или ирращюнальное. 


Теперь ногрудно доказьлть 
сифдующее двойное предломе- 
не: каждая рак1опаль- 
ная точка окружности 
проектируется нат, точ- 
хи 5 рац!ональнымь 
лучемъ, и обратно — 
каждый рацтональный 
хуць (4) пересфкаетъ 
охружлость въ рацго- 

Фиг. 14. НАЛЬНОЙ ТОЧЕК В, 

Цервая половина непо- 
средственно ясна*}, Вторую мы довакемъ прямымт вычиоло- 
емъ, Именно, подотавяяя вныражеле (+) дли 1) въ уравнеше 
(8), мы получимь для абоциесы точки пересёчещя уравнене : 


м 


ЗЕМ) 


аа, 
ава 
Но одинъ хорень (5== — 1), соотвбтотвуюний точкВ .5, намъ изнй- 


стенъ; Дия другого корня мы проотымь вычисланемь получаемт, 
выражен1е: 


иди 


0. 


1—2, 
"ЕЯ? 


`& (58) 


*) Въ самомъ ды, воли прямёя (4) проходить черезъ какую бы 
то ня было ращюкальную точку &, 9, 3 отличную оть 51 хо зъ ея 


уравнены АЕ 1,6. 4 имфеть ращюнальное эначене, 
ь 
Рад. 
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а тогда уравяене (1) даетъ для ординаты: 

2% й 
т. т. рр ; (55) 
при рашюнальномь А мы, такимь образом, дВйствительно полу- 
чаемъ ращональную точку поресфчещая. 

Доказаниое такимъ образомь предложене можео еще зы- 
развить тавъ; вс рад1ональныя точки нашей окруж- 
ности выражаются формулами (5), гдё А обозия- 
чаеть любое рацтональное число. Этямт наши задача 
сиботвенно рёшена; намъ остается только одвлать переходь въ 
плымь чнеламь. Для этого мы полагаемт: 


ы 


п 


1= . 
т 


тд и и зи суть ифяыя числа; тогда выражен (5) принимают 
видЪ, 


Зи 


Это будет общий видъ везхь рацюнальнихт решен уравнения (3). 
Совокулность вофхъ иблыхь рёшен! перво- 
начальнаго уравнен!я (1), т. 8. вв пиоаторовы 
числа, содержатся, стало быть, въ формулах; 


в? — и, фезЭтт, стай, 


мы получлемъ отеюда вов рёшеп1я, 10 имёющ!я 
общихъ дб лителевб, если чнола 1 н м проббгають 
через вс} пары чиселт, первыхъ между собой, 

Мы пришли такямъ образомъ къ чрезвычайно парлядкому 
БАшенню этого вопроса, которое обыкновенно, получается при по- 
мощи восьма абатравтныхь соображешй, 

Здьвь я’ хочу котати остановиться на такъь навываемой „ве- 
ликой теорем8 Ферма“. Я поступлю совершенно въ дух древ- 
нихъ гоометровъ, если перенвоу вопрось 0 пябагоровыхь чи- 
сяахъ, приноровденный въ обыкновенной его постановк къ ило- 
«кости, въ пространство 3-х и боле высокаго числа измфренй, 
х именно сладующимъ образом»: возможно ли, чтобы вумма ку- 
бовъ двухь дёлыхь чисель представляла собой полный тубъ? 
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или возможно ли, чтобы сумма чечвертыхь степеней предотв- 
заяла собой полную четвертую стенень? Вообще, можете 
ли уравнон!е 


ара 
гри любомъ цаломъ и быть разрошено въ цб- 
лыхъ числахь? Форма даль отрицателькый отвфть на 
этоть вопрось; отвёть этогь заключается въ слёдующей тсо- 
рем, носящей имя ея автора уравиен1е 


в 


не имфеть двныхь р%ёшон!й ни при какомеь и, 
большемъ 2. 


Позвольте мн начать съ нёхоторыхь историчесвихь свё 
дви. Ферма жихь отъ 1608 до 1865 года и быль въ Тулуз\ 
созфткикомь парламента, — стало быть, юристомъ. Но оф много 
занимелел математическими вопросами и при томъ настолько пло- 
дотворно, что его слёдуеть отнести къ числу зеличайшихь мале- 
матиковъ. Ферма можеть быть вполнф заслуженно отнесень къ 
числу основателей аналитической геометруи, исчислошя безконечио 
малыхь и теори звЪролуновтей; но особенно важное значене 
имвотЪ его труды въ области чеори чисель. Однако, всё 
результаты, полученные имъ въ этой области, оставлены ямъ 
въ вид помфтовъ на поляхь экзомиляра Д1офанто, знаме- 
китаго автичнаго матемотиха, напиоавтато хнигу по тооршн чи- 
вель около 300-го года по Р. Хр. т. е, приблизительно черезъ 
600 лёть 100л5 Евклида, Эти замётки Ферма были опубли- 
хованы ето оыномъ лишь черезъ 5 лёть иослё ето смерти; онт. 
самъ при жизни ихъ ие петаталт. Среди этих  вамётовть 
имфелех чедже м’№НЁхикая теорема“, о которой теперь идетъ 
ТЁчь, съ приниской: я нашель „воистину удивительное коказа- 
тельство, но за недостатномъ  мёота не могу ого здесь приве- 
стя**), Одкахо, ло настомщее время Ее удалось найти доказа- 
дельства этого предложенйя, 


*) Ом, надане сочилей Ферма Парижевой Академш—„Оецуге9 
де Беглый", т. Ш, (Рада, 1898), р. 241, 
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Чтобы пзсколько ближе ортептироваться въ содержали этой 
теоремы Ферма, мы, какъ и вт, случа я =2, попытаемся сла- 
чала найти рашональ- д 
ныя рёшешя уравие- из 
я 


р 
т. ©. постараемоя вы- 
яонить 080% положе- 
не выракаемой этимъ 
уравненемъ кривой 
относительно  ращю- 
нальныхь чочежъ пло- 
скости. Фитуры 15 и18 
приблизительно  #зо- Фиг, 15. 
бражають кривыя, 00- 
отЕвтотвующя значенымь и==В и яя=4. Онф, во воякомв слу- 
зав, содержать точки 


0, у==Г и #=1, 9—0 


% 
„4 и соотвётетвенио точки 
й =, феи $1, 9==0. 
1 { Утвержден!е Ферма сводитея, 


тахимъ образомъ, къ тому, что 
этн дривыя их противополож- 
ность  разомотрвниной — выше 
окружности извиваются въ сгу- 
Фиг. 16. щеяномь номплеков радональ- 
пыхь точекь, не проходя пи че- 

резъ одну точку комплекса, кромф упомянутыхь выше. 


Инчтервсъ этого предложеня заключается прежде веего въ 
томь, что полнаго его доказагельотва до сихь иорф никому не 
удалось найти, несмотря на ве употребленкыя къ этому уеи- 
Мл. Что кавается попытокъ доказательства этого предложеня, 
то здЬеь на иервомв мЁтё приходится назвать Хуммера 
{КилишеЕ), существенно подвинувшаго вопрось виередь. Кум- 
меръ привель этоть воиробь Вт связь съ теорей элтебран- 
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3 
ческихь чисель, въ частности, съ чиедамв, къ которымь 
приводить задача о дфлеюи окружности на равныя части. Поль- 
зуясь корявмъ #-той отелени изъ вденицы 


можно разложить разность а" — 5” ва линейныхь множителей; 
уравнене Ферма принимаеть тогда эвжь: 


== (в-—) (8—8) (в-- #4) (2—5); 


ииыми словами, и-тан степень числа должна разлагатьея на. мно- 
жителей, которые’ указавлымъ зыше способомъ составляются 
изъ чисежь уиа п изъ числа е. Для такого рода чисель Куммеръ 
построиль теори, соверщеяко аналогнчныя тёитъ, поторыя издав- 
на иввфотны для дёлыхь чиеоль: овъ поетроиль поняче о д8- 
лямости этихь чисель, о разложщени числа на проотыхъ множи- 
телей и т. д. Сообравно этому мы говоримь теперь о цёлыхъ 
алгебраическихя, числах и, вт, частности, 0 д%лыху чис- 
нах, къ которяь приводить задача о дфлеви окружности 
на разныя члети. Оф точки зиия Куммера преддожене 
Ферла являотся чеорсмой о разложени на множателей въ 
области чисель в*). Ивходя изъ этихъ соображешй, опь и пы- 
тается доказать теорему. Это ему дёЁствительно уда- 
лось для зпачительнаго большинства знанен{й 
показателя 2; въ частности, напримёрь, предложоше имъ 
Жоказано для вофхь показолелей, которые меньше 100. На меду 
большими числами оказываются исключен!я, освободиться оть 
которыхъ нв удалось ни ему ни крупиёйшимъ молематикалеь, 
олфдовавшим» его путн. Н вынуждень здфоь естественно отрави- 
читься этими указашями, подробности о состоящи этой задачи 
вы найдете в> „Математичеекой Энциклопеди“, въ конц рефе- 
рата Тильберта „О теори: злгебраяческихя, чисель“. Гиль- 
бертъ самь принадлежит, въ числу "®хъ, которые продол- 
жали в развили изолдоващя Куммера, 


*) Область цфлыхь чисел в воть совокупноеть вофхЪ чисель внда 
сора а о. ай 


тдв а еоть указанный зьаше корень я-ой степени изъ 1. 


= 


Вряжь ли можнш сомифваться, что „удивительное“ дотазалельство 
Ферма не падало въ эту облаоть ндей. 'Грудно думать, чгобы 
он владфль операщямк надъ алгобраическими числамн въ ту 
пору, когла относительно мнимыхь чисель малемалики оше но 
были доетаточно орентированы,—когда была още въ зачаточномь 
востояни самал теорйя чисель, которая именно благодаря глубо- 
кимъ изодВловамямь Ферма получила импульс къ дальнай 
мему развито. Съ друхой стороны, очень мало вйроятно, чгобы 
такой математикь, кекъь Ферма, въ своемт, доказательствй до- 
пустняъ ошибку, хотя такого рода случан и бывали у величай- 
шихъ математитов. Нужно думать поэтому, что онъ нашель до- 
хазательство благодаря калой-либо особенно удачиой, простой идез. 
Но тай, кавъ мы не имфомь викожнхь указан которыя 
позволили бы доискаться этой иден, 10 полпато доказа- 
тельства теоремы Форма можно, повидимому, 
ожидать только путемь сизтематическако раззи- 
тия работъ Куммера. 

Эти вопросы въ настоящее время особенно привлекать 
внимане почому, что Гбттингенекое Ученое Общество распола- 
таеть вь настоящее время премей въ 100000 марокъ за 
разрёшен/е задачи Ферма. Это есть завфщаше скоячавшаговя 
около тода тому назадь математика Вольфешеля изъ Дарм- 
зптадиа, который, вВроятио, вою жизвъ занималея эзимъ 20- 
просомь и оставить часть своего громадиаго восрояня сча- 
отдивиу, хоторому удастся либо доказать то предложение во 
всой его общности, либо онровергнуть ето одними. противорз- 
чащимь ему примвромь. Однако, разыскать такой примфрь, 
конечно, ме легко, так, кавъ для показателей, не презышающихь 
ста, теорема уве доказана, и здёеь приходится, такимт, обра- 
зомъ, оцерировать надь чрезвычайно большими числами. Что 
долженъ думать о трудности получить эту промо математияь, 
знакомый съ усищями Куммера и его посхвдователей, это 
яено изъ изложеннахо мною выше; но большая публика. другого 
"мнфя объ этомъ предмет. Въ кояцё лётв этого года извфоме 
о премйи быхо распространено ‘таветами (которыя, впрочем, не 
были въ тому уполномочены), оъ этого времени у иаоъ нако- 
пилоя уже цфлый складъ доказательству. Люди воёхь професс-— 
инженеры, народные учителя, священничи, банкиры, дамы я т. д. 
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— являются авторами этихь работь. Общее во вебхъ этихъ рабо- 
хахь лишь то, чо ихъ авторы не им ють ни малё 
шаго представлен!я о серьезномъ математиче- 
<комъ значен!и проблемы; опн не дёльють даже ни 
малйоей попытки освъдомитьея въ литератур$ вопроса и воегда, 
стараются оправиться съ вадачей какой-либо необычайной идеей 
и, конечно, неизмённо поподаюлт, въ просвкь. Не могу отвавать, 
660$ въ томъ, чтобы привести особенно разительный примрь 
изъ этого вороха нелёиостой. Человфкъ, не знаюл Я значещя 
знака >>, вмото 


Ни=(и> 3) 


читает 
(в 2) 
и, конечно, уже при я==1 находить рёшеве уравненя 
&у=в.3. 


Это открые онф шлеть Гётингенскому Учекому Обществу и 
ечитаеть мМатемативовъ такими глуппами, которые способны за 
з10 дать такую премлю. 

Теперь обратимся хь зозьмому изъ перечислеяныхь 
выше пунктовъ, именно; въ задач о двлен!и окружно- 
оти на равнмя части. Я буду при этомъ принимать, то 
ДЬЙстыя надъ комилексными числами вида х--уё и изображеще 
ихь на такь называемой „комилехоной плоскости“ в6ёмъ вамъ 
ужо извфотиы. Итанъ, задача заключается въ томъ, чтобя 
разделять окружность на м разных частей иля 
построять правильный  и-угодьникт. Мы’ отожде- 
ствимъ эту окружность съ окружностью, опасанной радфуеомъ, 
равиымъ единиц, изь нуловой точки комилевеной плоскости, и 
примемь точку х--уё=1 ва первую ‘изъ м точешь дфленьи 
тогда комплекояыя числа, соотвётотвующия ообталькымь верши» 
намт, имфють видъ (фиг. 17): 


2%, 
а=ия а - 8" (=01.... 8—1). 


Они удовлетворяюрь поэтому. уравненио: 
8 =1, 


17 
их задача о дблен1и окружности на равныя насти 
«водится къ рЕшен!ю этого простёйшаго алге- 
браическаго уравнен| я, Таць как, это уравнеше посто- 
янно имфеть ращональный кореъ 2=1, то двучаень 2*— 1 
Дблитея на &— 1, и потому мы для остальныхт, корней инолду- 
чаемъ уравиен{е: 


ара. Рае 1=0, 


Это воть уравнеше (я — 1)-ой степели, въ, хоторомъ всё поэффи- 
щенты равняются 1. 

Уже въ глубокой древности вызываль большой интерес 
воирось © томъ, как{е правяльцые многоугольники 


Хлоскоемь 7. № 


Фиг. 17, 


можно построить циркулемъ и линейкой Въ древ- 
пости же было уже извфотно, 910 при #=-2*, 8, 5 (тдб Й есть 
произвольное цфлоо чЧИсио), а также для составныхь значенй: 
2==2/.3, н==2*%.5, н=а9А.8.5, ота задача рёштается, на этомъ 
пункть вопросъ остаповилоя вплоть до монца восемивдцатато 
стольня, когда имъ занался молодой Гауосъ. Онъ’ няшель, что 
для воз къ простыхь значен1й +, имфющихь Видъ 


п 1, 


возможно дёден1е окружкости на равныял части 
диркуломъ и линейкой; при другихь же значе- 
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нзяхъ оно невозможно. И дёйетвительно, первыя значент 
&=0, 1,2, 8 дають въ этой формул простыя числа; 8, 5, 17, 
257. Изъ нихъ первые два случая были уже хорошо извфетиы 
раньше, а сетальные являются новыми. Особенно знаменить 
правильный семнадцятиуольниеь, повтрояемость которого по- 
оредотвомь пирвуля и линейки была въ этомь сочинени зъ 
первый разъ обнаружена. Впрочемъ, облий вопросъ © томъ, 
при какихь значешихь показателя м предыдущая формула 
дветь проотыя числа, остается и по сей день нерфшенным». 
Як здфоь не буду останавливаться на деталях, & предпочту 
лаложить въ общихьъ чертахъ ходъ и значен!е этого открытия; 
подробности же относительно правильлаго сомнадцатиугольника 
зы найдете въ книг Вебера-Вельштейна. 


Тю отому поводу я считаю необходимымт, особенно обратить 
ваше внимане на „Длевникъ“ Гаусса, опубликованный въ 57 
чом журнала „Маблета вере Апиел“, Это пебольшая, невзрач- 
ная тетрадка, которую Гзусстъ началь’ вести съ 1796 года, 
мевадолго передъ тёмь, кащь ему исполнилось 19 лётъ. Как 
равъ первая запись отнобитоя въ вопросу о возможном по- 
‹троешя правильнаго семнадиатиугольникя. Сдфлявъ такъ рано 
это важное отврите, Гаусоъ прияяль окончательное рёшене 
посвятить себя математик. Вслкому математику будеть очень 
интеросно просмотрёть ятотъ дневникь, таку. какъ зафеь можно 
ъпрослЯдить и за дяльнайшими видалицимяся работами Гаусса, 
относящимиея къ теорфи чисель, въ леори эллиптическихь фуик- 
пит, д. 


Зъ первый разъ это первое крупное открыме Гаусса 
было опубликовано зъ вид краткаго сообщения въ „Фепаег ГАе- 
табигиоНиие" оть церваго юня 1796 года. Это было сдзлано по 
почину учителя и полровителя Гаусса, Циммермана из, 
Браунивейге, который помфотиль также и оть себя короткую 
замфтку объ этой стальй*), Доказательство Гауссъ даль въ 
своемъ основномь сочниеши по теория чиеель „ГУзашвийонез 
зе сае", опубликованномь въ 1801 году. 


*) Эта замфтка также поеропечалана въ 57 том® „Мабетайвене 
Арлаел“. 
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Здфеь мы находимь также в вторую, отрицательную члеть 
продложеня, которой въ упомянутой замвтый ие было, имено, 
что для другихъ простыхъ чнеелуь которыя ке 


в. 
могутъ быть приведены къ виду ры 2 1, дёле- 
н!е окружности на разныя части не можеть бить 
произведено пиркулем и линейкой. Я хочу раземо- 
трёть здесь одинъ частный случай этого вежнаго доказательства 
ивяозможноетя, тбмъ боле, что въ большой матемалической 
публикф имбють очень мало предотавлены 0 доказательствахь 
невозможноети вообще. Современной мотематикё удалось при 
помощи такого рода доказательотвт новозможноети нелертать 
дфлый рядь анамепитыхт, проблемъ, чадъ которыми съ древ- 
княъ времень тщешно трудились мпофе выдаюнцовн матема- 
тики. Достаточно указать на залачи; о постровви правильнаго 
семиугольника, о трисевщи угла и. взадраяурф круга. При ввемъ 
томъ имфетея много людей, которые и по вой день занЕмамюотся 
этими задачами, не только не имфи никаного представлены о 
высшей математик, но и не зная даже поетамовии попроса о 
доказательствв новозможноети ; сообразно СВоиМЪ познанямь, 
отраничивающимея обыкновенио злементарной геометрией, они 
обыкновенно пытаются преодолёть затрудненя вопомогательными 
прямыми и окружностями и, вЪ конц копиовт, нагромоядають 
ихь въ такомь количеств, что никто не въ состояния разо- 
браться въ получающейся путали п нопосрокотвепно показать 
автору его опгибку. Вы панрасно’ будете ссылаться на суще- 
оствующее довазательство невозмоености, такъ каку, на атихЪ лю- 
дей въ, лучшемъ случа можно повмять тольк прямымъ уха- 
зайвмъ допущенной имя ошябки. Каждый сколько-нибудь изв%- 
стный математишь каждый тодъ получает цёлую уйму такого 
рода послан; и вы будете получать таюя дозезалельетва въ 
большомъ количеств, когда будете стоять у дьла. Очень хорошо, 
чтобы вы впередъ были готовы къ этямь лереищванямъ. и 
знали, какь себя въ этомь отношени держать. Я полагаю 
поэтому, что вамъ будеть полезно озвакомнтьой съ одиниъ изъ 
такихь доказательствь невозможности въ простйшей форм. 
Воть я и хочу изложить вамъ теперь подробное доказа- 
техьство того, что правильный семиургольнихь во можеть быть 
построехгь циркулемь и линейкой. Извъотно, что каждое постро- 
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сне, производимое диркудемь и линейкой, при переход къ 
зымиолоио эквивалентно цёлому ряду поолфиовательныхь извле- 
чей квадратнато корня и что, обратно, каждое тахое квадра- 
торадякальное выражеще можеть быть осущеетвимо тебметри- 
чески пересёчешемъ прямыхъ я окружностей, Это вы и сами 
себ® легко уяените. Портому ваше утверждене мы можемъ 
аналитически формулировать закь, чю уравнен!е шестой 
отанвни: 
эра а + эр 1=0, 


характерное для правилькаго семвугольника, 
пе можеть быть разрёшено при помощи ко- 
хочнаго члола хвадратиыхь корней. Но это так 
называемое звозвратное уравнене, которое одновременпо съ 


1. р 
катдымт горнемъь д иметь еще корень = Это и будеть тот- 
чабъ зидно, вели мы нацпишемъ уразнеие зъь такомъ вид: 


1 1:1 
Г" 


= 0. (0 


в'= 


Стецень такого уравнеюя можеть быть сразу понижена 
вдвое, если положить 2-2 ==^ и принять х за ковое неизвв- 
стное. Простое зычислен!е даетъ для х кубическое уравнен1 


а —1= (2) 


н мы видимь непосредственно, что уравнешя (1) и (2) одновремен- 
по хибо разрфшаютея въ квадралныхь радикалахь, либо не разр. 
шаются, Впрочемъ, величину х можно привести въ непоеред- 
ствекную хеометрическую связь 6ъ постровшемь правильна 
сомиугольника. Изъ фигуры 18-0й, изображающей въ комплекс. 
ной плоскости, окружность рад1уса, равнаго единиц, детко увмо- 


2" 
трёть олфдующев: води мы обозначимь черезъ ф— 5“ Ц 


тральный уголь правильнаго семиугольника и примемъ во вни- 
мана, 170 2==008 ф-т фи 21-5008 ф—фтф суть ДВА 
вершаны; смежныя съ вершиной Ъ то ‘окажется, чо 
х==20039; поэтому по данному зналеню х легко построить 
семиутольнияъ, 


Намтъ остается обпаружнть, что кубическое уравке- 
н1е (2} не разрёшаетея зъ квадратныхъь радика- 
лахъ. Это доказательство распадается ла ариометическую 
я зягебраическую частя; мы начнемь съ первой части, 
хоторая остественио примыкаеть къ тЁмь вопровамь теория чи- 
сель, которыми мы здёев занимаемея. Мы обнаружимъ прежде 
воого, что кубическое уравнене (2) неприводимо, т. е. что его 
дьвая часть не можеть быть разбита Ел двухъ 
хножителей ст рац/овальными коэффиц!ентамия. 
Замвтимъ прежде всего, что полиномъ третьей степени, еети ояъ 
разлагается на множителей, необходимо имфеть линейнаго мно- 
жителя, и потому разложен!в должно имёть видь: 


2х1 (2-9 (#- 


намъ нужно позтому доказать, что тежое разложеше хе мо- 
жетъ имть мфета. 


Хлоекоень Я, 


Фит, 18. 


Первый существенный шатъ въ этомъ довазательствй за- 
хлЮчаотся въ томЪ, чтобы обнаружить, что при паличности та- 
кого рашональнаго разложеня козффищенты «, В, ? необходимо 
должны быть цёлымя чиелами. Это есть частный случай слё- 
дующах  общаго предложен, доказаннаго Рауссомь #ъ 
„0158068 а ииеНсяе“; если полиномь вида 


отит раная На» 


въ лёлыми козффиц!ентами а распадается на про- 


88. 


изведен!е ДВухт полиномовь Вида 
френч. 


съ рацщ{ональныхми коэффицентами 5, то послфд- 
н!е необходимо предетавляютъ собой цфлия 
числа, Мы проводемъ, однако, здбсь доказатедьетво только 
въ примъпени къ тому лаетному случаю, который ‘наеъ здЪеь 
занимаеть, тфмт, болфе, что всогда бываетъ полезко детально про- 
думаль такого рода общее предложене на опредёленномь прим р. 

Мы начнемъ съ того, что приведемь три дроби а, 8,7 
къ общему знаменалелю м и сообразно этому напишемт раз- 
ложен!е въ самомъ общемь случав в вид: 


$ с а 
и р и 4 . {3) 
п и г 
а фс 
дЪ а, р, с, й суть цёлыя числа, Нужно похазать, что тя 
суть числа Цфлыя, т, ©. что числа а, 6, с вс крахкы м. Но, если 
мы распроемь охобки и оравнимъ полученное выражен!е съ лё- 
вой частью, то мы прежде всего увидимъ, что три выраженя 


5 ас ас 
рт а) ау 0) -; 9 


[22 


необходвмо должны быть цфлыми числами. Здфоь прежде всего 
<стественно приходить въ голову мысль вмфото и равемотрёть 
какого-либо его простого множителя +; положимь, чшо 9 вхо- 
литъ въ составъ п съ повавателемъ А, такь что и==. 9”, РВ 
эн есть цфлов число, которое уже на » ке длится. Умкоживъ 
зыражевя (4) на м, или соотьзтетвенио ка м.?, мы приходимъ 
хь заключено, что 


8-6 


фе Я 
2 (50), а ас 


пув (55), т {56) 
вуть цфлыя числа. Бели бы намъ удалось отоюдя. вывести, что 


числа д, 6, с также дёлятея на 9", {6) 


то мы могли бы сократить чиелитолей и общаго знаменателя на 
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общаго мношнтеля ® и освободить знаменалеля и въ разло- 
жени (3) оть этого простого множителя. Повлв этого мы могли 
бы съ остающимея знаменателемь я, поступять совершенно 
танъ же; тавямт образомь было бы доказано, что вс простые 
множители числа я входять также въ составъ чи- 
слителей а, 6, с, и наше иредяожене будеть такимъ обра- 
зомъ доказано. 

Чиобы доказать предложен!е (8), допустимы, что а Аёлитея 
Только па низшую степень простого числа », скажемъ на 9“, 
ТВ 0= 1, <. Выражене (56) обнаруживаеть тогда, что с во 
воякомъ случаф дфлится на »® и даже на болёе высокую степень 
того же щюестого множителя; иначе произведеше ас не могло бы 
раздблилься на 2“, текь комь 2 больше, чёмъ 2--,. По- 
этому въ выражени (50} второе слагаемое веть цфлое чнело, & 


аб 
потому и первое слагаемое „5; должно быть пвлымь челом. 


Разеумдоне, которымъ мы только-что пользовалиеь, теперь обна- 
ружить, что 6 двлитея ка у*. Но въ таком® случай выражене 
{5а) обнаружить, 910 и а должно дёлиться на 7*, а это нахо- 
дится въ противорёчи во сдёланнымь вые допуценемт, 

Итажь, одфлакное допущене неправильно, т.е. & необ- 
ходимо должно длиться на 7?. Но тогда выраженв (58) олять- 
таки обпаруживаеть, что 6 дёлитея на ’*. Тецшерь вв выраже- 
зи (55) аб дВлится на +, а потому второо слагаемое также дол- 
жно быть пёлымь числом»; поэтому си; двлится на 9^, а Тань 
хопь число л,, но предположекио, простого мложителя у ве в9- 
держить, то с длится на »*. Такимь образомъ, продножеще (6) 
доказано, а вмветВ съ тёмъ доказана и теорема Гаусеа 
для нашего частнаго случая, 

Итакъ, намь остается только обнаружить иввозможность 
разложешя 


аа 1-5 @#- а), (7) 


если а, В, у суть цёхыя числа. Для этого достаточно приравнять 
боотвётотвуюлие коэффищенчы обёихь частей равенства. Прежде 
зоего лено, что иу==—1. Такое разложене единицы въ произ- 
зедоще двухь пёлыхь чисель возможно тольво въ томъ случай, 


если = +1 иу=т1. Но вь тажомъ случа правая часть 
равенства (7} обращалась бы въ нуль при х==— а = 3- 1; между 
чмъ лЬвая чаеть, очевидно, не обращается въ нуль ни при 
х=—1, ни при х==-|-1. Такимъ образомъ, мы снова пришли 
кь противор®чю, которое теперь окончательно обнаруживаеть 
незозможность ифлочисленнато разлощеня въ вид равенства (7). 
Слаховательни, невозможно и разложене этого многочлена из 
множителей съ рашонельными козффищентами, я, стало быть, 
доказана неприводимость нубическаго уравие- 
н1я (2). 

Вторая часть доказательства должна, теперь заключаться въ 
томь, чтобы обнаружить, что кеприводимое кубическое 
уравнен!е съ рац!ональвыми хоэзффиц!ентами не 
можеть быть разр шено при помощи кввадрат- 
ныхь радихаловт. 918 часть доказательства имфеть суше- 
ственно алгобранческЕй характеръ; однако, для нфяьности 
изложемя мы приведемь его эдфеь. Мы дадимъ нашему пред- 
ложенно нфеколько иное и именно положительное выраженше: 
Если уравнен1е 3-ой стенени съ рац1ональными 
коэффицентами 


1 8) 


ра шается в» квадратныхт радикалахт, то оно не- 
обходимо иметь рац!охальный корень а ло- 
тому будеть приводимымт. въ семомъ дёлф, существо- 
вазе ратональнаго корня & резносильно тому, что функща /(х) 
имзеть рашокальнато множителя х— @. 

Этому доказательству необходимо предпослать класси- 
фикац!ю вофхъ выражен!й, составленныхь изъ 
квадратныхь радивадовт, — вриёе оказать: вовхъ вы- 
ражон{й, соотавленныхъ изъ конечнаго числа ква- 
дратныхъь корней и ращ!окальныхъ чисель при 
поможи рац:окахльныхь операд!#; напримвръ: 


Уа ру 


тд а, 6,....] вуть ращюнальныя чиола, есть такого рода выра 
жоше. Мы здфеь, естесувенно, имфемъ въ виду только мыйе 
радикалы, въ которыхь нельзя произвести точнаго. извлеченя 
кория. Эта класоифякащ составляеть важнёйи!й пункту, всего 
разеужденя. 

Каждое выражене такого рода предотавляоть собой разо- 
надьную функиио нфвоторато чнела ивадратныхь радикаловь, въ 
вашемъ примр® трехъ. Мы обратимся прежде всего къ одному 
изъ этихь радикаловь, иоторый можеть имёть, вирочемь, сколько 
Ттодно сложное строеше. Подъ порядкомъ такого ради- 
кана мы бущемъ разумёть ЧИСЛО ВхОДЯЩихЬ ВЪ 
эго составъ и стоящихъ одинъ внутри другого 
радиваловт,. Такимь образом, въ предылущемь выражения 
знаменолелемь служить радихаль 3-го порядка, въ числителв же 
первый радикалъ имфетъ порядовь 2, второй — порядокъ 1. 


Въ произвольномъ квадрато-радикальномь выражен (т.е, 
въ выражен, составленном изъ кведратныхь радиналовъ) мы по 
этому правилу устанавливаем числа, выражающуя порядокл, отдёль- 
ныхь „нростыхъ кнадрато-радикальныхь выражен“, ль которыхь 
уже составляется ращонально все наше выражене и которыя не 
оводятея къ раднкаламь низшаго порядка; яаибольшее изъ этихъ 
чисоль ш принимаетел за порядоюь всего выражен я. Въ нашемь 
примёрё и==8. Однако, въ составъ нашего выражешя можеть 
входить нёсколько „простыхъ квадрато-радикальныхь выражен1й“ 
порядка м; число ихъ и, тажь называемое „число членов“ 
фадикальнаго выражены, мы примемъ за второе харак- 
терное чиело нашего виражентя. При этомъ предио- 
хагается, что ни одяо изъ этихь и простыхъ вы- 
ражен!Ё д-го порядка ие выражается чоерезъ 
остальные съ помощью выражен! й нязшато поряд- 
ва"). Тавъ, напримфръ, зь выражетя перваго порядка 


УЗ +- Из +- Ув. 


*) Т. в. не выражается черевъ остальные радикалег р-го. порядка 
съ коэффищектами низшаго порядка. 
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число радикальныхь членовь воть 2, а не 3, потому что 
Ув Уз. УЗ. Въ приведенномь зыше выражеши а 3-го по- 
фядка число членов разно 1. 

Такимъ образом», каждому квалрато-радилальному выраже- 
ино мы отнесли 2 конечныхь числа и и л, которые мы въ 
видё символа (и, =) будемъ называть характерястиквой 
илн рангомъ выражены. Изъ двухт квадрато-радикальныхт 
выражен различна порядка мы пряпишехь низш!Н рангъ 
тому, которов имёетъ низш! порхдомь; изь двухь же выражевнй 
одинаковаго порядка мы припишемъ низш!й рангь тому, кочо- 
ое ичветь меньше членовь. Тавимъ образом, зыражейялми 
самого низшаго факга являются ть, которымъ соотвётетвуеть 
порядонь 0,-— т. е. радюнальтыя чивла, 

Предположимь теперь, что корень х‚ кубическаго уравне- 
я (8) молють быт выращенк черезь квадратные радикалы и 
именно можеть быть продставленъ выражен1емь 
ранга (р, п). Выдфшия одижь изъ ® членовъ иго порящка У, 
мм можемь налнеать этоть корень въ видь: 


“+ВУЕ, 
у-вую 


тЯФ каждое изъ выражен! а, А, у, д содврлить уже не бое и — 1 
членов и-то порядка, а Ю есмь выражене (и — 1)-го порядка. 
Съ другой стороны, выражено у—-б УЖ, во воякомт случай, отлич- 
но отр 0; няале радикаль УЕ быль бы разевт 2/6, т. в. выра- 
жалел бы рафопально черезь остальные (и—1) членовь и-го 
порядка, фигурирующе въ выравени м,, а потому быте бы лищ- 
нимь радикаломь: оть кего. можно было бы освободиться. Мы мо- 
щемъ поэтому помножить числителя и знаменателя дроби м, на 
7—6 УЮи тогда получимь: 


В: 


м 


УМ. РриЕ, 


ж. = 


2% Рио суть ращокальныя функши оть а, Вуди Юь 
лозтому содержать не боле и—1 членовъ р-го порядка или 
же содержать только члены болёе низкахо порядка; эти выра 
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коня имёють ноэтому рангь не выше (#, #- 1}. Бели вотавимь 


это выращее въ уравнене (8), то мы получим 
У) = Р--ОУВ в А(Р--ОУЮ-- 
-- РО УЮ-С=0. 


Выполнив 20% возвышешя въ степень, мы пряведемт, ито в0- 
отношеще въ виду: 


Дн) == М-4-МУЮ==0, 
тдв М, М суть полиномы, зависяийе оть Р, 0, А, т.е. рац!о- 
нальныя функц:я оть а, 8, 76, Ю. Если бы № было 
ия М 
отлично оть нуля, го мы получили бы } К=—у’ т, е. этоть 


радихать выражался бы рашонально черезь %, ВБ удн Ю, т. в 
лпахпоии черезъ (м — 1} членовъ м-го порядка п черезъ чиены 
{#—П)-мо порядка: но это, чакь мы уже укаважи выше, мвота 
имфть ие можеть. Отеюда слёдуетт, что необходимо М№=0, 
потому и М-=0. Отеюда мм заключаемъ далёе, что и 


р—оук 


ость корень нашего кубическато уравнен!я; эъ 
самомъ дёлВ, совершенно ясно, что 


дем -—МУЕ=0. 


2% 


Но теперь доказательство быстро и очень любопытно з3- 
квичизцется. Коли х. есть тром корень уразневёт, то, ‘казь 
извфотно, 

ифь =, 


А+ 


ж= 


920 выражен1е имел» тоть же ранть, что и Р, т. е. яивиий, 
чАмт х,. Воли х, воть уже ращональное чиёло, то наша, теорема 
доказана. Въ противномъ случа мы можемъ сдЪлать этотъ во- 
рень точкой отправлешя того же ряда разеуждений; тогда ока 
жетол, что боле высок! рангь двухъ первыхъ корней могъ пред- 
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ставаять собой только иллюз1ю, такъ какь одиня, изь нихъ, 
во зсякомъ случай должень имбть еще низш!:И 
рангу, нежели х, Продолжая это разсужщене, мы вое нере- 

* ходимЬ ОТЪ ОДНОГО корня къ другому и вся разъ убёждаемся, 
что корень долженъ быть ступенью ниже, Волбдетв!е этого мы, 
ВЪ концё концов, изобходимо должны придти въ корню порядка 
в=0, т. в. мы приходимъ къ заключопио, что наше уравнеще 
3-вй степени дВНствительно имфеть ращональный корень. Тогда 
мы уже не имёемъ возможности вести о же равсуждене дальше! 
два лругихъ корня въ этомь случай либо также должны быть 
рапюнальными, либо должны имфть видь Р+О УЕ, р, о 
и Ю суть ращюнальныя чиола, Но этимъ доказано, что фуикщя 
Г) равпадается на множителей, ить которыхт, одияъ— первой, а 
другой второй степени; это функщшя приводимая. Итамъ, 
никакое неприводимое уравнен!е 3-е степени, 
въ частности наше уравнен!е правильнаго семи- 
угольника, не рьшаетоя въ квадратлыхъ ракика- 
лахъ. Этимь доказано вмфотВ съ тёмъ, что правильный 
вемиугольникъ не можеть быть построенъ цир- 
кулемъ и линейкой. 

Вы видите, какъь проето и наглядно проводится это дока- 
зательство и как мало познан!й оно, соботвенио, предполагает. 
Нёкоторыя части доказательства, особенно разоуждевя относи- 
тельно клаосификати радихальныхь выражений, требуютъ довольно 
орБезной математической збограллйи. Я не берусь поэтому еу- 
дить, можно ли 910 доказательство считать доказательствомь до- 
отвлочно простымт, чтобы убёдить профановъ, о которыхь шла 
рачь вые, въ тшетнооти ихъ попытокъ найти элементарное р- 
шене задачи. Все же, мвВ кажелея, олфдуеть вояый разь д 
таль попытку медленно и подробно вылоенить имь доказательство. 

Зь заключено я хочу еще привести нёкоторую тиле- 
ратуру, относящуюся частью къ вопросу о правильныхь мно- 
тоугольнихахь, частью же къ вопросу о выполнимости геометри- 
чоекихь построен! вообще. Въ первую очередь приходится ука- 
заль олать на „Энциклоцедно Элементарной Махематики“ В'е- 
бера и Воельштойна, т, Г. (гл. ХУ и ХХ), а валвмь на 
небольшой оборникь „Лекщи по избраннымъ вопросамъ элемен- 
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тарной тнометруи“ *), который я выпустиль въ 1895 г. по поводу 
оъёзда ствршихь преподавателей въ Гёттгингень. Книжка эти. 
однако, ухо вышла изъ продажи. Вмёето нез могу указать ке- 
давно выпущенный въ Волоньё Энриккесом»ъ еборникь подъ 
общимт затлавемъ „Вопросы элемеятарной геометрун* **), ко- 
торый орентируетъ васъ въ этихъ вопросах. 

Этимъ я заканчиваю обзоръ вопросовъ, относящихея къ 
теор чисель, оставляя послёяшИ изъ иихъ, — доавательотво 
трансцендентносети чисель къ кояцу лекщй. 

Мн остается разсмотрать послфднюю ступень въ дёль 
раоширевя понятя о числ. 


и 


*) Р. К1ефи. „Уокейве @Бег алзвечай Це Ггазеа 4ег Мешевеаг- 
веотене*, олобеахе Не топ Е Тавогь Барив. 1895. Имвется русеый 
перезодь подь указаннымт, вт текст заглашемт, изданный Казаневимт 
фивико-малемитичесдимь обществомъ въ 1898 г. 


#*) Е. Е ог! аае3. „ОпезНот: уелатааиы. 1а деотлебуь е1етлетате“. 
Вода, 1907. Ньмецый переводь выпущень Тейбнеромъ лодз за- 
тлавемь „Егакен ег Мещетагавотене“: 


№. Комплеконыя числа. 


1. Обыкновонныя комплекеныя числа, 


Позвольте мн предпослать нфоколько историческихь ука- 
зан о развитии этих, чиселъ. Впервые мнимыя числа появляются 
въ 1545 г.у Кардано (Саг@ало), но и то случайно, при рё- 
шени кубическаго уравнеюя. Относительно ихь дальнёйщаго 
развимя можно повторить замфчан{е, едёланное нами по поводу 
отряцательныхь чисель: помимо и даже против воли 
того или другого математика мкимыя числа 
снова и снова появляются при выкладкахт, и 
лишь постепенно, по м%рё того, кавъ обнаружи- 
ваетоя польза отЪ ихь употреблен:я, они получа- 
ЮтТЬ вое боле и боле широкое распространен!е. 

Конечно, матоматики дёлали ого не еъ легкимъ сердцемъ; 
мЕимыя числа долго сохраняли нфоколько мистическую 
окраску, калую они н теперь еще имфотъ въ глазахъ ученика, 
хоторый зпорвые ольшить объ этомь удивительном = 1. 
Для подтверждешя я хочу привести вамь одну крайне харак- 
терную фразу Лойбница, относящуюся къ 1702 году; воть 
она: „Мнимыя числа, это — прекрасное и чудесное убёжище боже- 
ственняго духа, почти-ято сочетазе (алару лит) бытя съ вебы- 
лемъ“. Въ ХУПТ вёкВ логическая сторона вопроса ещё ни- 
сполько. не выяоняется; но благодаря Эйлеру устанавливается 
оснолнов значен]е мнимыхь чисоль въ отеор1и 
функц: Й! въ 1748 году Эйлерь нашель удивительное `с00т- 
ношеше: 

вх = о08х --1ах, 


вокрывающее ° внутреннюю. связь тёхъ  видовь  функцо- 
нальной зависимости, которые вотрёчаютоя въ элементарномь 


к 


анолизз. Лять ХХ вёкъ принесъ съ вобой лосическя ясное 
поняманте оушности комплекенихъ чиселъ. 3д8сь 
прежде ввего надо указать на геомвтрическую янтер- 
претацЕю, кь ноторой почти одновременно пришли мпоге 
изелйдователи на рубеже двухъ столётЕИ. Достаточно будетъ ука- 
Зать нА ТОРО, кто кесоми®ино наибодфе глубово проииит въ вущ- 
ность вопроса и дольше вефхъ оказываль вляые на. ученый 
мрь на нашего Гаусов; уже въ 1797 №оду, какъ видно изъ 
упомянутаго выше его дневника, онъ внохяз владфлъ этой внтер- 
претацей, но оят опубликоваль ее лишь гораздо поаже. Вто- 
рымъ завоевашемь Х1Х столётНЕ лвляетоя созпаяв чисто фор- 
мальнаго обоснован! я комплекеныхь чисель, которое сво- 
дить это учене въ теорн вещеотвенныхь чиеель; имъ мы обя- 
заны англюкимь малематикамь тридцатыхь годовъ, о чемъ вы 
найдете боле подробныя свфдёя въ пизированной уже книга 
Гаикеля (Напкер стр. 66). 

Остановимся подробнёе на этихъ двухъ слособахь 
обоснован!1я леор]и мнимыхъь чисехль, гослод- 
етвующихь 10 настоящее время. этанемь вперва на 
чисто-формальную точку зрфн1я, согявено которой 
правильность обравовая новыхь донятШ обусловливается не 
значешему самихь объеятовь, а отсутотыемъ зваутренняго про- 
тиворёия въ правилахь дйстьШ. Оъ этой точин зрёшя взеде- 
10 помплевеныхь чисель представляется въ сяфдующемт, вудф, 
свободномь отъ всявнхъь слёдовъ чего-либо таянотвеннаго: 

1} Бомплекеное число х--2 есть соединен{е двухъ 
вещественлыхь чисель х, у въ одиу числовую 
лару*), относительно которой принимаются слёдуюлия положення: 

2) Два помниексныхь числа х--й, х--’ очитаотся ‚рав 
ными ВЪ ТОМЪ И ТОЛЬКО ВЪ ТОМЬ охуча, воли х=— х, ва 

8) Сложен!е и зычитан!е опредёляются закь: 


еек =иаяю уу). 
Легко видфть, чшо при отихъ уелошяхь остаются въ силь 
в0$ правила сложентя, хром закона монотонности, 


#) Т. в. два числа м, у соединяются въ пару, которая яаобра- 
жаотся тъ вядь х-- 0), ТДВ фаоть символ, отыЪъчьюнй эторой аше- 


ментъ пары. Прин. Вед. 
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который ие можеть быть сохранень въ старой формулировка. 
лавь хашь комплекеныя числа, по самой свосй природё, не допу- 
скають того простого расположен! я эъ рядь по ихь велняинф, 
которое свойственио натуральиымь п вообще. вещественнымь 
числамъ. Ради краткости я ня вхожу въ раземотрфте той изм®- 
неиной формы, которую приходичея поэтому дать зежону монс- 
тоиности. 

4) Что касается умножелуя, то мы устанавляваемъ, что 
выкладки производятся такъ же, какъ съ обыкиовениими бук- 
вами, по только при этомъ мы веегда принимаемт 2 -=—1, 
чакъ что, наирим®ръ, 

ео Ро) вых фу м5). 

Въ резульгатё имроть мвото, вакъь нетрудно видфть, вов 

законы умножен!я вромВ закона монотонности. 


5) Двлон!е опред ляется, клкъ д ств: о, обрат- 
ое умкожен!ю: въ чаотностя 


1 ой 
руля 
въ чемъ легко уббёдиться перемноженемъ. 

Это дайсте выполиимо всегда, промё елучая х==у==0, 
т. в. сохраняется кевозможность дВлен|я на НУЛЬ. 

Изъ воего этого сявлуеть, чо вычислен1я съ ком- 
илексными чнолами не могутъ привеели къ про- 
тиворёч1ямь, такъ вакъ мы свели эти вычнелен!я 
цлидомъ къ воществоннымъ тисдаМЪ и къ извйст 
ным дёйотвА яме лодъ ними, а эти послфдея мы здвеь 
будемь считать свободными отъ протнворВч!й. 

Цосяв этнхь чисто формальныхь разсужден вочественно 
зозникаеть вопрос, не возможно ли такое геометрическое 
или какое-нибудь другое наглядкое толковап!е 
хомплеконыхь чноедъ и операц!  надз кими, которое 
давало бы въ то же время. наглядное обоснован{е отеут- 
ств1я въ нихъ внутреннихь противорёчЕ Я, 

Вовмт вамъ извфотно, — къ тому же мнё уже приходилось 
упоминать объ отомт, — какимъ образомь совокупность 


точенъ х|у плоскоетн въ системв координать х, у 
раземьтриваютт, кать изображен: в совокуппости 
комиленсныхь цисолъ х--2у. Сунма двухъ чиеель 2--а по- 
лузается тогда посредотвомь извёстнаго построешя иараллело- 
трамма ло соотвйтетвующимь этимь числамь точкам и по на- 
чалу координать 0 (фиг. 19), между тёмъ какъ произведене 2.а 
получается при помощи точки-елинипы 1 (х=1, у=0) поередотвомъ 
построеня треугольника, подобнаго треугольнику аО1. Другими 
еловами, сложен1е 2=в-а изображается нараллель- 
вымъ леренесен!емъ плоскости въ себ самой, 
умножен1е 2' я.а— подобным преобразован! емъ, 
т, е. вращен1емъ и растяжентемъ при неподвиж- 


ЗТлокоснь № КУ 


Фиг. 19. 


номъь начал О. Расположен! на плоскости точекъ, соотвёт- 
ствующихь чиеламъ, еразу показываеть, чёмъ слёдуеть зам- 
нить здёоь правила монотонности вещественныхь чисель. Этихъ. 
указа! воли достаточно, чтобы напомиить вамъ постановку 
зопроса. . ” 

Я хочу воспользоваться здвоь случаемъ, чтобы указать вам, 
ха то мфето у Гаусса, тд это обоенован!е компленсных чи- 
селъ посредствомь геометрической интериретащи ихф высказано 
знолнв отчетливо и благодаря которому’ ‘опо впервые получило 
всеобщее признан!е. Въ одной работв 1881 тода Гауееъ зани- 
мается теошей ‘цёяыхь комилекеныхь пясель а-- 12, 
зд аи 2 суть пфяыя вещественныя числа, и распространлеть- 
на нихъ теоремы обыкновенной теор!и чиселу относительно. 
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простыхь мпожителей, квадратичныхь и биёвадратичкыхь выче 
товъ ит. д. О подобныхь обобщешяхь теори чясель мы уже 
упоминали по поводу великой теоремы Форма. 

Въ соботвенномъ сообщен!н*) объ этой работв Гаусоъ го- 
зорить о Томь, что ожь называеть „истинной метафи- 
зикой меимыхт чиселъ“. ЗдЬеь онъ основываеть оправ- 
даже дЕйств съ комплексными числами исключительно на томъ 
оботолтельств®, что этимъ числамь и дЁйстмямъ надъ ними 
можно дать указанное выше наглядеое геометрическое толкова- 
110; такимъ образомъ, Глусеъ нисколько не стадовизся 
на формальную точку зрён!я. Вообще ше эти ховольно 
длинныя, весьма красиво написаияыя разсуждетя Гаусов въ 
высшей отелени интерескы и заслуживають ого, чтобы вы ихь 
прочитали. Упомяну еще только о томъ, ч10 въ этой отатьб 
Твуося предлатаеть вмёоло слова „мнимый“ (пааешах) боле 
ясное 61080 „комплексный“, которое дВйотвительно вошло 
въ унотребленще. 


2. Высш1я комплексных числа, въ особенвостя 
кватерн1 оны, 


У воякаго, основательно занимавшагося комплехоными чис- 
лами, возникаеть вопросъ, вельзя ли построить друг!я, выс 
ш1я помплоконыя числа съ бфльшимь числоме 
новыхь единицъ, а не съ однимъ только &, и излесообразно 
опредфлить дфйстья надъ ними? Къ положительнымь результа- 
тамъ въ этой области виервые пришли около 1840 года пеза- 
висимо другт отъ друга Г. Грасоманъ (Н. Отазашаии) въ 
Шеетия& и Гамильтонъ (№. В Наш ол) въ Дублин. Съ 
изобрётефемь Гамильтона, такъ называемым исчисле- 
вом кваторн!оновъ, я хочу познакомить васъ пбеколько 
ближе. Но сперва я скажт ифополько слов объ общей ноета- 
зовЕВ проблемы. 

Обыновенныя комиленсныя числа х-- 0’ можно разема- 
тривать, вакь линейвыя комбинац!и вида 


х.1-у.ь 


*) см. Уегке Ва, П. (щен, 1876), стр. 175. 


построенных изъ двухь равличныхь одиниць | ий 10- 
мошью вещественныхъ параметрове х, 5. Аналогично 
этому станемъ разоматривать сколько утодно-— скажемь я — 
равличныхь между собою единиц, #,, 6, ..., @» и назовему сл- 
стемой высшихъ комплекеныхуъ чисель, построезной 
из, этихь единиць, совокупность комбинац! И вида: 


хе Р.Р хьвь, 
зоставденныхъ съ помощью > произвольныхь ве- 
щественяныхь чивелв 4, м, ..., бы. 


Само собою разумбетол, что два такихь комилеконыхт 
числа, -—_напримёръ, хи 


улет -- уве, 
—мыбудемт считать равцими тогда и только тогда, 
когда коэффяц:енты при отб льныхъ единицахт, 
Такь называемыя составляющтя комплекснаго 
числа, попарко разны между собой: 


д МУ, 2..3 Ань, 


Столь же естественно я опредёлен!е сложения и 
зычитан| я, которое попросту сводить эти опериши къ сло- 
жен!ю и вычитан!10 составляющих: 


ху Буда -Е ба уе, +. (нЕ у) в. 


Труднво и интереснёе обстоить дёло съ умножен1емъ. 

Злфеь мы, конечно, начинаемь оъ того, что поступаемь 
по общимь правилам буквеннаго исчаслевя, помяожая каждый 
з-ый члень выражешя х на каждый #-ый члень выражешя у 
В=Ь о... В): 


Но чтобы атоть резудьтать умноженя также предотавзяль 
<0б0й н®которое число нашей’ ситемы, иообходимо обладать пра-’ 
зиломъ, которое изображало. бы произведен|я е;-ек ВЪ 
видй комплексных чиселъ системы, т. в. въ видь 


.38. 


лияейныхь комбинац! единииь; необходимо имёть, олвхова- 
тельно, 2? равенотвъ такого вида: 


.., #} 


сеь 


вн 1-Е са во ------Р бин = у сы ЦА В=1 


[С „, 


Тогда, дёйствительно, произведеню 


х.у= у (х рис 


эа) Убе я} 


представить собою нёкоторое число нашей еи- 
стемы. Въ установлени этого правила умножен1 я, 
т.е. схемы козффицтентовь сл, заключается ха- 
рактьристика каждой частной системы комплекс- 
ныхь чиселъ. . 

охи опредёлить двлен1е, хакь дЬйств1е, обратнов 
умножен!ю, то оказывается, что опредфленнае такимь обра- 
зомь двлошо не всегда однозначико вышолняется 
даже и въ томъ случай, если дВлитоль не обращается въ 0. 
Зъ самомь дёлЁ, опредёлеше у изъ уравнешя х.у==е полу- 
чаетен поередетвомъ рёшеня м линейныхь уравненй 


` 
У би =, Учжаытаь, ... Уна в» 


$ Р-ь 2, 3,..., я въ каждомь оуммовани) съ неязв®ог- 
НЫМИ 9, №,..., 2; НО эти уравнешя въ томъ случа, если ихь 
опредётитель обращается въ 0, либо вовое не имфюте рАшен, 
либо имвють ихь безчисленное множество, въ подобномъ слу- 
485 в06 а; могуть равнатьвя 0, хотя и не 368 уж==0, т.е. 
нроизведен1е двухъ чисель можеть обращаться 
вх 0, хотя ки один сомножитель не равенъ нулю. 
Только съ помощью спещальнаго искуснаго подбора коэффищен- 
ТОВЪ саг можно достичь здфоь сохраненя укаванивго свойства, обых- 
зозевныхь чисель; правда, бодфе подробное ивучене вопроса, по- 
зазываеть, что при м>>2 сохранен1е этого свойства 
всегда покупается изною уклонон!я от® одного 
изъ другихь правиль дфйств!й; поэтому стараются 
распорядиться такь, чтобы отимъ унлонаяющимся  свойотвомь 
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оказалось такое, которое наяменёе важно для соотнощенЕ, со- 
ставляющихь ибль изолбдовашя. ” 

Вов эти обния разсуждевял мы теперь прослёдимъ на ква- 
теря1онахь, которые —въ виду нхъ примёнею въ физикВ 
к механикв — предохавяяють носомнёняо симую важную 
систему высшихт компхевксныхь чисе ле. Какь видно 
изъ ихь названя, 210 — четырехчленныя числа (и ==4). 
Въ частномь случа они вырождаются въ трехчленные век- 
зоры; поелвдые стали теперь общеизввотныма, и о них, вё- 
роятно, при случа упоминають и въ шкожв. 

За первую изъ четырех едининъ, изъ которыть составля- 
ются кватернюны, какъ и въ случав обыкковенныхь компхеке- 
кыхь чисель, прикимають обыкновенную веществен- 
хую единицу 1. Три друмя одинины обыкновенно обовна- 
зають по Гамлльтону черезь 2, у, А, таюь что общий видъ 
хнатерыона получаотся такой: 

=а-- а --Ф-А, 

тд а, 5, с, @ изображають вещественные параметры 
яхи кооффиц{енты кватерн!она, Первую составляющую 
4, на которую умножается 1 и которая соотеётетвуеть веще- 
ственной части обыкновеннаго номплекенато числа, называютъ 
скалярной составной частью кватерн1она, совокул- 
ность же трехъ остальныхь членовъь 4/-- &/--сё называть 
эго вектор альной составиой частью. 

Относительно сложеня врядъ ли можно что-либо прибавить 
Еъ предыдущимь общимъ соображетямь, поэтому я дамъ вамъ 
сразу же естественное гес- 
метричеслое тодкова- 
я1е его, основанное на изв}- 
отной вамъ интерпретация век- 
хоровь. А имонио, проедета- 
зимъ 026% огравовь, г0- 
оуватетвующИЙ  вевторазьной 
части кватернйона д и имёюций Фиг. 20 
проевщи а, 2, с на оси коорди- 
натъ; этому вектору припишень вв от, равный окалярной чаоти 4. 
Посл этого-ололон6 векторовъ ди 4' == #-|- #2-|-70'-|- Вс’ сводитоя 


_ 
нь слвдующему: мы отроимъ равнодзйотвующую обояхь отрёзковъ 
по изввотному правилу параллелограмма для сложешя векторов 
{фиг. 20) и припноываемъ ей въ качеств вфса сумму в8совх 
обовхъ слагаемыхь; этимь путемь мы двйотвительно получаемь 
отрёзокь, предетавляющИй собой ввалернюнъ 


а-не=е+-чее-ете--ье+ о. 

Со спощальными свойствами ираторяюновъ мы встрёчаемся 
впервые, когда перехолимъь къ умножен:ю; именно, они за- 
ключаются, какь мы видёли это въ общей теор, въ томъ, какъ 
устанавливаются зпачен!я пролзведен!й еди- 
ниць. Я позажу замъ прежде всего, какимъ кватерню- 
намъ Гамильтонъ приравяизаеть 16 произведен основ- 
ныхь одиниць по 3. Первов услове состоить въ томъ, чтобы 
съ первой одикиней 1, какь это нокезвываегь самое ел обозна- 
ченв, производить вычисльня, казь оъ вещественнымь чиеломь 
1; слАдовательно: 


12=1, #1=1.4= 1.151. 


д В.1=1.В=А. 


Но сушщественио новыми являются условя относительно кза- 
дреловь трехъ другихь единиць: 


РР =Ы—1 


Е относительно ихъ произведен!й ло дез: 

евеьа-а Ва-р =, 
между тёмъ какъь при обралномъ поряжкВ сомножителей нола- 
тавмъ; 


Ву Ву уа-Ь 


При этомъ ораву бросается въ тлаза, что поромвотитель- 
ный ваконъ при умкомен!я, вообще товоря, ‘не 
имбетьъ мвота;, оъ этимъ ноудоботвомь приходится при- 
мириться, ‘чтобы спасти однозначноеть дёлешя и ту теорему, 
по которой произведене двухь чисель только въ томъ случав 
можеть обратиться въ 0, ебли одинь изъ сомножителей стано- 
зитея равным нулю. Мы сейчась увихимь, что этоть 
и в68 друг1е законы сложон1я и ‘умножен!я, за 
единственнымь уцазаннымь исключен! ем, дёй- 


98 
ствительно остаются въ силё, ни что, сафдова- 
тельно, одёланныя выше простыя услов:я явая- 
ются въ высшей степени цфлесообразными. 
Начнемь ст того, что составимт произведен! двухь 
хватери!онове въ общемъ видё: 


ф=Р.а=@- ед -- в) (оны -ь-- в), 
принимая во вкиман!е данную послёдовательность сомножителей. 
Перемножая позленно, замёняя произведен единиць ихъ зна- 
четямн изъ низшей таблицы умножевнЙ и соеднкяя зат мъ члены 
съ одинаковыми одинилами въ одинъ, находимъ: 


== м --р’-р == (ди ах бу ва) 
Раю аи -- 58-0) 


57 би фр рак тая) 
Чи -в--у—69 


Тадимъ образомъ, составляюция кватернона- произведен я 
предотавляють собой опредфленныя простыя двулинейныя*) 
хомбинадги составляющихь обоихь сомножителей. При цере- 
м8=В порядка сомножителей 6 подчеркнутыхь членовъ мёняють 
свои зкаки, тажь что 9.р, вообще говоря, существенно 
отлично 01 р.4 и при омМЪ ве только по анаку, какь это 
имфеть мжето для произведен!И отдзльныхь единиць. 

Въ 10 время, кашь поремфотительный законь, вакъ мы 
зидимъ, не имфеть м®ота, законы распредёлительный 
и сочетательный остаются въ сил. ДЁйствятельно, 
воли вычислить, съ одной стороны, произведене р(а--9:), —, 
вь другой, выражел!е $9--р9:, формально поремвожая чхены, и 
не замёнять произведен одиниць ихъ значешями, то должны 
долучиться тождественныя выраженя; но это тождеетво не нару- 
шится, если затфмъ къ тому и другому выражевш примёнить 
таблиу умкожевтя ‘вдиниць. Далфе, нетрудио звидёть, что и 


*) Т, в. выраженя, составненныя изъ двухь системъ величинъ 
а, сих, у, в, ш такъ, Что въ каждый чнонъ входить линейно 
одиюь множитель изъ первой системы и одинъ изъ второй. Подь „с0- 
отавзающими“ кватерыонь авторь разумветь хоэффищенты при раз- 
личныхь едилидахь. Ред. 
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захонъ сочеталельный долженъ осталься веегда въ сил, если 
только онъ дАйствителень для умноженя единипь. А этоть 
послёке факть можно уотвновять неповредотвенно, на осно- 
зани таблицы умноженя, калъ я покажр и такомъ примёра: 


<1)=8). 
Въ самомъ лёлз, 
ЕЕ 


ее 


Перейдемь къ дёлен!ю. Достаточно показать, что вея- 
кому кватерн10ну р=--1.а--7.5--#.с отвфчаеть 
внолнй опредбленный другой кватерн!онъ фта- 
кой, что 


ра= 


предотавляется пёлесообразнымь обозначить это 4 черезь 1/р. 
Дблен!е въ общемъ случа хогко сводятся къ этому частному 
случаю. Чтобы опредёлить ото 4, полагаемь предыдущее выра- 
жене для р.4 равкымь 1, т.е. 1=1--0,2-|-0.7--0.2; при- 
равливая составляющя, получаемъ олёдующя 4 уравневя для 
4 неизвфотныхь составляющихь х, у, 2, 0 квалерона д: 


0 —ах— фу—а==1, 

ат-|- ах су--в==0, 

фи -|-сх-- Чу — вв==0, 

со — фу 2 ==0. 
Раврёшимость подобной системы уравнон! зависить, какъ 
иввёетво, оть ея опредфлителя, въ данномь же случаь мы 
имфемъ хакь разь тавъ называемый косой симметричный опре- 
дёлитехь, т. в. такой, въ котором элементы, лежадйе симме- 
трично мо отношенно юр главной Дагонали (идущей оть верх- 
яго олемента слёва къ нижнему элементу справа), отличаются 
другь оть друга только знаками, между уВиъ какъ всё эхемед- 
лы глазной даховали равны между собой. 'Теоря опредёлителей 
даеть очень простую формулу для вычиоленя такого рода опре- 
ДЬлителя, & именно въ данпомь случьв оказывается: 


|= Ре; 
ее -ф [2 [а 


въ справедливости этого фавенетва можно хегко убфдитьея п 
непосредетвеллымь зычиолещемь. Въ том, оботоятельотв, что 
этоть опредфлитель оказызается равнымь кажъ разъ кйкоторой 
степени суммы квадратовъ четьырехъ составляющих, и заклю- 
чвется собственно тоннШ и тлубовй омысль услов1й Га- 
мильтоЕа; именно изъ этого оботоятельства вытенаеть, 910 
опредёлитоель всегда отличонь отт 0, кромё того 
случая, когда одновременно а==р = =4=0; поэтому, 
за исключенемъ одного только этого случая (р=0), ураз- 
нен1я однозначно разр шаются, и обратный ква- 
терн1онъ 4 оказывается, тькимъ обравзомъ, одно- 
значко опредбленнымъ. 


Еели положить 
Т=уя ира, 
-- эту величину, играющую большую роль въ тёоми жватерн1о- 
яовъ, называютъ „телзоромъ кватерн1она р“, — то легко 
убвдиться прямой подстановкой, что’ это однозначное рёлиен!е 
выражается тажъ: . 


а $ с 
ы У 1’ #=— тр 


такт, что окончательный результат» получается такой: 

1 1 9—ю—й— 

2 а-ри-рр-фе е-фп-фои 
Зводя, аналогично теори обынновенныхь комплоксныхь чиселъ, 
кратеронъ 


$=9-мв-—№—в 
подъ назвашемь сопряженнаго съ р, можно послёднюю 
формулу написать еще и въ тажомъ видё; 
2 


Г’ 


Е 
р 


102 


наи 

р. = Ге И--е-®; 
этв формулы являются непосредотвенными обобщенями извфет- 
ныхь ввойсеть обыхновенныхь комплексвыхь чиселъ, А такъ кавъ 
и, обратно, $ является сопряжекнымь въ р числомъ, то такие: 


2. = Т», 
такъ что въ этомъ частномъ случав имфеть мфсто перемотитель- 
кость сомножителей. 
Теперь мы въ состояйи ерязу получить ра шент!е за- 
дачи дёлен!я въ общем» видв. Умножая [/р ощинь 
`разъ на число 64, а другой разъ на чиело 4’, равное чиелу 24, 


; т 
и принимая во вкиман!е, что >’ р=Ъ, ваходимъ: 


Ро .. 0, 
Уравнен!е же др==’, отиичающееся отъ перваго только тём, 
что неизифстный сомножитель 4 закимаетъ первое мото, имветъ, 
вообще говоря, отличное рфиене: 
а. В а’..6 
4=4. = 97 

Является вопрось, нельзя ли найти таной геометрической 
интерпретали, при которой эти дёйетыя и ихь зеновы явля- 
ются чёмъ-то встественныме. 

Чтобы придти ко тахой иниериретащи, начнемь съ чаот- 
нато одучея, когда оба сомножители сводятся къ 
простымь венторамь т ев котла скаларкыя части 
4 0. Тогда ныша общая формуле для произведеня 
(стр. 99) иринимаеть такой виде: 


фр. де ба о --о (ы-Нр--а) = — (ах-бу- в) -- 
+ бе — ву) (ск — аз) вау 8%); 

мы видимь, что произведен{е цвухъ кватерн!ововъ, 

зводящихся ЕЪ}однимъ ТОлько вокторамъ, состо- 

итъ изъ двухъ частой —скадярной и вектор альной. 


Этя соотавныя чаоти летрудно прилести въ связь съ общепринятыми 
въ Германи видами вектор1альныхь произведения, 
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Эти поняты, гораздо болёе раепространенныя въ Германи, чем 
квазерноны, ведутъ начало оть Грасемана, хотя самое слово 
„векторь“ англ скаго пролсхондевя. ТВ два вида вектор!аль- 
ныхь произведен, съ которыми обыкновенно оперируюмь, но- 
вять теперь, большей частью, казваня внутренняго идя 
ввалярнаго произведен1я ах-|-6у--с2, которое, такимь 
образомь, только знадомь отличается отъ скалярной части" каии- 
ваннаго выше произведешя кватерноновъ, и вибшеяго или 
вектор! альнаго произведения 262 — су} -|-7 (сх — ва)-|- 
--2 (ау — 8х), которое равно звоктор!альной чаети произведена 
кватерноновъь. 

Построим оба вектора (а, 5, с) и (х, у, &) въ вид отрёзковъ, 
исходя изъ начала коорданать О (фиг. 21); ихь кояпы будуть 
находиться въ точкахь @|6|енх|у |=; 
длины ихь равны /=У-р-а 
ий = Ухта. оли червь ф 
обовкачить уголь между обоими от- 
рЬзками, то по извзетнымь теоремамъ 
аналятической  теометМи — въ по- 
дробности я ле вхожу — сявдуетъ, 
что внутреннее лроизведен!1е 


ах-- 69 --св= 1.1.608 0. 


Виёшнее произведен!е само предотвляеть собой век- 
торт, который, какъ нетрудно видьть, направлень перпенди- 
хухарно къ плоскости 4Р*); его длина оказывается рав- 
ной /.Р.зшф. 

Сущесчвеннымь является воировъ о направхен1и веб- 
тора-производен!я еще въ томъ смел, въ какую оторону 
плоскости, опредфляемой векторами [и Р, надо его отиладывать. 
Это ваправхене мбняется въ зависимости от$ приня- 
той системы вкоордянать. А именно, существують, какъ 
замъ извфотио, дв различныя, нехокгруэнтямя, т. е. 


+) Неправияющю косинусы первого вехтора пропорцюнальны ко- 
эффищентамь а, 5, с, 8 второго — кооффиментамъ х, у, 2. Такъ кажъ 
паправляющ  косинусы векторальнаго произведещя суть 6#-— ву, 
сх — ая, ау — 6, то аэтоть посдьдий  векторъ мерцендикулярень къ 
первымъ двумъ. 


а 
нео могущ!я быть совмёщекными, системы прямо- 
угольныхъ координату, при соотвётетвенно одинаковомъ 
каправлещи двухь изръ ей у пихъ, — напримфрь, осой у-овъ и 
в-овъ,— третьи оси — оси х-овъ — имвють лрямо-противоположныя 
направленя. Ташя двз зеркально-симметричныя системы иахо- 
Дятоя одна къ другой въ такомь же отнонныщи, кадь правая 
рука къ лёвой; дёйотвнтельво, ихъ можно различать, поль- 
зуявь слёдующимь простымъ мнемоличесвимъ правиломт; оси 
х,л,= одной системы расположены, как разста- 
вленные пальцы — большой, указательный и сред. 
н!|#— правой рупи, оси л, 4, # другой системы— 
хавъ т же пальцы лёвой руки (фиг. 22). Въ лите- 
фалурв постоянно вотрёчается 10 одна, то крутая онотема; въ 
фазличныхь странахъ, въ различныхь дисдиплинахь и, нажонець, 
у различгыхь авторовъ господотвуетъ различный 131. 

Въ простёйшемъ случаВ, когда р==ф че, №, ©. ХОгДЯ 
риа равны отрбзкамт-единяцамт, отдоженнымъ вдоль осей хи, 
ихъ виёшиее произведенуе, вЪ силу условия #./==2, оказывается раз- 
нымъ отрёзку-единицу, лежащему иа. оси 2-овЪ (фиг, 23). Ног иу 
молоно, непрерывно измёнля, ировратять зъ любые векторы ри4*); 
ири этомъ 4 перейдоть непрерывнымь образомь въ вектораль- 
ную составную часть произведешя р., ни разу не обращаясь 
зъ точен этого процесса въ нуль; поэтому первый и вто- 
рой сомножители и само вектор!альное произве- 
ден!е всегда должны быть такъ расположены 
друг относитеньно друга, такъ оси м, у, в си- 
стемы координать, т. е. должны представлять „пра- 
вую“ илн „Яввую” систему направлен!й, смотря 
по тому, какая система принята для координат- 
жыхъ осей. 


*) Отьладывая на соотвАтетьующихь осяхь векторы Хил мы 
можемь брать разичныя одишицы дия изображены этихь пекторовъ; 
эмфетВ съ тьыъ будуть мзняться отрзки, изображающие векторы 2, Л 
Ноепрерывпо ихъ м®няя, мы можемъ одфлать отрёзки 7, 7 равными р, 4, 
Выъетв съ твмъ будегь непрерывно мВняться проязведеве 24, А такъ. 
кахь оно ВЪ пуль не обратится; чо ово будеть воз врвыя направиено 
по положительной оби я-овъ. Предложен можеть быть. доказано и безъ 
этихъ искусственныхь соображев, но это значительна сложиве. 

Ре. 


МниБ хочется прибавить ифекольно сзовъ по поводу пря- 
<корбнаго вопрое» о систем обозначешй въ век- 
тор!альномъ анализ. Дфло въ томь, что для каждаго 
дВйстия съ векторами употребляется большое количество раз- 
лячныхь знаковь и, къ сожалАяю, до сихь поръ еще нв уда- 


лось создать одну единотвен- 
вую общеобязательную си- 
стему обозначен!, Четыре 
тода тому назадь на Съёз- 
дв Естествоиспытателей въ 
Кассель (1908) съ этой цёлью 
была даже избрана особая 
хоямнедя, но члены ея ив 
могли вполн® столвоваться, 
а такь какъ важный изъ 
ихь все же имфхь до- 
брое желане одзлать шагъ 
оть своей первоначальной 
точки зря  мавотрачу 
другимь  взгладемь, то 
единственнымь  результа- 
Томь явилоеь возникновеню 
трехь ноныхь обозначении] 
Побль этого и другихь ана- 
лоричпыхь случаевъ я при- 


раба сиомоля 


хи 


Абая, платежа 


Фиг. 22. 


шель къ тому заключенно, что дёйствительное объединен зоёхь 
заинтеросованныхь въ такихь вещахъ вруговъ на почв однихь 
и т%хь же словесныхь н письменныхь обозналешй возможно 
только въ тЬхъ случаяхь, когда къ этому побуждають въ выс- 


шей степени важные матеральные инте- 


ресы. Только подъ такимъ дазлещемъ могло ы 

‘произойти въ 1881 году въ электротехникв х У 
зовобщее признане единообразкой сиоте- } 

мы мёръ вольть-амперъ-омь я посяёдую- х 
щщве запрёилене вя государотвеникиг»ь зако- фиг. 23. 


нодательствомъ, такф кахь промыитлеиноеть 
настойчиво требовала подобнаго единотва мёръ, каюъ обяовы 
вобхь онеращи. За веклоральнымь исчислешемъ еще ие стоять 


108. 
чаше могущественные матеральные стимулы, и поэтому ири- 
ходитея пока-что — дурно ли, хорошо ли — примириться съ твыъ, 
что каждый отдёльный математикъ остается при призычномъ 
для него способё обозначенй, который онь считаеть наибол%е 
удобиымь иди даже — если онъ ифеколько оплокенъ къ догма- 
хизму — одинетвонно правидьнымь, 


3. Умношен!е кватерн1оновх и преобразовая1е 
новоротнаго растяжения въ пространствВ. 


Теперь церейдемь къ геометрической интерпре- 
тад]и умножен|я кватернтонозь въ общемъ ви- 
дЪ, предпослявнги эй слёдующее вамёчаше. 

ели зъ производещя 4’—р4 замёнить р и 4 ихъ в0- 
пряженными аначенями р, 9, т. е. вали измёнять знаки при а, 
$, в, ж, у, = на обратные, то въ формулё проияведешя (стр. 99) 
скалярная часть останется безъ измёнешя, в въ зектормальной 
части только не подчеркнутые мкожители при #, 7, 8 измёнять 
свои знаки на обратные. Если же одновременно измёнить и 1о- 
`ядокъ производителей, то и лодчеркнутые множитоли изменять 
знаки, такъ что 9.р предетавляеть какь разф сопряжениое зиа- 
чеке 7 по отношенйю къ 9'==р.9: 


Есши 9’=2.0, то 7==9.р. 
Перомножая оба, равенства, находимь: 
9.Ф =6.1.1.5. 


При этомъ порядокь множителей играеть сужествекную роль; 
50 мы влравь примйнить сочетательный вакокъ и написать: 


4'.9=5.@.9).5. 
Не, хокь мы видёяи выше, 
9.4 аа, 


такь что окончательно получаем: 


ору ров рат а р. 


дот. 


Злбеь второй спмножитель еправа есть склляру, а щи 
умножени схаляра М на квалерионь имфеть силу перемфоти- 
тельный закопь, такъ какъ 


М.р= МА ИМАМ -- Ма == ВМ. 


Поэтому, въ данномь случа»: 


прут. бин) 
& твкь кавъ р.р есть квадрать тенвора ввазериюна р, 10: 
а руин ря) вау 


другими словами: тензор произведен1я двухъ пвате ]- 
н1оновь равенъ производен!ю тенворовл обоихь 
сомножнтелей. Конечно, эту формулу можно получить и 
прямымъ зичисленемтъ, если подотавить вмёото 5’, д', у’, #’ ихЪ 
зыраженя изъ формулы умножения ка отр. 99. 

Тецерь будемь инторпиретироветь кватернйонъ 4, 
хаки отрфзокъ въ пространств четырех измф- 
рез1й, идущ!Й отъ качала координатъ иь точЕЕ 
д, у, 8, т, вполнй аналогично интерпретащи вектора въ трех- 
м#рномъ пространстве. Въ настоящее время ие приходится, ко- 
нечно, извиняться, когда призынаешь на помощь четырехмрное 
пространство, каюь то было необходимо гъ то время, когда я 
быль студентомъ. Веф вы знаоте, что здфеь не скрывается  ни- 
хакой метафизической идеи, ко что многомёркое пространство 
попросту есть удобное, аналогичное нашему дфйствительному 
предотавленно о пространотвй, средотво математического способа, 
выражения *). 

Если сохранять постояннымь множитель р, т. е. величины 
8, а, 6, © то уравнейе въ квартемонахь 4’=2.4 изобра- 
паоть  извбетное „линейное преобразован1е  точеь 
х|у|=[@ четырехмврязко проотранетва въ точки л’ |’ | 2' |", 


*) Это требовало’ бы, однако, чкоторыхъ поясненй; но читатель 
найдеть боле обстоятельное вынснен!е этихь ‘идей во ытбромъ томЪ 
настоящато сочиненя. 

‚Ред. 


08 
относя каждому четырехмёрному вектору н®поторый другой век- 
торъ; въ явномъ вид уравневя преобразовавя получатся пу- 
темъ сравномя козэффищентовъ въ формул произяедешя на 
стр. 99. Но изъ только-что полученнаго уравнешя тепзо- 
ровъ видяо, что при этомъ разотояще У -- у =2-Ра? воя- 
кой точкн о начала помножается на одинь и тотъ же поото- 
янный множитель == У --й--; промб того, какъ мы 
вийЪли (стр. 101), опредвлитель лннейнаго преобразованая воегда 
ямфеть положительное значенте, Съ другой сторовы, изъ аналити- 
ческой геометр!и въ трехмрномъ пространств® извЪетно, что гакое 
линойное преобразован!е л, р, л, которое преобразовызаен“ь сумму 
д--?--2 въ самое себя (т. к. ортогональное“ ипреобра- 
зован1е) и которое, иромв того, имфеть всегда положительный 
опредёлитель, изображаеть вращен!е пространства во- 
кругф начала воординать, и чо всякое вращен!о 
можеть быть такь предотавлено. Еели же линейное преобразо- 
Ване лишь помножаеть 17 -- 2-5? ва ифкотораго множителя 
Т* и если опредёлитель, по прежнему, сохраняеть положительное 
значене, то получается вращен1е вх создинен1и ев рас- 
чяжен|емъ всего пространства до Гхратныхъь 
разм бровь при ноподвяжномъ начал® координатъ. 
Такого рода преобразоваше мы будемь называть новорот- 
хымъ растяжен1емь (Плейеекиио). Но, что вбрно для 
трехмёфрнаго пространства, подходить и къ четырехмёрному. 
Мы будемъ говорить, что наше линейное иреобразовае въ точ- 
о такомъ мо омыелз выражаеть вращен1е и растяжен!е 
четырохм рнаго проетранетва, 

Охжнино, нетрудно видёть, го это еще но самый общ: йолу- 
чай возмощныхь преобразован\ Я вращен1л ирас- 
тяжен!я. Дйствительно, нолие преобразование содержитт только 
4 произвольныхь параметра а, д, с, 4, тогда какъ мы сей- 
чась увидимь, что самое общее преобразован1е по- 
зоротнаго растяжен!я четырехмёрнаго  простран- 
ства Л, содержить 7 такихь параметровъ. А 
именно, чтобы общее липейноз преобразовае изображало вра- 
щен1е съ растяженемъ, необходимо дохжно имёть. мВото олёду- 
ющее тождество: 


#7 


2 2_- в Т.Р 29-4) 


а. 


это даеть намь при сравнен козффичентовь 10 улов, такт. 
хакъ лёвая часть посдё замвны х',..., №’ ихъ выраженями въ 
р: переходить зъ квадратичную форму 4 поремвиныхь и по- 


“10 члевовъ. Но такъ закь Т остается 


этому содержать 5 


произвольнымь, то всего имфемх 10—1==9 усломй для 18 ко- 
эффитевтовь линейнаго лреобразован!я, такъ что дЪйотвительно 
остается еще 16 —9==7 произвольныхъ пареметровъ. 

Но оказывается возможнымь, и э10 наиболве удивительно, 
получить съ помощью перемножен!я кватерн1оновъ. 
НАИболе общ{Й ‘зидъ преобразован1л поворот- 
яаго растяжен!я. А именно, если л==д- м + 78-Е 
предетавляеть нёкоторый постоянный квалернюнт, то можно 
показать, подобно тому, какь это было едфлано выше, что и. 
(=9.л (что отличается отъ предыдущей формулы золько нам- 
ненемь порядка оомкожителей) предетавляеть преобразоваще 
поворотнаго растяжещя А, т, в. проотранотва четырезт, из 
фезйй, а водбдочв!е этого и послФдовательное производство обоях. 
преобразован: 

=. ааа Ь- в) 9. ват 
предотавляеть подобное же преобразоваще. Но это преобразова- 
ше содержить какь равъ 7 произвольныхь нарамотровъ, такт. 
хажь оно остаетсл неизмелиымь, осли 4, 5, с, @ умножить на 
одно и 10 же вещественное число и въ 10 ме время раздфлить. 
ца пего же а, В, у, д; помюму является вброяенымъ, что оно. 
предетавляеть общ]:Н видъ преобразован:я по- 
воротнаго растяжен1я въ пространствв четырехъ 
измв рен! #; эта, красивая ‘теорема дЪйствитезьно быка кока“ 
зана Коди (08у15у). Я ограначусь злфеь этями историческими 
казанями, чтобы не затеряться въ детамяхь этой интерлрета- 
щи. Указанная формула находится въ работ Кэли „Оп 6 
вошоргари!1с бтапзбогтав от оЁ в вихГасе о{ фе 
зесоп@ огёге 1040 163611“ *) 1854 года, а талоке и въ в®- 
хоторыхъ другихь его ‘работахь **). 


*) Напечатано въ поячомъ собраны сочинений Кали: Сау!еу, 
„Сопесвва щийветаНао рарега“,. Уо. П (Сам ае 1809), рае. 133. 

#*) Ср. напримзръ, „Кесцегенае оНёгелгев зцг 108 бегай лайв. 
алерев. (106. с, рав 214). 


до 


Другое большое преимущество формулы Кэли заключаетвя 
въ томъ, что она даетъ восьма наглядное предотавлене о ре- 
зультатв посдфдовалельнаго производотва двухъ поворотныхь ра- 
тажен!. Дьйствительно, если второе преобразовае дао урав- 
новмемь 


рр. 9." 


тд р’, л’ обозначиють опредёлецные данные квалериюны, 10, 
внося сюда натисанную выпие величину 4’, получимъ; 


9. (р. 9. п): 


на оснораз!и сочетателькаго закона умноженыт находимъ: 


(#.5).4. (1.1) =т.9.6 
ТВ 
рр. с=т.м' 


предетавляють опредфленные новые кватернюоны. Получается 
снова выражен!е поворотнаго растяжешя, переводящаго 4 въ 
$’, какь разь въ прежнемъ видё, а именно переднимъ и 
задним мкожителями прид служат произведен! я 
обоихъь пореднихти, соотвЁТСТВанНо, ЗАДНЕХЬ МНО- 
жителей въ изображен!|яхь послё дорательно про- 
изводимыхъ поворотныхъ разтяжен!й, при чемъ 
порядокъ играехь существенную роль. 

Но вы, хоспода, можеть быть, недовольны этой четирех- 
мФрной интерпретащей и хотите что-либо болже ноглядное, 
снованное на обычномь трехмёрвомъ представлени о про- 
странотв%. Въ такомъ случаю я постараюсь получить изъ преды- 
дущихь формуть, посредотвомь простой спещализащи, фор- 
мулы для анвлогичныхь операц!й въ трехмёр- 
чомъ пространств; в» этихъ именно формулахь и заключается 
тромадное значезе умкожезия кватерыюновь для обыкновенной 
фявики и механики; я говорю карочно для обыкновенной, 
чтобы не предршать дальнёйшехо развитя этихь дисциплин, 
благодаря которому могуть получить нопосредотвенное приложеле 
я предыдушя ‘инторпретащи. И это время, можеть быть, ближе 
чём вы’ думаете; новёйнИя изслфдованя въ твори элевтроновъ, 


ци. 
ВЪ ТОМЪ ВИД, ВЪ БОКОМЪ ОНИ Каходять 6068 выражеше въ такъ 
зазываемомь принцин относительности, нредогавляють 
собой, въ сущности, не что иное, камь послёховажельное прим%- 
нене поворотныхь растященй пространотва четырех изм#ре- 
К; въ втомъ именно порядк идей эти изелёдоваюня и были не- 
давио изложены проф. Минковекимъ (Мио). 

Но звернемея къ тремъ измёрен{ямъ, При поворот- 
номь растяжеши точка м, у, 2 переходить въ такую точку 
=’, у’, в", ЧТО | 


эту = Мей, 
тщв М обозначаегь линейное растижене звоткой длины. Въ 
виду того, что яаиболье общее линейное преобразоваше 
перемённыхь м, 4, 2 Въ 5, 4’, &’ содержать 8.8 =9 
коэффишентовь, а  л%вая часть посл»  введошя  этихь 
выражений переходить въ квадратичную форму оть м, 9, # 


8.4 
съ 5 =6 членами, наше ‘ождество при произвольномь М 


ьпредотавляеть 6 —1=—5 услов@, и воЁ линейныя подстановки, 
удовлетворякищя ему, содержат еще 8—5==4 произволь- 
жыхь параметра (ор. аналотичныя равсуждены на стр. 109). 
Если одна изъ этихь подотановокь имфеть положительный 
опред% литель, то она изображееть, какь уже было. упомя- 
нуто, вращен!е прострахотва около начала, соеди- 
ценное съ растяженемь въ отношен!и 1:14; если 
же опредёлитель имфеть отрицательное значен!е, то 
нодотановка соотвётотвуеть такому же поворотному ра- 
стяжен!ю, соединенному зъ зеркальнымь отра- 
жен!емъ простракства, опредфляемымь  равенотвамяи 
их, ’=-— #=— 2. Съ другой сторокы, можно показаль, 
что ототь опредёлитель можеть принимать только значещя —- №3. 


Чтобы предотавить эти отношевя съ помощью кватарео- 
ховъ, мы, комечно, сперва сводемъ неопредвленные нзалерно- 
ы 4, 4’ къ ихь вектор1альной составной части 
жару -Р Аг", дтзи-Н ду Ва; это — вавторы, соединятюлив 
зачало коордияать оъ точкой до и посхв преобрезоважя. И воть 
я утверждаю, что изяболье общее преобразован:е 
трехмёрнаго пространства, представляющее с0- 


а 


бой поворотное растяжен!е, получится, если взять 
зъ предыдущих формулахь для р и’ сопряжен- 
ныя вначентя, т.е. если положить: 


4=5.4. : (1 
или, выписывая подробно; 
делу = (а--ш--Д-ЬЫЬе) . ах-Ыду--а) .(4—ча- УБ—в). (1) 


Что это докаяать, надо прежде воего убЬдиться въ томъ, что ска- 
дярмая часть произведеня, стоящаго справа, обращается въ нуль, 
х 910, олбиовательно, 4’ дёйолвитольно есть векторъ. Для 
эго перемпожимь сперва р.2 по правилам для кватероновь; 
мы находим: 


, 
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} ах — бус 
+ (@а&- 62 — ву) 
ЧУ (Чу- сх — аз) 
(ав ау ы а и—п-и | 


поелв вторичнаго переомножевня. вватернюновь дфйствительно 
получается для опалярной части 0 знечене 0, а для его трехъ, 
векторальныхь составляющихь получаются выражен: 


[= на? — 5" — 0?) --2(а6—с@) у--2 (ас-- 64} в, 
(2) "= (а6-+-с9) я-а -- 2—9) у--2 (фе-аа) =, 
4—2 (ае— 64) 2 (фе-нав) у (9-9) в. 


Оотаетой показать, что этн формузы дёйотвитедьно выражають 
требуемов преобразован!е. Это вразу получаетея, если 
соетавить относящееся къ фравенотву (1) уравнеше въ тензо- 
рахъ (ем. отр. 107): 


пота -ы) очку) Р-р), 


или 


аут = Толя, 


18. 


здв Т обозначаеть тензорь $. Далфе, мы оразу зидимъ, что наши 
формула дАйссвихельно содержать 4 произвольныхь пара 
метры, которые, согинено иредыдущему нодечету, входятъ въ 
‹оогавъ наиболье общаго преобразовашя этого вида. Чтобы 
разрёшить также ‘и вопрозь о знак опредълители, 
достаточно взять одинф каной-нибуль прим рт’ дёНотви- 
чельлю, тать какъ теняоръ 7 всегда имфеть положительное 
значе и никогда нс обращается въ 0, то при измёненш анп- 
чей а, 6, с, @ опредфлитоль, кавь непрерывная функцы, ии- 
хогда но можеть принять значешя — 7%, воли онъ хоть разь 
принимаеть значено -- 7®; а между тёмь только эти два зка- 
чешя, какъ’ выше было замфчено, и идути въ соображене. Еели 
же, напримфрь, положить а==р==с==а, то опредвлитель суб- 
втитущи (2} равняется 


| 9%, 0, 0 
РО; 43, 09| == 7; 
| | 
0, 0, #1 


сабдовательно, онъ иметь веегла ноложительное зна- 
ченте, и поэтому назке преобразовае, вытражаемое соотношенемь _ 
{1), въ самомь дВлё изображаеть воегда дз Йствительное 
вращон!о и растяженл1е. Посл этого етоль же просто изо- 
бразится поворотное растяжен]е, соединенное еще 
съ отражентемъ; дия этого надо лишь напноаль: @=22.9.р) 
160 это и’есть соединене предыдущего” преобразовашя оз 
отражещемъ: им, у’ у я = —й*). 

Теперь поомотримь, кавь расположена овъ того вра- 
женя, которое опредёляется равенствами (2), и каховь уголь 
зращен!я. Пусть & 9, 6 овначають косинусы направлены 0ей 
‘вращен, тавв что 


пень (8) 


*) Преобразован!в. 2^=-— я, у’--- у; а’ = я ве ость воботвевно 
отражен! отъ. кажой-либо плоскости, ибо оно оставляете безъ изывнешя 
чолвко начало коордняалъ. Это есть преобразонаив, симметричнов 
относительно квчаха, 1. в. каждьл точка лереходить въ точну, 
сииметрячную съ ней относительно начала координать. Но это о преобраво- 
заше снагавтся наъ трехь отражен: 


14 
а уголь (или змилитулу) вращения обозначимь черезь а. Ока- 
зынается, что имёюту место слдуюния соотноненя: 


4=Т. вв ® 


: 


(+) 
в=Т.8, и о ‚рт. Ч. с Те. т о ; | 


изъ. нихь легко опредьлить ирк иззфетнихь а, 6, с, Я 4 воли- 
чины & 2, 6 Фи при томь танъ, что выполняется соотношение 
(3); вв самомъ дЁлВ, изь соотношение 


я-а и-а= Та с0 ы | з? АО + 5 
лолучаемато лоередетзомь сложешя уравкешй (4) по возвылети 
обфихь частей каждаго уравнения въ кводрать, вытекаеть соотио- 
мене (3), тавь какь 7 опредблено, какъ тензорт кватернюна р. 
Поэтому для опредёлеши & 1), 6 достаточны получаюнйяей изъ 
еистомы (4) уравнении: 


@:6: 


=#:9:5, 2) 


которыя говорят, чт точна а|60|с лежить из оси вра- 
щен!я разоматриваемаго преобразования. 


0 


Нели мы любую точну (м, у, 2) отразимь послфдовательно оть трехь 
плоскоетьй поордннать, то она перейдоть въ точку (х’, 3’, 2), сямми: 
яричную ей отпооптельно начала. Однако, два первыхь отражая @} мо- 
туть быть замфноль вращешемь вокругь пачала координать, а имен- 
но-—пращенемъ, замфщающимъ положительную полуось м-овъ охрица- 
тельой полуосью у-овъ в положительную полуось у-овъ’ отрицательной 
полуовью д-овъ. Разсматриваемов преобразован, токимъ` обравомъ, 
Ъйствительно слагается изъ вращеня, подобваго растяженя и отра- 
женя оть пноскостей. Болёе обетоятёльное выясневе идеи хеометри- 
ческаго. преобразованы" читатель найдоть во второй части настоящего 


сочинил, 
„ „Ред, 
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Переходя къ доказатольетву этихь утверждений хачнемь 

< провфрки цосуадняго свойства, Кля этого полажнмт, вт, урав- 
немахь (2) х==а, у==ф, в==с; тогда получемь: 


ие а==Тза, 
уе -и в) ь-=Т*.6, 
а е-и Ре =ТА с; 


изъ, этихь равенотвъ видно, что точка #'! у] =’ ложить на“ иря- 
мой, проходящей через начало коордннать и черевъ точку 
а}6|с; а это именно и характеризуеть точку а|6[с, вавъ точиу 
оси вращешя. Остается только доказать, что уголь 0, опуе- 
д ялемый уравнен(ями (+), дьйствительно  пред- 
ставляеть амплитуду вращенЕя. Но это тробуоть 
оложныхь  разеужденыь вывото которыхь я укажу на ` то,. мего 
жаши формулы преобразован (2) ири Те, въ 
силу сооткошонуя (4), пербходять вакъ разь.вь 
эВ формулы, которыя ЭЯлеръ установихь для вра- 
щён|я ‘онстемы коордннать воиругь оби #14 | б-ша 
уголь @. Въ болйе подробномь видф вы это найдете, на- 
примрь, въ книг „Теор!я волка“) Клойна-Зом- 
мерфельда, въ которой примфняется тоофи кватертоловъ, 
или вь книгв „Теор:я и прим нон1я опрецфлитвлей“ 
Бальцера**). . 

Я хочу еще показать вамъ ощатое и удобяов выражено, 
которое исчислеще кватертоновь даоть для вращения во- 
Жругъ оон 16 на уголь ©, соединенлаго 05 рас- 
тяжен1емъ въ 7? разъ; 910 зыражене получается, воли 
подетавить формулы (+) зъ уравношя (0): 


Вива | ов. ни. ОЬЯ -. 


р 
@)_ 


Зазррчы |] 


# 


. ® . 
зи ея | 

*) Керьвоньм втЕета; ЗТЬоом8 63 Аебвиве, Ней 1, $1, 
8. 55 Н. 


.*) ВатфЕет „Тнеомо ия Алориола ог Робагицаалиел", 5 Г, 4, 
8, 187. .. . нь 
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Здвсь воБ Эйлеровы формулы вращен!я совм{- 
щены въ одну, которая легко заиенатляь вается въ 
памяти: зъ ней векторъ 17-22 спередх и сзади 
цомножаетея на сопряженные кнатерноны съ 
твизоромъ, разввымь 1 или на такъ называемые 
верзоры (т. в. вращатели, въ отлич!е отъ тензора, 
т.е. растягивателя), и къ этому произведен! ю при- 
соединяется въ пачествв скалярнаго множителя 
величина растяжения. 


° 

Теперь я намёрень показать вамъ, что въ случай двухь 
изм$ рен! эти формулы даютъ кавъ разъ изьфст- 
ное выражен1е вращен!я и растяжен1я плосно- 
сти 2 посредетвомъ умножен1я дДвухъ комплек с- 
ныхъ чисель (ор. отр. 98). Для этого етоихь только принять 
за овь вращешщя вт, уравнешякь (5) оеь а-овЪ (Ё==1=0, 6-=1); 
тогда получаемь для 2 == 2—0: 


эи-ру' = 7% (= р + эт 3) (#+=2) [6 г # зв >}: 


произведя нужнмя умножения на основани правиль объ умноже- 
и едининь, находимъ: 


ве т} 608 — ое 9-5 } 608 ны 


= 7* ] оо ду) 291% пов (ди-- в) (2х 59} 


= 7 6+8) 208 9-+-(2-#)) зто | 
= Т* (08 @--Ё в 09) (2#--ду). 


Если прибавить нозади объихк чоогей разеносва по. множителю 
{—2), то получим; 


д’ ву==Т? (09 @ Вэ 0) (х-Е №), 


8 это именно к ‘есть  изрфотная формула умнощенит двухъ 
обыкновенныхь помплеконыхь чисель 0% его теометрическимь 
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чюлковащемь, ав врацщеня но амплитуду ® и растяжены 
вт Тз разь, оъ той только разницей, что вмвето манмой единицы 
Ут, обычно обозкачаемой черезъ 2, здвеь стоять 4. 
Возврощаяее спова уъ трехмбупому пространству, поста- 
равмоя такъь видоизмфинть формулу (1), чтобы оне изображала 
‹0бой одно только растящен1о безъ вращен!я. Для 
этого замфнимъ 2”, у’, 2’ черезь д". Г?, у’. Т®, &'. Т? и, елёдо- 
Нл, , Та. | тр 
вазельни, {’ чорезь 4’. 73; вопомнная жа, что р-1 = ВТ» № 


ходимь слёлующую формулу чистаго вращение 
Вр рчу +). (6 


Мы не нарулижмь общности, если булемъ припимааъ вт, этой фор- 
мулВ р за кваторнюнь сь тенаоромъ 1: 


р=еоз г за 5 (ЕТО, тв Вр: 


лозчому формула (6) можеть быть получена изъ. уравненй (5), 
еслн принять 7 равнымь 1. Въ этомъ видЁ формула зиервяо 
была дана Коли въ 1845 году). 

Посл довательное производство двух врё- 
щен! въ трохмёрномъ пространств  выражаетел 
столь же просто какь и въ случа четырехмёриаго проетранетва 
4стр. 110). Поли дано второе вращен!е: 


риа учр", 
ТАБ 


©’ бер» еле 2 ‚. 
== т ЛТ-ВС (6% 3’, С-—еь, в" амплитуда), 
то снова находимь въ камеслвЪ изображешя нолучающахося 
вращеяь: ” 


д д амер. ры) рр 


+) Слу1эу, „Опооебыт гезаЦе гетабтия 0 пиабогаюия“ Со. рар., 
1 (1889). рав. 123. 


ав 


такь Чко ось ©", 97", 6 
равенства: 


я утоль вращенжя 0” получаючея изъ 


р’ 608 + 99 5 о" "=. 


Таким образомъ, мы снова получаемь для сложен!я двухъ 
врыщек:# простос и сжатое выражен:е формулф, 
довольно сложныхь въ ‘ихь обычному вид», Но 
«ъ другой стороны, — въ виду того, что вояый кватернонъ, но 
вчитая ибхоторато вещественнаго множителя (его тензора), можно 
ть 10 ме время разоматривать, калъ верзорь нёкотораго враще- 
эн, — мы нмдемь въ сложен: я пращен: И простой гво- 
мотрячеек1Й эквизаленть умножен!я вватери!о- 
новь; исвоммутативность произведения. иватор- 
н1оновь воочвётетвуеть при этом тому изя ст 
ному обстоятельству, что вообще нельзя мынять 
порядка двухъ вращен!Й вокруг? одной точки безъ 
язмАнен!я окончательнаго результата 

Шеля вы интересуетесь подробностями относительно исто- 
р1и возникковен:я разомотрЬиной нами интерпреташи и 
ирияощенй квагерюоновь, а также георти зращен! стемы. 
координат, то обратитесь в въ высшей отелени яфиному ре- 
ферагу самого Кэли по динами: „Обь усиьхахл, до- 
стигнутыхь въ р8ёшен!н нёкоторыхь спежаль- 
ныхь проблем дчвамнки“*)- 

Въ завлючене я приведу нёокоярко общихь сообра- 
жен! о значен1и и’ распространен: н кваторн!о- 
козтъ. При этомь  схёдуеть, конечко, отличать соботвенно 
умкожен:е кватерн!оновь оть общако исчисте- 
я:я кватерн1онояъ. Первое предотавхяеть собой 
нвчто въ высшей сеенени полезное, какъ достаточно 
зидно изъ предыдущато, Напротивь, общее истноление, `.-какь 
его понималь Гамильтон, разематрияаеть. сдоженя; умно- 
ноня, дФлошя. квалернюновъ въ зюбомъь порядк, — другими 
словами, оно. составляеть дяробру ‘вватерн1оновт, при- 


=) Сву1ву, „Ворот оп Ве ргобтевв оЁ ве вомИоп о ебет вре- 
$81 ргоМеше ог дувазии6*; СоЦеот. шаЁа. рарегя, Уо: ГУ, ры. 569 (баш- 
Ъмаво 1891). 
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соединяя же безвоночные продесоы, молип дойви длие до теор1н 
функц!Я зъ области кватерн!оновт. Конечно, зъ 
виду того, что перемфотительный закону здЪеь не иуфетъ мФета, 
зеё обетоиеь здёаь совершенно иначе, чёмъ въ теорфи обыкно- 
венныхь комплекеныхь перемённыхе. Но есзь полное основание 
утверждать, что эти общ] я, широко задуманныя идеи 
Гамильтона но оправдали себя, т. в. онё не вошан 
въ соприкосновеве и въ жизой обмфнъ идей сх друмиги дис- 
циплинами махематини и ея иприложенй и потому ие вызвали 
общита интереса. 

Но въ малематик приходился наблюдать то же, 910 и в% 
чаяовфческой жизвп: паряду 0 спонойными, объевтивными 
заглядами больитянетва выетупають страстныя индивидуальныя 
убъжденя. Тань в кватерноны имфють своихъ. призержен- 
цевъ-энтуз1астовь -и своих страстныхъ прозивии- 
ковт. Первые, особеино многочисленные въ Анми и въ Аме- 
рим, прибёгли— воть уже 12 бт -— кь современному средству: 
они осмовали „Всем{рный союзъ для развит! я учении 
о кваторн! онахт“ *); президентомь ето’въ пасгоящее время 
соотоить ввръ Робертъ Волитъ (КоЪегё Ва), & ‘основано 
оногвъ качеств вподнВ якторнатональнаго учреждены янон- 
цемх Кимура (Кинига), получившимь въ’ АморикВ вычиее 
образоване. От ннтенсивнаго изучещя кватернюнояъ ихъ стол 
ронпики олидають совершенно особеянаго ипреуслвяшя мате- 
матдли. Въ противоположноеть этому, зторые, противники ива- 
тершоновъ, не холять.о нихъ и сльшшать, п этимъ отлазывяются 
даже отЪ столь полезнато умножения: ‘оки исходяге изъ того 
ВВтлияа, что 808 вычислешя съ кватерыюнами сводятся ‘въ Ко“ 
хечиомь счеть въ вычислению съ 4 составляющими и что’ оди- 
ницы. и таблица ихъ -произведей представляють излишиюю 
росдоть. Я думаю, что об направленя охинихово далено от- 
паонижись оть правильнато сродняго пути. 


4, Еомплеконых цизяа въ преподаван!и, 


Покидая теоршо кватернюновь, и хочу закончить эту главу 
бополькими замфчавями относитехьно той роди, какую эти 


*) Любопытно, что въ саставь Союза имвютоя рылитезьные про- 
тизнаки хвахершоновь. Род. 
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понямя играють въ школьном» преподаван|и. Коночно, 
пикому не приходить в голову обучать въ шнколё кватернонамъ, 
ко зато постаякно заходить рёчь объ обыкновен- 
пыхъ комплекеныхь числахь х-|-й/. Быть можеть, ве 
будоть лншено интереса, если я вмёсто длинныхь разсужденй 
© томь, кажь ото обыкновенно излагають и жакъ слёдовало бы 
излагать, цоважу замь на примёрв трехь книгь изъ равхич- 
ныхъ энохъ, какь развивалось исторически прелода- 
ван! е этихъ вещей. 

Я предлагаю зашему вниманно прежде воого книгу Кэст- 
нора (Клег), который во вторую половину ХУШ 
стольт]я занималь въ Гёзтингенв руководящее положенте. 
Въ 10 время еще обучали въ универсятет тёыъ вещамъ изъ 
злементарной матемаликя, которыми впосх®детви,. около тридиа- 
тыхь тодовь ХХ стольмя, перешли въ школу; позтому и 
Костнер» читаль тогда популярно-математичесвя довщи, котд- 
рыя лоощалиеь въ большомъ числё и не-матемаликами. Его учеб- 
нивь, ложевийй вт, обновё оэтихь ленци, посать названо 
„Начальныхт основан!Й математикя“*); насъ ипте- 
`фесуетъ въ данномъ случа? 2-0 отиёлъ 3-Й чазти: „Начальный 
основан:я анализа конечных величину" **). Тамъ на 
20-0й етраницв начинается изложенше мнимыхь величиль прибли- 
зязельло ть олфлрющихь словахь: „Тоть, кто тробуеть извлечь 
корень съ чешнымь показателемь изъ „отридаемой“ величины 
({„уегпени“ —такъ чюгда говорили вмВето „отрицательный“, 
эпеваЙу“), требувтъ невозможнаго, ибо. нёть ни одной озрицае- 
мой величины, которая была бы такою степенью”. Вее это с0- 
зершенно справедливо, но затёмъ на страниц 84-ой читаемт: „Ха- 
ве корци казываютея незозможными или мнимими“. Велёдь 
за этямъ замфчангомь авторъ оперирусгь съ ними совершенно 
спокойно, каКь съ обыкновенными числами, не заботясь особенно 
объ оправдашн тазого обращен въ ними, хотя оть только-что и 
отрипаль ихъ существован!е,— кавь будто бы неразумнов, бла- 
тодаря присвовямо опредвяенвато имечи, ‘внезапно стало годным 


*) „Мамотамзоне Ашалазег ие". = 
**) „Арлизекитае @ог Адмуна опаЙспог бубззен“, 3 АмИ., 96- 
одел, 1794. 


жь употреблению. Вы узнаете здфсь отражеше точки зря Лейб- 
вика, согласно которой мнимыя числа представляють въ суще 
ности нфчто совершенно нелйпое, но, тёмъ ис менфе, оки лопонят- 
нымъ образомь ведуть въ правильнымь результатамъ. 


Вообще Костнер цисаль зосьма забавно; онъ даже ио- 
дучихь извбстность въ литературй своими эпиграммами. Хакъ, 
эт, вноденм вь упомянутой книгв онъ распросираняется отно- 
сительно происхожден!я слова „алгебра“, которое при- 
надлежить, конечно, арабамъ, какъ поБазываьть членъ „а“. 
Подь алгебраистомх надо, ло мяёяю Кэстнерь, нонимать че- 
ловфка, который „лфлаеть цфлыми“ дроби,— другими словами, 
занимается рацюнальлыми функщями, приводить ихъ къ 0об- 
щему знаменателю и т. д. Первоначально это якобы относилось 
также кь дБятольности врача-хирурга,  воторый лечить при 
перелом& костей. Кзетнеръ приводить при этом въ видь 
примёра Допъ-Кихота, который отправляется въ элгебра- 
иегу съ чфыь, чтобы  послёде расправиль ему поломанныя 
ребра. Остается отврытымъ вопрось о томъ, доржадея ли здесь 
Сорвантест принятаго словоупотребленя илк же здъеь нади 
видить сатиру. 

Вторая хлига вышла въ свёть на много лётъ позже и при- 
надлежить берлинокому профсесору Ому: „Опытъ внолнё 
посл довательной системы математики“ ”); эта 
книга имфезль то же назначен, чо и инига Иэзотнера, и 
одно время была очень: распространена. Но Омъ смить го- 
раздо ближе юр современной точкф зрёня, тажъ накь опъ яево 
выскавываеть принцииъ расширения числовой обла- 
ти. „Подобно отрихатедьнымь чиоламт.“, говорить онъ, „должно 
и символ У—1 присовдинить иъ вещественным чиеламъ, какь 
новую вещь“, Геометричеекое  толковаюе, конечно, не было 
еще ему извёотно: это быдо некануй появленя упомянучой 
зыше работы Гаусса (1881). 

Наконец, я хочу познакомить васъ @ъ однимъ изъ мЕого- 
численныхь  совремонныхь учебниковъ, которымт очень миого 


#) М. ОВ, „Уогвосй (Илез уоеНинИЕ Копобадешеи узела, 
ды: Мафешайк”. 9 Вйвде, ВогИл, 1828, В. 1 (Али. п. АЛвебея), р. 976 


да. 
пользуются: это— „Оборинхт задачъ“ Бардэн"®), 
та первый планъ выступаеть ириндипт расширеня, а 
ВПосл®дотви даотся и геометрическое толкованге. Въ 
этомь, дёйетвительно, заключается тенерь общепринятая точка 
зря школьнаго преподавашя, хотя вт, отдёльныхь мбетахь 
раввитю и задоржалось на предыдущей ступеки. На мой взтчядъ, 
такое изложеке вопроса является каиболфе подходящемъ дин 
колы: не утомляя ученика систематическим изложены и но 
вданвясь, конечно, въ аботрактно-логичесмя ралоужденыт, сл 
дувть толковать комнлекеныя чясла, какь расшире- 
н1е уже ивобстнаго повят!я о числ, избёгвя. при 
этомъ, разумвется, всялой мистической окраски; го прежде веего 
дожино прручить ученика кт наглядному геометраческому толко- 
заню ихъ въ комплексной плоскости! 


к) Ваьфеу, „АШвазелзатаищия“. Моде. АнПаво, Бозогеф уп. 
- В. Р1езикег па 0. Рго8] ст. 5 Ацй., Бри, 1907 р; 96-1. 


У. Современное развит!е н етровше математика. вообще. 


Настоящее отетуплене ямбеть пзлью бросить новый евфтъ, 
на общее паправлеше совремелиаго школьнаго преподаваня и 
иа 1 измёнеши вх номт, котория нам желательны. Позвольте 
миф начать сь замбчащя, что ‘въ истор! и развиз!и мате- 
матики до самаго послёдняго времени пчель лево зыстунютъ- 
два равличныхь ряда развит] я, которые то смняют. 
другь другь то выотупають одновременно и независимо ддийъ. 
отф другого, то; нахоноць, взаимно переплетаются. Равлич, которов 
я имвю въ вилу, зрудно зыразить словами, тавь кань ни одно 
изт обычныхь подраздвией не подходить вролнф. Во веякомъ 
случа лы поймете его лучшие всего на конкретномь примфрЪ, 
имения, если я покажу вамъ, какъ въ дЬйствительноети при- 
илось бы построить самыя эдементарныя гиавы си- 
стемы ацализа вЪ дух того и другого ряда оволюди. . 


ели слвдовать одному изъ нихъ,—мы‘будемь называть во 
рядом эволюцщ!я 2,— то получается олВдующая система, 
которая преимущественно тосподотвуеть теперь въ школахь и вк 
элементарных руководотвахт: 

1)`Главное мото занимаеть формальное учен1е объ 
узавнентяхь, слбдовательно, дЬйетв! я съ целыми ра- 
цтональными фунвд1ямк и изучеше уфхь случаев ‘въ 
хоторыхь” злгебролчесыя уравнешя о розрыщимы въ ‘раки 
калахь. : 


3) При систоматическомь развит! и понятЕЯ о 
стемени и ея обращен{и возникають холариомы, ко- 
торые ‘оказываются весьма ‘подезными при чисховыкт вы- 
кладкахь. ” 
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8) Между тЬмъ кавъ до сихь поръ геометрЕя оставалась 
«овершенно изолированной отъь ариеметикя и анализа, у нея 
тоиерв ироизводять заемъ, который доставляегь иврвия 
опредёдония трансцендентных» функц! Я другого 
рода, именно тригонометрическихт функцЕЙ; даль- 
нЫйшая теофя этихь фунвйй строится въ вилё отАяьной дис- 
циинины. 

4} За этимъ сибдуеть внхебраическЕ{ анализт, пото- 
рый учить разлагать простёйш1я функцЕн ру бозко- 
ночные ряды; здёсь разоматриваются биномъ Ньютона 
въ общему видТ, логарнемь и его обращен! — иоказа- 
тельная фунвцЕя и тригономехричесвк1я функцуи. 
Сюда же отноеилея общая теор! я безконечныхь рядовъ 
и дАйств1Й ст ними. При этомъ обнаруживеыюотся порези- 
тельныя соотношенуя между названными элемен- 
тарными траясцендентными функц! ями, въ особен- 
ноети знаменитая формула Эйлера: 


ие 608 УЕ АВ х, 

Эти сооотношевя предотавинотся тВмъь боле удивительными, 
что они устанавливають связь между фукющями; онредвленя 
ЕОТОрыхЬь были взяты изъ ховершенно различных областей. 

5) За продфлами школьной математики къ этому постров- 
Яо прямыкоеть, въ качеств естеотвеннаго продолжение, теоргя 
функд1Я комплеконаго поремфинаго Вейорштрас- 
са (\Увг8Н'88). 

Теперь я продотавлю въ общихь чертахь схему второго 
ряда эволюцги 8; здесь въ общемъ господотвуеть мысль 
знальтической твомезр}и, а именно — идея слтян1я 
представлен числа и пространства. Соотввеетвевно 
злому начинають съ 

1) графическаго изображен1я прост йтихь 
функц! # — мноточленовь и’ ращональныхь. функций одного по- 
ремфннаго, Точки`поресвченя кривыхь, получаемыхь ‘ири” этомъ, 
ст, осью збециееь  опредляють корня  многочленовь, 
Сюда же сотеотвенно примыкзоть учен!е о приближен- 
номъ рёшен!и численныхь уравненЕй. 


2) Геометрическ!й образь кривой извлястея 
ВОТОСТВВЕНЫМЪ Я НАаГЛЯДИыМЪ ИСТОоЧЬНкОМ ДЛЯ 
ионя\{я о производной и объ интеграл; въ нор- 
заму приводить подъемт или паден!е кривой, ко вто- 
рому илошадь заключенная между кривой и оскю 
абсцисс. . 


8) Во вобхь случанхь, когди ироцесеъ интегрирован (пли 
нахождезе ктадратуйь въ узкомь смыелВ олова) не можеть 
быть вынолнень эъ явномь Вид съ помощью ращональныхь 
фузюий, ошь двоть поводь кь возникновен|ю новых 
функцтй, которых такимъ образомъ вводятся вполиф естествен- 
но н единообразно. Такт; ввадратура типерболм двоть 
опредёлее лотариема: 


= 


Г Не а >, 


: 


между тёмъ какь ввадратура круга легко сводитея к® 
хитогралу 


== 56 НИ № 


—ругими словами, вь обращентямъ Тригонометриче- 
скихь функц: й. Как вамъ иавьетно, этоть же самый ходь 
мыслёй приводить лалйе къ выетимъ классом функ, въ ча- 
отности — къ эллицтическимь фунвц! ям, 


4) Разложен1е всфхъ полученныхь такимь пу- 
темь функцЕЙ въ безнонечные стелеиные ряды 
производится. опять-таки по одкообразному принцину— 
на основаши теоремы Тэйлора, 

5) Выешимъ примбношемь этого према авластся теор!я 
вомияексныхь функц! й Кошн-Римана основанная 
на дифференц!альныхь уравлен1яхъ КошиРимана 
или. на тборем& объ интегралахт Коши. 

Нели иы пожеляеме выразить въ опредфленныхь словахь 
фезфльтатьв этого обвора, то можяо овазатк, что ‘В 
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случав перваго ряда А въ основ лежить тен- 
денц!я въ кробленгю, т. в, таков нониман!6 нау- 
Би, которое всю ея область разбиваетт на рядъ 
чаетей, вполнй отграниченныхъ одиа отъ другой, 
и въ важдой изъ лихъ отремитеял обойтись мкии- 
мумомь пепомогательныхт средств, по возмож- 
ности избфрая вацмствован!Й у сосфддихь обла- 
тей; идеаломъ зифеь лвлнетоя изящно выкристайлизо- 
занное, логически замкнутое въ веб ностроен1е 
каждой отдбльной области, Въ противоположноеть этому, 
приверженець направлен!я В придаетъ главное 
значен!е какъ рАзъ органической связи между от- 
дёльными областями и многочисленным слу 
чаямъ ихъ взаимнаго содёйствуя; соотвытетвенно 
этому, онъ предпочитаеть т8 методы, которые да- 
ть ему одновременное пониман1е мяогяхь обла- 
стей съ одной и ТОЙ же ТОЧЕн эрЬп1я; его идеал 
‹остоить въ Томь, чтобы обнять всв математичеся]я 
зауки, каБЪ одно и лое, . 

Не можеть быть сомнёвя относительно того, кот0р0в изъ 
„двухт направлешй болбе жизненно, которое изъ нихъ способно 
въ большей степени заинтересовать ученика, — оли только онъ 
ле иметь спешальнато предрасположен къ абетравлио-математи- 
чосвимь разсужденямъ. Возьмемъ для примёра, чтобы лучше 
вебф эта улоничь, функц1и е” и Ух, отпосительно кото- 
‘рыхь намъ придется именно по этому же поводу еще много Гово- 
‘рить, Вл. сиотемв /--мь сожалфню, къ ней въ данкомь олу- 
49$ почти исключительно примыкаеть школа —0н% предетавля- 
Зотоя совершелно равпородными: функи!я е” и, собтаётетвенло, 
до тариемъ ноявляются въ качеств8 удобиаго вемомога- 
тельнаго орёдетвя при численныхь вывладвахъ, 
& их позниваеть въ геометр:и треугольника. Кадъ же 
посох этого понять: то обстоятельство, что эти фунищи находятся 
въ стоит, простой зависимости между собой, и особенно то; что 
въ ^самыхь разнообравныхь областях, не имфющихь  пичего 
общего ни еъ. техникой: вычислен! их съ твомечнрюй, онй. по- 
Чгоянио и.неожидаяно появляются, какть естественное виражене 
‚Дарящихь. тамт, вавоновъ? Назвая „функц! я сложныхь 


продентову“ или „завонъ оргалическаго роста“, 
хоторыя давали функлИк 2“, &, ©ъ другой стороны, тотъ факат, 
чм зшх играеть центральную роль веюду, гдф идеть рёчь о 
колобан1яхоь, показывають, кавь дадеко заходить возмож 
ность ихь примновя. Въ систем жо В вое это прод- 
ставляетсн ‘виола понятнымь и соотвётотву- 
юшимт значению функц! Я, отмё чевному въ самаго 
начала, Вёдь здёеь фупийи с” и ох возликають изъ одного 
источника, изъ квадралуры простыхь кривыхт, а э20 приводить, 
коль мы увидимъ ниже, къ дифференц!альнымъ уравно- 
з1ямъ прост йшаго тяпа (= == 2", Фщх 
. ВУ в 
воторыя составляютъ естественную оенову верх рюмянузыхь 
пряложон, 

. Во для поднаго понимая раззия математяки необходимо 
еле зопомянть о третъемъ номенев С, который очень ча- 
ото игравтт важную рол, то отдрльно, то выфетй от рядами эволю- 
щи А и В. Ру идеть о томъ, что обозначають словомф влго- 
ривимт, возникшимъ изъ искаженнаго. имени одного арабокаго 
математика. Алгориемомъ, является въ сущноети всякое строго 
установленное формальное счислену е, —в5 частности, 
буквенное счислои16. Мы уже неоднократно отмёчеди, 
Езкую огромную роль въ развит науки игралъ алгориемячесй 
процессь, явлиясь какъ бы сьмостоятельной движущей 
вихой, присущей самимъ формульмъ. и обавывающей 
свое дВйств!е новависимо отъ намфреня и предвидя того или 
другого матоматика и часто даже вопреки ого. желенно, Такъ и 
въ начала развивя исчиоленыг безнонечно-малыхъ алгориемъ, 
закъ мы еще ири случай увидимъ, часто побуждаль хъ созданию 
новых понят и дайетнИ даже прежде, чёмъ математики могли 
отдать ‘себ отчеть въ ихъ допустимости. Даже ла выешяхь 
ступеняхь развит эти алгориомическе моменты могуть прино- 
вить пользу и дВйствительно приносили ве, такъ что ихь можно 
хазвать подночвой развит! 1 матоматини. Поэтому 
оставлять въ сторон эти моменты, каюъ играюце рь развими 
математики исключительно формальную роль, —а это теперь въ 
мод, — значить ве очиталься съ. иогорическимъ ходомъ разви- 
я, вауки. 


—тх|, 
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Я хотёдль бы прослзкить топерь подробнфе 
жонтрастъ между этими различными нанравле- 
ями въ работ математиковъ на протяжении 
воей истор!я математики; пря этомъь я, разумвется, 
буду имфчь возможность уномянуть зишщь самые важные момён- 
ты развит. Тфм» ие менфе различ1е между паправле- 
нгямх Ми ВБ, проходящее черезъ вею область ма- 
тематики, обнаружится зифсь еще яенфе, чём въ призеден- 
хомъ выше сопоставлени, при хоторомъ мы отраничивалиех 
областью анализа. 

Еели начномъь въ древнихь грековъ, то мы найдемь 
2%8ное разграиичен!е чистой и прикладной ма- 
тематики, которое воехолить нь Платону и Аристотелю. 
ъ чистой математик отиосится прежде всего изззотное Ивели- 
дово построен! е геометрии, къ прикладной прияадиежать 
зъ обобенности чколовыя операц!и, тан называемая ло- 
тистика (46у0с == вбеобщее число; вр. отр..49). При этомъ 
дь повлёдней относились довольно презрительно, — предразсудойя., 
зоторый во многихь случаяхь сохранилея хо сихь порь, но во 
вбяябмь случаф, большей частью, только у модей, которые самя 
не умють вычислять. Этому положенио логистиви могло содёй- 
отвовать отчасти то обегоятельство, что она раввивалаек в% 
тбеной связи съ тригонометруей и съ потребяоетями прап- 
тилескаго землем® ря, которое съ древнихь времеяъ. ка- 
зажось людямъ недобтаточно благороднымь занячемт. Кокечно, 
он онова быта иЗоколько реабилитирована тВмъ, что безъ нёя 
ве могла обойтись другая наука, которая хотя и родейвенна 
теодези, но въ противоположноеть ей веетда ваиталась одной 
изт самыхт благородныхт,—астроном1я, Эта греческая 
манера изучной работы съ ея строримъ размежева- 
зем отдёльныхь областей, каждая изъ которыжь издагалась зв- 
тЬмь въ видё какт-бы вастывиаго логического поетроезя, при- 
задлежить, конечно, цвликомЪ ряду эволюция 1. 
Там» не мензе грокамз не были чужди п разеу- 
ждей!я въ дух8 В; они, ‘повидимому, служили имв для 
ээрисйческихь пфлей и для перваго бообщеня ихъ открытН; 
одзко, для окоичательнаго изложешя форма’ .4 казалась имф 
невамёнимой. Это видно изъ недевно открытаго манускрипта 


Архимеда"), въ доторомф послёдю собщаетт, вычтеленя, 
объемовь тёлъ въ виолнф современной живой форм. 

Наряду съ грехами въ воторшх математики въ превноети 
овобенное значе имфють индусы, какъ творцы совре- 
менной системы счислен1я, и поздие арабы, пере- 
давш1о ее хамъ; у послбунихь вотрёчаются тавие начётки 
буввеннаго счислентя. Ясно, что вти уепёхи принадле- 
зажь алториемическому ряду эволюд! и С. 


Переходя къ новомувремени, мы можем пренде воего 
отмтить оволо 1570 года начало возрожден!я матема- 
тическаго творчества, которое принесло съ собой пжлый 
рядъ зам Вчатедльныхт открытЕйЙ. Для пуиьра я назову 
формальяое разрёшен!е кубического уравнен:я 
(Формула Кардана), которая паходБеея въ „Атя шопа“ 
Кардана (Сотато), появивщейся зъ Нюренбергь вт 1545 г.у 
#70 въ выслей степени цфеное произвелене содержить вообще 
зародыши современной алгебры, выходяне за предёлы охемы 
античной математики. Конечно, ото нс составляеть собственной 
заелуги Кардана, такъ вакъ онъ, повидимому, не самъ от- 
крыль свою знаменитую формулу, по заимотвоваль ее, кахь и 
многое другое, у другихъ авторовъ, 


Начиная съ 1550 года на первый лхень выступають 
зригономегрическ! я вычислен{ я; появляются перзыя 
большая тригонометрическ!я таблицы, вызванный по- 
треблостями автрономуи, относительно которой я ограничусь, 
однимъ только именемь Коперника. Начиная прибливи- 
тельно ст 1600 года, непосредетвенно къ этому примыкает 
раввит!1е логариемовт; первый логариемичесяя таблицы, 
составленныя шотяандцемь Нелеромъ (Мар!ег или Мерег) въ 
1614 году, содержать только длогарлемы тригонометричеенихть 
фунюшй. Такимъ образомъ, вы видимъ, что въ эти 100 лётЪ разви- 
116 математики въ точности слбдовало схемв 2. 


*) Не! Бег пий Хсиф Вет, „Ее шепе ВоигЫ& ея АтовНиеве5“. 
ъерив, 1907, Имфется въ русскомъ перевода: Гейбергъ. „Новое вочи- 
нен!е Архимеда“, Подь редакцей и съ предислоемъ прив.-додента 
И. 10. Тимченко. Одесса, „Мабенв“: 
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Теперь мы приходимь кь нов йшему времени къ 
дальнейшему теченшю ХУП столфт!я, Эдфеь на первый 
планъ выступаель исключительно направлен!е В, Въ 
1687 г. появляечся анапитичеекая геометр1я Де- 
парта, которая устанавливаетъ связь между числомъ и проетран- 
отвомъ, игравицую ословную поль во воемъ поолбдуюлель развития 
математиии; ото произведене легко достать въ новомъ издани*). 
Въ овязи сл этимь тотчасъ выстуцають двф велия!я про- 
блемы ХУП отолётЕя; проблема касательных и 
проблема квадратуры, т. е. проблемы дхифференли- 
рован1я и интегрирован1я. Для развитя диффоренщаль- 
лаго и иктегральнато иочиолени въ соботвенномь смыелв не- 
достаелю еще тольжо одного факта еще не знають, что 068 
проблемы находятен въ очень тфеной ‘связи, что одна пред- 
ставляеть обращен!е другой; въ этомъ заключалось, 
повидимому, ядро того громаднаго прогресса, который 
осуществилея въ конд отолётя. 


Но еще раньше, въ томф же столёт!т, возникаеть учен1е 
о безколочныхъ рядохт, въ особенностя о степен- 
кыхъ рядахь, и притомь но каь самостоятельная дисци- 
илина въ смыслз влгобраическаго анализа, но въ тАснйшей 
связи съ проблемой квадрирован1я. Меркаторъ (яа- 
тияская передёлка нФмолхаго имени „Кремеръ“: Кубиег— 
торговедь), въ особенкости извфетный, кайъ творець .Меркатор- 
ской проввщи, первый проложииъ зджсь путь; ему принадлежит 
емфлал. идея для разложения в5Фяде ок (1--д) ВЫПОЛНИТЬ 
дВлеше въ дроби = и проинтегрировать по ча- 


отямъ получизшися рядь: 


10 (1-х) И = [№ д ха--. 9х 
с 5 


жом 
ая 


*) В, Ревслг ев, „а боты“; Моцу. 68. Рав 1888, ' 


.181_ 


Это въ точпости соотвфтетвуеть ходу его мыелей, хотя онъ, во- 
нечно, пользуетоя пе пашими простыми знаками /’, ах и т. д., 
ко бодфе тяжеловфенимьъ языкомъ. Послё 1600 года этимъ про- 
цесеомь осталу, пользоваться Ньютонъ, который поетроизя. 
рядъ ция выражениг бинома съ любымъ показалелемт. Конечно, 
имь руководеля пря этомь только закнюченя по ана- 
лот1и съ иавботиыми ему простейшими случаями; онъ пе. вла- 
дфль строгимъ доказательствомт, и не зналт. границь приложимо- 
тя этого разложеня,—въ этомь снова обнаружинаотся алго- 
фиомъ, т. е. моменть С. Примфняя ототь рядъ къ выра 


+ 
жен {1-23) *, онъ получасть но способу Меркато- 


ра рядъ для = мезшх. Съ помощью очень искус- 


5 
наго обращентя этого ряда, а таже ряда ддя фунт 
Тю, ояъ получавть ряды для мих и е*. Въ заключене этой 
цфпи отврытй слфдуеть лазвачт, нахокець, Тэйлора (Тауюг), 
нашедшато въ 1714 году свой общей приндипъ для раз- 
ложен1я фупвцЕй въ отепекные ряды. 


Возникновен!емз исчисхен1я безконочно ма- 
лыхи въ соботвенномъ смысл вт вонцв ХУЦ сто- 
лётуя мы обязаны, хакъ извёетно, Лейбницу и Ньютоцу. 
У Ньютона осповной идеей является представлен: е о 
течен! п; 06 перемфипыя х, у разематриваются, какъ фунюуи 
$ (0, +) времеля /; между тёмь, какъ течеть время, „те- 
куть“ непрерявмо и эти фунющи. Соотвфтотвенно этому пере- 
мённая называется у Ньютона Наейз, а та, что мы назы- 
заемь производной, онъ обозналаеть, вакъ „фяюкс!1ю“ 4, 5. 
Мы вядимт, какъ хугь вов спяоць основано на наглид- 
номъ представлении. 

То же относится и пь` изложоню Лейбница, первая 
работа котораго появилась въ 1684 году. Окъ самвь назы- 
заеть евоимь главизйшимъ открытемъ принциит непрерыв- 
ности во всякомъ процеосв природы, т. в, лоложеще: 
„Морига-вов #2016 за] 03“. На этомь предотавлеви про- 
дессовъ природы онъ’ основываеть свои матемиличеея построе- 


ня, — опять-таки черта, типичная для системы В. Съ другой 
стороны, у Лейбница больную роль нграетъ вл1ян!е алго- 
риема (С); оть него ведутт. начало столь пнных, ев точки зрф- 
ня алгориема, обозначешя 4х я у (к) ах. 

Ва цфломт, результать этого обзора закмочаетоя въ томъ, 
что велик: я отхрыт! я ХУЦ вЪ ка, по существу, цфли- 
хомъ принадлежать эволюц1онному ряду В. 

Въ ХУШ столётЕн ототь перюдъ открыт  продол- 
ззаетбя сперва вт томъ же направлен! и; въ качоствё наи- 
болфо блестящихь именъ приходится пазвать Эйлера (Еее) 
и Лагранжа (Гаогапое). Въ эту эпоху развиваются, говоря 
дратко, учен1е о дифференц!альныхъ уравнен{яхъ 
въ самомъ общем смызл в, включил вар1ац!он- 
ное исчислен! в, а тавжо вырастает адан!е аналиги- 
ческой теометр!н и аналитической механили, 
Боюду мы здбоь видим живое двикене виередь. Это яапоми- 
наеть эпоху въ истори. географми посдв отирыт Америвя, 
когла новыя страны изсл®довали и объфажали вколь и поперек. 
Но вовершенЕо подобно тому, какь тамь еще долго не было и 
рёчи о точныхь измёреняхъ, такъ что въ первое время имёли 
вовершенно ложныя предетавлещя даже объ общемь положения 
новой части свфта (вёщь думалъ же вначале Колумбъ, что от- 
крыль вомюочный берегь Ази),-—тазъ и вдёеь, во вновь завое- 
ваниыхь странах яовой математической чаоти овёта, анализа, 
безконечно-малыхь, въ иервов время были довольно далеки оть 
кадежной логической постановки. Даже по вопросу объ ихь от- 
ношешяхь къ старымь, хорошо изввотнымь дисциилинамь, впа- 
дали подчась въ забхужденя, считая исчислен!е безконечно-ма- 
лыхъ чЁмт-10 мистическим, но допускающимь точнаго ло- 
тичоехаго анализа, Ло чего шатко было основаже, ка котором 
первоначально стояли чворцы новаго анализа, слоло вполнв 
ясвымъ лишь тогда, когда понадобилось новыя отрасли матема- 
тики изложить въ достуцномь видз въ руководотвахь; тоеда 
браву обнаружилось, что направлене 2, до сихь поръ. един- 
огвенно тосподствовазшее, здфсь уже бевсильно, & Эйхеръ 
первый оставиль ето. Хотя въ немъ самомъ кочисле- 
1е безколечно-малыхь н не вызывано никаких 
с<омибнЕ#, но для начинающихь оно, по мин ю 
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Эйлера, продотавляло слишком много трудпо- 
стей и сомифн:й. Исходя изъ этихЪъ дидактичо- 
сЕнхЬ сообращен1, онъф счелъ нумнымъ предно- 
слать ему въ видё отдВльнаго курса поду, назва- 
н1емъ „Введен! въ зиализь безконечно-малыхь“ 
(„рифргоне10 1 апа1 ув: тип огиш*, 1748) ту ди- 
сциплину, которую мы теперь назызавмт алгебра- 
ическимт анализомъ. Ку этому курсу Эйлеръ от- 
носить въ особенности ученю о безконечныхть 
рядахт и другиху безконечлыхт процесвахт, ко- 
торое служить ему потомъ фундаментомъ при по- 
строен] н исчислен1я безноцечио-малыхь, 

Гораздо боле радикальный нуть прокладываетт почти 50 
лить спустя Лагранжъ въ в106й „Теор!и впалятиче- 
скихъ функц: й“ (Гактгапее, „Греоме ев ГопеНовв илыу- 
Чацея“, 1797). Свои сомизвя относительно вовремениего ему 
обоспованя исчиелен безконечио-малыхь онъ находить розмош- 
иымъ устралить лить тёмъ, 170 онъ отказывается отЪ 
него, кавъ отъ общей дисциилиикы, понимая подт, 
нимъ просто собран1е формальныхъ прувилъ, 
относящихся къ извйстнымь спец1альнымъ фуне- 
Цянь; а именно, онъ разоматриваегь исключительно та- 
ктя функц!я, воторыя даны въ вид степенныхь 


рядовт: 
дао. 


и тездя именно функц! и онъ и называеть аналитическими, 
т. е. такими, которыя вотрёчаются въ анализВ и съ которыми 
поснадеЙ действительно можеть что-либо предпринять. ПШро- 
изводная такой функц /(х) опредфляетея вполиф формально 
съ помощью второго такого же стененного ряда, 
хакъ мы это еще увидимь впослёдбтш, и взаимная связь между 
такими рядами и соотавляеть предметь дифферонщальнаго я 
иктегральнаго исчнолев!!, Такое самоотраничене чието-формаль- 
ными построенями, хонечно, устраняхо для того времени ифлый 
рядъ затруднези, 

Вы видите, что эта двятельность Эйлера и Ла- 
гранжа цёяикомъ принадлежить направлен1ю „4 


из 
вамбняа наглядиотенотическов развит]е строго 
замкнутымъ въ себ8 самомъ кругомъ мыслей, Оба, 
эти сочинешя имфли огромное влЁян1е на школьное 
преподаваи!е; если въ пастолщее время въ средяей школе 
изучають безвокечные ряды или рыпаютъ уравношя разложе- 
шемъ но степонямъ по тэжь называемому способу неопре- 
дВаонныхъ хозффиц!ентовт, но отказываются включить 
въ ея программу лифференщальное и интегральное исчисдоню 
въ соботвениомъ смыель саова, — то это значить, что наша шко- 
на волн еще находится нодъ вл1ян:емъ Эйлера и 
Лагранжа. 

Наиболье сущестленнымт для начала, ХХ стодётуя, кт, ко- 
которому мы теперь пероходимь, является строгое обосно- 
зан! е высшаго анализа посредствомь признаковт, 
сходимости, о которыхь раньше не заботились. Въ ХУШ 
отольМи въ этомь отномени царятъ еще ранекое соегояще, въ 
которомь не разлинаютъь добра и зла, сходяшагося и расхода- 
щатося ряда; даже въ „Гитойцено“ Эйлера мирно уживаются 
рядомъ сходяшуеся и расходящиеся ряды. Но въ началё новаго 
схояймя Гауссъ (@зивн) и Абель (АЪе]} пубдикуютъь первыя 
точныя изолвдованиыт о сходимости, & въ дваццаяыхл, годахъ Коши 
(Салеву) развиваоть въ овоихь легщихь и сочинещяхь первое 
точное обоскован!е исчиолен|я безконечно-ма- 
лыхъ вт совроменномъ духё. Онъ не только даеть точ- 
лое опредфлен!1е производной и интеграла, какъ 
пред ловтъ хконеочкыхь отношен1# и суммт, какъ 5 
уже двлали иногда и до него, но впервые строить на немь послЁ- 
довательную систему иреподаван1я анализа, вы- 
двигах на первый идань творему о среднемъ вначен1и. 
Впослфдотвги мы еще остановимся на этомъ подробие. Эти теори 
принодлежать, ноночно, изправлея1 1 21, такь какъ он система- 
тично логически разрабатывають извёотную область, изолированло 
отъ другихъ областей. Между тёмъ эти теорти иб оказали кихакого 
вмяня на нашу школу, ‘хотя онё были вноляв способны разру- 
Нтить- старые предразсудки противь дифференщальнато и инче- 
трального исчислевя. 

Изь дальнёйшаго раввин математики въ ЖХ вм я 
отмёчу лишь очень немногое. Прежде зсето’ я назову. нёкоторые 


усп®хи, принадиежане направлению В: позининють повая 
теонетр!я, малематитесная физика и теор1л функ- 
и1& комилеколаго перемйннаго по Коши и РимаЕу. 
Вождями при возвикповени этяхт трех облирпыхь областей были 
сперва фрапдузы, Злёсь умЪетно будеть сказать пфеполько 
вловъ о слилв математическаго изложен, У Евхлида 
вы все найдете расчлененнымь по схемё: „предиоложешще, утлер- 
ждене, долазательство“, къ которой онъ. еше присоединяетъ 
„опродёлен!е“ (отграничеве области, внутри которой дфйстви- 
тельны разеуждевя); въ шировихь кругах зы можете встрфтить 
мифне; по которому вся математика веетда движется по такой 
&хем въ четыре такта. А межиу тёмъ, какъ разь эт тотъ пе- 
р1одь, о которомъ мы сейчаеь говорим», у французовь стала 
вырабатываться новая художественная форма матема- 
тическато ияложен1я, которую можно называяь искуено 
расчлелоьнной дедуки! ей. Сочинешя Монжа или, чтобы 
назвать болфе новую лнигу, „Курсь анализа" Пикара (Р\сага, 
„Тгайв @’апыЙузе") читаются совебмъ, кажь хорошо написанлый 
увлекательный романь. Это стиль свойственный ма- 
нерь В, тогда какъ Е вхлндово изложен: е внолив род- 
ственно манер 1. 

'Изъ н8мцевь, едвлавшихь велиюя завоеваыя въ навван- 
ныхь областяхт, я назову еще Яноби и Римана и присоединю 
сюда же изъ новёйшаго времени Клебща и порвежща Ли. 
Вов они существенно принадлежать направлен|ю В, 0 
только по временамъ у ляхь замвчается алгориемическая 
тендеЕц} я. 

Съ Вейерштрассомь снова сильне выотупаеть ка 
первый плакъ методъ мышления -/,— начиная съ 1860 г., 
когда онъ оталь читать свои лекцги зъ Берлин». Теорцо функц 
Вейерштрасса я уже приводихь нодь литерой 21. Въ равной 
степени припадлежать тнну М новёйш!я изол дования 
объ ъэкотомахъ теометр!и; здфев мы имбемъ изсяфдова- 
я совоёмь въ духё Ивклида, которыя и по изложению снова 
приближаются къ указанному выдие типу. 

Этимъ мы закончимъ дашь кратей иоторичесвй 0630рЪ; ВЪ 
качеств ого результата мы мощемь сказать, что за пфлыя сто- 
лёт1я иотгор}и математики оба наши главнёйш1я 
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пеправлен|я развит!:я появаяются равпомрно 
и что каждое яз нихь пн часто кавъ разф их 
смна приводили вт велинимъ уси хамъ наунн. 
Такимь образомт, малематиха только ‘тогда сможеть равномёрно 
развиваться по веЁмь направленямъ, когда ни ОДинъ изъ 
зидовъ изсхдонан:я пе будетъ оставленту въ прб- 
цобрежен! и. Пусть каждый мичтематикь работаеть въ томь 
направлошя, къ которому ложить его сердце. 

Но швольнос пренодавант{е, къ сожалнИю, находится, 
хакъ я уже отмфчаль, уже съ давпихъ поръ подъ односто- 
ронинмъ господетвомъь направлентя 4. Всякое дви- 
жеше въ пользу реформы математичеокага образованы должно, 
поэтому, ратовать за болфе сильное выдфхен!е. на- 
дравленя В. При етомъ я считаю необходимымъ прежде всего 
провести въ проподаван1е генетяческ!й методу, 
болве настойчиво подчеркивать нагхядныя, пространстве 
ныя предоставлен: я в, въ особенности, выдвинухь на первый 
плань понят!е о функц!и, слуяя при этомъ предета- 
влей1я о прострацствВ и числ. Этой ме ифли должны 
служить и настоя ]я лекция, т%мъ бодфе, что въ тёхь книгахь 
по элементарной математихр, къ которымъ мы вообще воегда. 
обращаемся за соВьтомь, каковы книги Вебера и Вель- 
штейна, Кропфке, Симона, почти исключительно пред- 
оставлено направиеле +1; на этотъ контрасть я указываль уже 
30 введени къ этому курсу. 


АЛГЕБРА 


ВВЕДЕН, 


Я начну съ того, что назову вамь нфоволько учебни- 
ховъ по алгебр, чтобы немного орентировать вась среди су- 
ществующей весьма обтиркой литературы. Прежде веего л упомяву 
о „Сопгв Тао ёЬге“ Серре (3072680) *), который раньше и 
у насъ былъ въ большомъ ходу и имЗетт, за собой крупныя заслуги. 
Но теперь у касъ пользуюзся распространенемтъ два больших н- 
мецкихь учебника: „гергфасй 4ег А1ребта” Г. Веберь 
(Н. орех, 2. Апй., Велопнойлуе! я 1898/.) и „Ус озинаен ИБек 
АЛ керра” Е. Нехта (В. Мейю, ефуие 1896/1900), каждый въ 
двухь томахъ; оба содержать чрезвычайно много трудныхь вс- 
щей и вообще предназначены, главнымь образомъ, для дальн й- 
шаго спец1альнаго изучен!я алгебры; для обычныхь 
потребностей кандидатовь на должность учителя они кажутся 
мнЪ слилжомь обширными и, во веякомъ схучаз, слищкомъ до- 
тогимя. Въ большей етепени отвфчають такимъ требоващямт и 
легко читеючон „Лекц1и по алгебр&“ Бауера**}, когорыя 
лочня не выходять за предёлы того, что должежь знать учитель. 
Съ практической стороны, въ омыслв численнаго уышешя 
уравненй, можеть служить дополнешемь къ этим лекщамъ ие- 
большая книжка пашего професор» Рунге „Практика 
уравнон! В“ ***), которую я могу только настойчиво вамъ ре- 
хомендоваль, . 

Обращаясь теперь къ нашей темВ, я должень предупре- 
дить вахь, что, по самому характеру этихъ лекцёй, я, конечно, не 

*) А. Серре. „Курсъ высшей аптебры“, 
**) @. Вацет. „Уоезиаиси Яъег А1щобга“. Берия 1908, 


5%) 0. Вии. „Ргажмн дог @1евиирол", Зала иие ВсвифееЕ ЗУ. 
ырие 1900. 
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могу дать здфоь систематичесвига изложьн1я 
алгебры; я могу лишь дать отдёльныя выдержки, такь 
чго будеть наиболье пфлесообразнымь, если я ныдьлю таки 
вещи, которыя неснраведливо опускаются другими эвторами и 
хоторыя в то же время способны нредетавить въ особевномь 
осващени иткольшое обучете, Бее мос изложеые будетъ груп- 
пироваться вокругъ одного пункта, а именно звокругь прим &- 
нен!я графическихь и вообще геометрически на- 
тладныхь методовъ къ рёшен!ю уравнен!. 910 5- 
отавдяеть содорщане крайне обширной и богатой различными 
соотношенями главы, изъ которой я, конечно, опять-таки могу 
выхватить только рядь наиболфе зажныхь и интересныхь ве. 
щей; мы будемъ при этомъ вотупать въ органическую связь ст, 
различ  лими областями, занимаясь, такинъ образомь, матема- 
тикой въ сомыелй нашего эволюц!оннаго ряда В. 


1. Вещественныя уравнейя съ вещественными 
неязивотными. 


Мы ограпичимся сначала уравнешями съ вещественными 
воэффищентами и вещественными зночетями неизвзотныхь. Ком- 
плевоными величинами мы займемся позже. Начнемь съ очень 
простого частнаго случая, 


1. Уравнен!я, содержащЕя одинъ параметръ. 
Это уранненя такого типа: 
Де = 


Мы получимъ нанболве просгов геометрическое толкова- 
18 ихъ, если замйнимь А второй перемзиной у и станемь 
разематривать 


У(х, д =0 


жазъ уравневе кривой въ илоскостя ху-овтЪ (рие. 1). 
Точки пересбчен1я этой кривой съ па`раляелью 
у=А КФ оси абециеск цають веществевлые корни 
уравкен!я /(х, 4) =0. Есин приближенно” начертить . эту 
зривую,— что пря не слишкомь охожныхв фунвщяхъ / нетрудно, — 
10, перемёщая паражлель, о дегхо мото вилфть, казь при изм$- 
нени 4 ивмфняется число вещественныхь корней. Особенно пря- 


52. 


тодень этотъ премт, когда Х есть лицейная функиГя 
хоть 4, т. в. для изолбдованя уравиешй вида 


ФФ. =0; 


дайотвительно, въ этомъ случаев уравлеше у == г дветь рапо- 


нальную кривую, и ее поэтому легко построить. Въ этихь слу- 


ых 


аяхь указаннный методь можеть быть съ пользой примёненъ и 
для дВйствительнаго зычиелешя корней. 

Равемотримь въ качеств примфра квадратное 
уравнен! о 


д ах—А = 


Кривая у—я?--ах представлять нараболу (рис. 2), такъ 
что сразу видно, дия какихь значений Я число вещественныхь 
‘порней уравновя разно”, 1, 0, соотвЯтетвенно горизонталямъ, 
‘первсзкающимъ параболу в 2, 1, 0 точкахъ. Выполнен! такихь 
простыхь и наглядныхь построевй хажетея мнЪ весьма полез- 
нымъ идля высших классовъ школи. Ву качества второго примёра 
возьмемъ. вубичебкое `уравнон!е 58 -- 4х? 6х А ==0, которое 
давть намь кубическую параболу у==2-- а? —- 6х. 
Смотря по значению хозффищентовъ а, $, эта парабоха им®ёть раз- 


личный зидъ. На рис. 3 принято, что уразнене 22 ---ах--6==0 
лыфетъ вещественные хории; тогдь видно, ках параллели раздВ- 

ЛятТСя НА ташя, которыя 
з вотр8чаюту  парабоду въ 
одной точкф, и на тая, кото- 
рый ветрёчають её въ трехт, 
вощественныхь точкахъ,тог- 
да какк въ двухъ предёль- 
ныхь положешяхь имфемл, 
до одному двойному порию. 


2. Уравнен1я съ дву- 
мя нарамезтрам н. 


° Здфев трафичеекая по- 
становха проблемы требуетъ 
больте искусства, но за то 
и результаты оказываются 
. болфе значительными и бо- 
две иптереслыми. Ограпичимея тЬмь случаем, когда оба па- 
раметра 4, й входятъ линейно; неизвфетную уравиеня 

обозначимъ черезъ 2 
о тогда уравнено, веще- 
ственные кории кото- 
раго требуется ` опре- 
дЬлить, будегь имёть 


Рис. 2. 


" ы ` / ВИД: 
ь 
и ^^ Фф-ахю+ а 
8.20 =% 


ТФ ф, д, 4 обознача- 

ть нЪкоторые много- 

Рис. 8. ЗдОНЫ ОТЯОСИТеЛьНО #, 
Ееди х, у обозна- 

чають обыкновенныя арямоугольныя хоорхинаты точки на плоеко- 
оти; то вельзя прямая въ этой плоскости изобравичей уравкешемъ: 


Уф их-р9=0 {2) 
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и мы можемъ назвать м, о координатами прямо (—\ 
есть тангенеъ угла, образуемый прямой оъ осью х-овЪ, (— ®) выра- 
каеть отрёзокъ, отофваемый прямою на оеи у-овъ (рис, 4). Ели 
ечиталь точку и пря- 
мую и соотвЬтотвенно |й 
координаты точки я Ги 
прямой равнопразны- 1 
ми понятями, то этот р | а 
взгляду, окажется 060- ры | 
бенко вожнимъ въ 7 | 
пальнёйтемт, Мы мо- ра } 
жемь сказать, о что | 
уравнен!е | 
у их+9=0 
означает соеди- Рис. 4. 
нежное положе- у 
я!1е дрямой мо и точкя Жу, т. в, что точка лежить на 
прямой, & прямая проходить чврезъ точку. 

Чтобы истолковать геометрически наше уравненйе (1), при- 
ведемъ его въ виду (2), чего можно достигнуть двумя, суще- 
ствекно равличнымя, способами: 

А) Полагаемтъ: 


_#0) 
7+0’ 


#4, ==. (85) 


Уравневя (3а) изображают при перемвиномь / вполи& опре- 
двленную рац!ональную кривую вр пхоености лу, 
такъ лазываемую „опредёляющую кривую“ (М№огшкигуе) 
уравнен!я (1); всякая вя точка соотвзтствуеть опредфленному 
значенНо 4 тань что на ией можно нанести скаху значе- 
н1Й 2 На основав! соотношенй (3а) можно непосредственно 
зычиехить сколь угодно точовь кривой и поотроять такимь 
образом» достаточно точно опродфяяющую кривую съ помощью 
ея скалы. Для каждой опредфленной парм парамотровъ 4, в 
уравненя (85) ивображають изкоторую прямую въ плосости; 
хотди уравиене (1), согласно оказанному, выражаеть, что точка # 
опредёляющей кривой лежязть на этой прямой. Разсматривая 


-д®, 
+0’ 


(ва) 


во дБНетвительныя перосвчен1я опредбляющей 
кривой съ этой прямой и отечитывая значен! я 
параметра въ нихъ па скал кривой, можно под у- 
чить вей вещественные корни уравнентя {1}. 


Для лучщаго улонешя 
уравнен1е 


послужить намь квадратное 


В --и=0. 


Опредфяяющая кривая предотавляать в 


и, х 


Рис, 5. 


# или у= 


зомь случаВ параболу: 


2 


изображенную на рис. 5 съ на- 
мВченной скалой по которой 
сразу можно прочееть воществен- 
ные корни нашего уравнения, 
казь перебфченя параболы съ 
прямою у-- 2% . Гожт, ри- 
‹унокь 5 показываеть, что корни 
уравнешя #-—#—1=-0 лежать 
между из и между — //н— 1. 
Существенное отлищ{е оть преды- 
дущехо метода завдюзаетея въ 
томъ, что здвеь мы равематрива- 
емъ в0& прямыя илоскости, тогда 
какь раньше мы брали ТОлько 
торизонтали. Зв то телерь 
мы можемъ, польвуясвь одной 


и той же разь качерченной парабохой, приближенно 


рашить вов возможныя 


ввадратныя уразнея!я. 


Послёднй метоль оказывается дЪйствятельно лригоднымь для 
практическихь дёлей, воли только пе требуется значительной 


точности. 


Аналогично можно традуовать вой кубическ1 я уривненя, 
которыя, какъ извфотно, посредотаомь линейного преобразован! 
приводятся къ таль называемой ‚приведенной форм“: 


вии; 


346 


хиредёляющей кривой здоь служить кубическая парабола 
{рие. 6): 


7 нан у 


И зтоть мезодь предотавлиется миё виолнв умфетеымъ въ 
чиколь; ученики паходячь, невомифино, громадное удовольетв!е 
въ свмостоятельномь вычерчиваюи подобныхт, иривыхт. 


В) Второй методь толковав!я уравнен|я (1) 
получая изъ  перваго, 
ослы  примбнить приз з 
цииъ двойатвенности, 
з. в. если обмфнять мФота- 
мн координаты точки и коор- 
динаты прямой, Для этого и 
перепишемт, уравнен{е (2) въ 
обратномь поряди%: 


ехн-+. 


и приведемтъ уравнен!с (1) р 
кл. этому виду, полагая: 


О = 
40° 40) 


=0 


‚ (32) 


4) ис. 6. 


Утавнены (42)  щедега 
влнють, при перемфиномт. #, семейство прямых, огибающихь иё- 
которую опредёленную кривую, „опредёяяющую кривую“ 
уравиеня {1) въ этомъ повомъ ‘ето иотолковани; это рац1о- 
лальнья кривая опредёленнаго класса, таюъь каль 
ока выращаотся въ коорданатахь прямой посредотвомь ратфо- 
нальныхь функций одного параметра, Каждая масательная н 
вмфотй ст иею ея точка кабашя получаются при опредвленному, 
зналовн / тажь чи мы снова получаемъ н®котортю скайду из 
опред ляющей кривой, Нанося ва чертежу, достаточно 
много паволельныхь па оеноваи уравяен!й (4а), можЕо по- 
дучить кривую и скалу 55 любой степенью точности. Пря опре- 
дВленвыхь  значетяхь А, уравнеше (1) говорить, чло каса- 


ат 
чельная # къ опредфляющей кризой (4а) ироходить через 
зочку |, выражвемую уравнешями (31); такимъ образом мож» 
не получить вс воществонные корня уравнен!л (1), 
еелн опредфлить т® значен!1я параметра А кото- 
фыя принадлежать вовмъ касательлымь въ опре- 
дляющей кривой, проходящимь черезъь точку 
ЕЙ, = и. 
Дня лучшаго уяснеыя раземотрямт снова тв же приубёры. 
Для квадратнаро уравиеяЁя 


я--Ы--и=о 


опредёляющей кривой является огибающая прямых» 

=, веб 
это—парабола ст ве]ипикой въ начал координалу (рис. 7}. 
Чертежь даетъ сразу вещественные корня, соотаётотвующие” дал. 
ной парб значений 4, и въ видв параметровт (#) касвтельныхь ил па- 


рабола изъ точки Ди. 
Для нубическаго уравнея {я 


вии =о 


‚5 и=Е 


хпродбляющая привая 


= 


естк криван 8-го клисоа, имфющая точку заостреня 3%. нат 
чая координатт (рис. 8). 
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Этоть методь можно представить еще въ нф- 
сколько другом вид8. Если разоматривать только такъ 
называемое трехчленное уравнен1е 


ино, 


то система касательныхь опредфляющей кривой 
будеть предотавлена уравиешемт, содержащимь иараметръ # 


ое ау но. 


Чеобы получить уравнен!е опредёляющей крявой въ точеч- 
ныхь координатахь, надо, кожъ извёетно, исключить параметрь 2 
изь этого уравнеыя и изъ уравношя, получаемато ияъ него 
дифферениироваемь о #*) 


Рот" пай 


дЁйствительно, опредвляющая кривая есть огибьющел семейства, 
трямыхь, содержещан точки пересфчещя каждыхь двухъ олёиу- 


*) Ибо олредвляющая кривая воть нечто иное, какь орибаищая се- 
мейотва иривыхь, имражаомыхь уравнещемъ /() = 0 въ координатахь, 
ж,у к при парамотрь #. Ред. 
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ющихь друг за другому, прямыхь (и #-- 44). Выфето того, 


чобы исключать А выраяимь изъ обоихт, уравнешщи &,у через И 
1и--п а 
> ео 5 
Е ы й ( ) 
это сеть уравнен!е опредёллющей кривой въ коср- 
динатахт точки, 
Для опредвляющихь кривыхь квадратнаго и кубическаго 


уравношя, ввятыхт нами дли кримйра, получаемь по этому ©ло- 
<обу: 


я 


= — 21, | 
а ==— ВА, р 
эти уравнеяя дёйствательно выражать кривыя на рис. 7 и 8. 

Замфчу, что этоть пруемъ проводится на практикь профес- 
соромъ Рунге (Васе) въ его левшнхь п упражненыхь, и что 
онъ оказываетея особенно ифлесообразнымъ дла дёй- 
ствятельнаго рёшен1я уравнен!й, И въ школ можно 
рекомендовать использовать при случав тотъ или другой изъ 
этихь чертежей. 

Еоли сравинтв между 0060й оба раземотрённыхь нами спо- 
<0ба, то окажется, что ло отношенйо къ одной опредёленкой, но 
весьма важной, пбли второй способъ иметь сущестяен- 
ное преимущество, —а именно: въ лёхъ случаяхь, когда 
хотять получить наглядкое представлен1е о сово- 
хупности вовхь т№хь уравиенй ‘опредёленнаго 
типа, которыя имфють данное число веществен- 
нихъ корней, 

Тая совокулности уравнез!й изображаются при первомъ 
610606 системами прямыхъ, апри второмъ—облаетями 
точек; иослёдыя формы совокупностей, в% силу’ пбкоторой 
особенностя нашихь геометрическихеь предотавлемй или мо въ 
сялу привычки, намь существенно легче наглядно 0еб® предетв- 
зять, ЧЬыъ первыя. 

Теперь я хочу. показать наприм#р\ квадратнаго 
уравнентя, чего можно достивнуть въ.этомъ. нанравхени; въ 
эчомЪъ случав черевъ точки, ложащ1я внутри парабо- 
ны (рис. 9), не проходить ни одной касательной въ 
ней, д черезъ каждую точку, взятую вн параболы, 
проходить по дз дАйствительныя касательныя; 
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такимъ образомт, эти области изображають вово- 
куцкости вефхь уравноитй, имфющихь 0 или © (ве- 
щественных) корня, Черезъ кождую тозку на ей- 
мой параболв проходить только по одной каеа- 
тельной, которая принимается за дзойную; та- 
кимъ образомт, кат здесь, такъ и вообще сама 
опред ляющая кривая является теометрическим о 
мустомт точект, Для воторыхъ два корня уравие- 
и1я оовиадають; волёдотне этого её лнудно чазвачт дискри- 
минанткой Ернвой 

Въ случай кубическаго уравнен!я черезь каждую 
точку внутри клина опредёляющей кривой про- 
ходить по 3 касательныхь къ ней (рис. 10); дВНегвя- 


Ряс. 9. 

тельно, для гочевь, расположенных ча орединной лини, это си}. 
дуеть изъ симметричноети фигурм; 0ъ другой же стороны, число 
касательныхь но можеть измывияться, воли переходить иъ другемь 
точкамъ, ие пересфкая при этомть крявой, Когда точка х|у по- 
падает на кривую, то два кория изь трехъ совпа- 
дают; когда же эта точка переходить въ область, 
лежащую вн кривой, то эти два корня становятся мии- 
мыми, и остается только одинъ вещественный ки- 
реив. Навонепе, въ осетр! кривой имземь только одну 
тройную касательную, такъ что соотвётетвующее урав- 
ноне (0) имфетр тольшо одинь тройной корень. Чертеж 
позвохиоть охватить эту труипировиу оддимь взглядом. 


09 

Фигуры нолучаютси още интереетво и дають оущеетвеино 
больне, если звоети, — закь ато часто нриходитея дёзать въ 
‘элгебрф, еще ивкоторыя ограннчел?я для корней: па- 
примбрт, еели задатья цфлью найти воЪ зощественные 
корни, лежащ1е зъ данномъ промежутьй 4254. 
Общуй отвёть на этоть вопроеъ Дает, каз иввфетно, тео- 
рома Штурма (Зниан). Нетрудно тавь дополнить наши фигуры, 
чтобы онф давали удовлетиорительное наглядное рмпан!е и этого 
общаго вопроса. Построимъ для этого лониюту касательных 
въ опредбляющей кривой, соота тетвующея зиа- 


Тие, 10. 


чен1ямт параметра 2, №, и разомотримь получающееся 
равджлен!е плосковги из области. Бели иримёкить этоть иремъ 
прежде всего опять къ квайратвому уразнен:ю, то во- 
иросъ сводатея кь опредёлен!ю числа касательныхт, 
воторыя проходятъ через данкую точку и каса- 
ются параболы въ точкахъь ея дуги между й ин № 
{рис. 11). Черезъ каждую точку треутольника, образуемато этой 
дугой параболы и обёими „основными“ касательными, проведен- 
ными черезь концы дуги ‚4, проходять по 2 касательный; при 
ъпореходй мерезъь каждую изъ основныхх касательных теряется 
одна изъ касательныхь, ибо она касается иараболь вн эвятой 
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дуги; черевъ точки свриовидныхь областей, ограниченныхт, пара- 
болой и одной изъ основныхь касательнахь, не приходить як 
одной прямой, касоющейся параболы в, тачкахь дуги (/, &); 
черезь виутрешя чточкн параболы вовее не проходять дёй- 
ствитольныя касатольныя, Такимтъ обрезомь, 006 дури (< И нь 
для получающеговя ири отомъ разивленя илоскости не имфють 
вуществелнаго значеныт; осляютея только спаошныя линия ри- 
вункь 11, благодаря которымь мы получаемт возможность, поль- 
зумеь проставленными числами, ясно обозрать сововуи- 
ность тахъ квадратных уравнен! И, вкоторыя имё- 
Ютв по 2, 1, О веществонныхь корней между д ий, 


Точно тажь же постуцаомъ и 05 вкубическимъ уравие- 
н1омъ. Пуоь 4 >0, & < 0. Сиова проводимъ основимя. каса- 
тельныя оь отимя значениями параметра (рис. 12); надо раземю- 
трёть только то равдёлен!е на облабен, которое производят эти 
хасатольныя и завлючениая между ними д]та опредфаяющей 
кривой. Въ четырехугольной области у остря дествительно 
черезь каждую точну проходить мо три вещественныхь каса- 
тедьныхь, касающихся кривой въ точкахь дуги между А иь. 
Если принять во вниман!е, что при переход черезъ каждую изъ 
основных» хосвтольныхь терявтея одна, а при пераходь черевъ 
кривую — дв касательныя этого рода, что непосредетвеняо видно 
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по чертежу, то получаотся указанное распредёленте 
областей, сооти\ тесвующихь уравнонямь с 8, 2, 
1, 0 вощественными корнями мемщу & нА. Чтобы 
составить (668 предетавлене объ огромпой польз в гра- 
фичосваго метода, попробуйте только онисваь ти аВ-- 
ТрасЕо это подравдфлен!е пубическихь уравнений, ие апиолируя 
ни къ какиму иространетвеннымь образамь; это потребуеть у 
ваеь несравненно больше времени. { Доказательство, которое 
здвоь постигаотся при одномъ ваглядё на чертеж, тоже окажется 
чогда далеко не простымт. 


Что касается отношен{я этого гоометрическаго 
метода къ извфетнымъ алгебраическимъ кретс- 
в ямь Штурма, Декарта, 
Вудана-Фурье, то я замечу 
только, что въ настоящемъ слу- 
чаф геометричеяй методь охва- 
тываеть вефхь ихъ. Боле нод- 
Тюбный разборъ этихь интерее- 
лыхь соотношенй вы; вайдоте 
въ моей ‘работв „ео тевг1- 
сПез гиг АБаН1ина Чег 
Мара [а &1хергаззепег 
@1еЁеВалбен“ („Приложене 
теометри въ подсчету корней 
алгобранческихь уравиени“} въ 
Рие. 19, „Евталогй  мотематичо- 
скихъ моделей“ Дика"). Я 
охотко полгзуюсь отимь случаемь, чтобы обратить выше внима- 
{в на упомянутый каталогь: поолёдий былъ изданъ по поводу 
выставки, устроенной въ Мюнхен въ 1898 году „Союзомъ гер- 
манскихь математивовь“, и по ве время является лучшимь по- 
собюмь для орентированя въ вопровахь, касающихея малемати- 
несвихь модолей. 


*) №. Русь, „Камов паотвызонег ива шаетаивой-рпувйав- 
зебег МойвПе, Аррагай ила Тизётитетйа", Мупенои 1892, а таже добавие- 
вые (МаоВеав) къ мену, МИпонел 1898, 
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3. Уравнен1я съ 3 пвраметрами 4, у, *. 


Обратимоя теперь вт, разомотрян\ю четырехчленнато урав- 
‘неня оладующаго зада: 


Ри (1) 


примёнимь методъ, совершенно аналотячный прежнему, съ той толь» 
ко разницей, что теперь мы используемъ не плоскость, а трех- 
м6ёрное пространство. ВыйетВ 0$ тВмъ напишемь теперь, 
наряду съ заданнимь уравновемъ, то услове геомотруя въ про- 
стравить, которое выражаеть, что точка х|у|з и илоскость ось 
плоокоствыми координатами и|е|а нахолятея въ „соединенномь 
позожени“ (т, е, что илоскость содоржитъ точку}; 


зна уе 0, (2) 
и хи ув + 2=50.*) (8) 


Это уравнеше, налясанное въ той илн въ друтой послф- 
довалельности его членов, мы будемъ отождсатвлять съ иеход- 
нымъ уравнешем» (1) и придем тотда, кащь и раньше, вт, двумь 
интерпрегащямъ, находящимзя между собой вт, откошези двой- 
отвенноети. 

Полатаемъ сперва, 


или 


Ву; (2) 
*) Уравневю вида (2) них (3), какъ извфетнь, выражает плоскость 
въ декартовыхь координатахь. Каждой спотемой коэффищентовъ и, и, 
опредфияется одеа няоскоеть: эти количества и называются координа- 
тами плопвостл, Если д, у, = суть докартовы координаты вфкото- 
рой точки, в в, м коордиваты нёкоторой плоскаоты, то уравие- 
и (2) зыражаеть, что точка ипежить на клоекости, или что плоскость 
проходить черовъ точку. Шейн дать въ этомъ уравнены коэббищен- 
ВА и, 2, м посхоящныя зиачешя, оставяя 4, у, = поремфчными, то 
оно зыразить въ декартовыхь координатах плоскость (1, и, 9); т. в. 
му уцовлетворяють координаты вебхь ТЬхь точекъ, потирыя ибжать 
вЪ этой плосноети, Обратно, ‘есии зцвев дать’ постоянное значене 159- 
эффищентамъ м, у, =, тоуравневш {2} удолдотворяють коорднпаты 
и, % 22. твхь плоовостей, которыя проходять черезъ лостояняую точку 
(#, 5, 2): 870 воть уравнеше точки ву, плоскоотныхь координатахь, Объ 

этой яменно двойственности авторъ и говорить ини Ред. 


эими уравнонями опредфлиетея ифиоторяя кривая въ при- 
странствй, „опредфляютая нриван“ четырехчлен- 
наго уравненя ко скалой значен{й параметра г. 
Лаль 


полавломнь: 


Г) 


тогда уравшние (1) показывлетя, иго пещоственные корих 
хапнаго уравнеш!я тождественны во значенями 
нараметра для точевт норссф чен!я опредблающей 
кривой (2"} въ плоскоетью (27). 

ЗТользуяеь приняиномъ днойственноети, полагаем: 


ви {8") 


эхя уравнещя опредвлятот однократко безконечный ком- 
нлецст "®) плоскостей, которыя можно разематривать, кайъ 
воприкасающ{лея плоекоети ифкотарой опред $- 
ленной кривой вт пространства, также отнесен- 
ной тавимт образомъ въ параметру #; въ виду тахо- 
то опредфлещя этой кривой въ илоскомтныхь хоордянатахь, ее 
можно противопоставить, как опредёляющую иривую опредлен- 
па клався, прежней кривой опредфленааго порядка, Раз- 
сматривая телерь наряду от нею точку 


= = ( 


я ”, (82) 


2, у==и, 
заходим, что вещественные корни {1) тождественны 
созвначентями параметра г для тфхъ соприкасаю- 
щихся плоскостей. кривой (3"), которыя проходять 
черезь точку (3*}. 


+) Жели точла х, у, ® дежить на плоскости (22), то координалы 
вя удовпетворяютт уразнен{ю (2), которов теперь принимаетъ зидъ 


„ Эа + ==0. 


Еешн тв же точка принадаежить вривой {2" 1 то посибдиее уравпень 
пореходить въ уразленше (1). Рад. 

**) Подъ и-кратно бевконелнымь комплевоомь илН со” дови- 
мають такой комилекоъ, элемеяты котораго однозначно опредфаяются 
зпачешями # иараметровъ 2,#,,..Ё№,пробЪъгаложихь вов вецественкыя 
значешы въ вЪкозорыхь. ииторватахь, Рад. 
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Остается на воцкретныхь примфрахъ глубже вннг- 
нутьЕЪ омысль обфихь инторпретай; дхя той и дия другой мы 
имемтъ въ нашей коллекии модели, которыя я теперь вамь нохаяуу 

Порвой ннтерпретац1 о воспользовился проф. 
Мемха (МейшКо) въ Штутгарт8 при зостроеня 
аппарата для ичнсленнаго рёшентя уравкен!й. Въ 
этомъ злпарытй (рис. 18), сдфлациомь изт, латуни, вы видите 8 
зертикальныхь столбика со ека- 
ламп; въ ашиарать помфщають 
зырёзалную вт. вииё шаблона 
опредфляющую кризую четырех- 
чиеннаго уравновя 8-ой, 4-ой 
или 5-ой отопени. Но только, въ 
отличю отъ малего изложения, 
принята не обыкновенная прямо- 
угольная система коорди- 
натъ, в такая, что воор- 
динати плоскости, т. ©. 
козффищенты м, т, # уравненя 
ллоскости, предотавленнаго лъ 
видв (2), изображаются 
хакъ разъ тфыи отрёв- 
вами, когорыв соотввт- 
езвующая плоскость о1- 
офкаетъ на омалахь трехъ 
вертивальныхь отолборь Рис. 13. 
и которые можно оточитать мо 
нимъ. Чтобы имёть возможность фиванроваль опродёненную пло- 
своеть въ пространства: и-==А’е==рьш==и, къ переднему 
®-отолбику придёланъ визирь, который можно установить на лю- 
бомь дёлеши ожалы 7; дёленя же Ди п на скалахь столбов и ит 
соединяють натянутой низью. Лучи зрёя, идущую отъ визира 
хь точкамь этой нити, обравують кашу плоскость: ея пере“ 
вЗчентя съ опредбляющей кривой можно наблю- 
дать непосредственно, какъ кажущуяся пересЁче. 
н1|я нити съ шаблономъ, если омотрЬзь черезъ отверол1е 
зь визирь”); соотвфтетвующи значешя параметра, которыл 


`*) Точквь пересфченя плоскостн съ шаблонамь проектируется из®. 
Рад. 


от па нить. 
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являются иекомимя корнями уравкон!я, оточиты- 
ваемъ на папесенной на шабчонь чкалв зяачену 
{ для опредёляющей кривой, Стенень практиче- 
свой пригодности описаннаго аппарата зависить, конечно, 
‹ущественнымь образомъ оть тщательности аго механическато 
изготовлели. 


Для плиюстраши второго метода у насъ имфется мо- 
дель, построенная Рартенштейномъ (Намепяют) въ каче- 
отв работы для государственнаго экзамена. Она построена для 
такъ называемато приведеннаго вида уразнен:й 4-ой 
степени; 


ие шо, 4) 


3 каковомъ ВИДА, какъ извЗотно, молсно неносредотвенио предета- 
вить всякое уравнене 4-ой степени. Но сперва я изложу второй 
хетодь въ нфоколько измёненномтъ видв, какь я это уже продф- 
лалъ выше для уравненя съ двумя параметрами (огр. 148), 


Раземотримь одногратно-безконечную систему плоскостей, 
плоскостныя координаты которыхь выражены уравнешями (38°), 
тогда как ихъ уравнешя въ точечныхь коордикатахь въ на- 
отоящемь случай напишутся. такъ: 


о-в я 


Отибающей этихъ плоскостей являвтся совокупность 
прямыхъ, по которымь каждая изъ плоскостей /() ==0 перес#- 
кается съ сообдией ор пею плоскостью Г@-Р 4) =0; иначе 
товоря, это есть развертызвающаяея поверхность, 
уравиен!е которой получается исключен1емт #2 
изъ уравнеонЕй 70) =0 и (4 ==0. Чтобы получить опредё- 
ляющую гривую, надо разсмотрёть кривую соприкаезЕя семсй- 
ства плоскостей т ев геометрическое мВсто 
точекъ, въ которыхь пересвкаются каждых 8 о0- 
оЪди1л плоскости; это есть; какт, извветно, ребро вов- 
врата’ развертываюжейел поверхности, коорди- 
наты котораго въ фуниц\и 2 получаются изъ трехь 
уравнея! й; /()=0, РФ ==0, Г =0. Въ данномь случа 


Эти уравнетя наити утея такъ: 
прави 
48 -|- 
ПРА аа =0; 


изр нихь паходимт: 
8® в ВА, 6) 


— ву 


Это — уравнен{е въ точечнихь коордицатахь опре- 
дфлнющей кривой уразнеян]я (4), взятой но клиеву: 
въ плобкоссныхя,  координатахт эта ме кривая выражаетсн 
уравневемь (ем. 3"): 


18) 


Оба уравненя относительно # четвертой отепони; слвдовательно, 
опред? ляющая вризая ирянадлежить какъ въ ч6- 
твертому клазоу, таць и къ четвертому порядку. 

Чтобы ближе познакомиться въ этой кривой, раземотримь 
нЪеколько проотыхь поверхностей, погорыя содержать 
е^. Прежяо всего выращевя (2) муздественно (отвобительно 2) 
удовлетворяють уравкенио: 


и 


т, в. наша кривая лежить на ивображаамомъ ЭТИМ уравненамь 
параболическомь цилвидрВ второто корядка, про- 
язводищ1я которако параллельны оси у-овъ. На, с 
другой стороны, имфеть также мйето соотнолене: 


талуь что и отомь обыкновенный кубическ!й цилиакрт 
съ производящими, параллельными одни 2-овЪ, прохо- 
дитъ черевъ налзу кривую; ола иредетавяяе ть, вптрочемъ, 
полное нересчон!е обояхф цилиндровъ, лежащее 
въ конечному удален} и, На основан этого можно легко со- 
ОТАВИТЬ 0968 приблизительное предетавлене о ходё опредзляющей 


рив она предстанниету собой кривую двонкой 
кривязны, раслоломенную вимметрично па о\но- 
шон!ю вт плоскости ха и имфющую остр!е но НА- 
ча координатъ (рис. 14). 

Далфе, черезь нмпу опредфляхищую кризую проходять еще 
и сдующая поверхности зторой степени: 


такъь какъ и ото соотношене удовлетворяется выраженями {5) 
‘тождестваяно относительно #. Изъ уравнешй этой поверхности и 
зубическаго цилиндра составимь еще слёлующую линейную ком- 


Рив. 4, 


бицацёю, которая предотавцяеть повую поверхность тро- 
тьей степени, проходящую через опредвляюжую кривую: 


Разсмотримь теперь развертывающуюся поверх- 
кость, для которой опредфляющая кривая предегавллоть ребро 
возврата и которую мы можемь опредёнить, поэтому, какь ©0- 
зокупнбсть всёхь касательныхтъ въ опредьляю- 
щей кривой. ели кривая въ пространств задана уравие- 
ями зада: 
= 90 ,у == #520, 
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то населельная къ ной въ точкф # выразится уравненями: 


х=-Н ор, уф -Е о. 10, = КО-Е о, 


тЛЬ о веть параметръ: лёйствитольно, косилусы направлейя ка- 
сатольной, какъ извфетло, пропорщопальны производнымь коор- 
динать кривой по #. ели разсматривать и р кажь поромвиную, 
то поолфныйя уравньня съ двумя параметрами фи о азображеють 
развертывающуюся поверхность, состоящую изъ пасдтельныхь; 
308 эз0 хорошо изъфотныя соображения изъ теометрёи въ про- 
странствё. Для нашей кривой (5) это изображен? е раввер- 
тывающейся поверхности имфеть слФдующ/Й видъ, если 
вя координать, въ отличе отъ кооординать кривой, обозначить 
чврезъ Х, У, 7: 


Х=—6(0--20) 
У= 8(й-- 307) {1) 
= —8(А-- 408) 


Это н ость та поворхносвь, которая воспроизведена ла упомяну- 
зой модехи Гартенштейна, а именно—6вя прямыя изображены 
здВеь назянутыми нитями. -- Это нзображене поверхности въ иа- 
раметрахь даоть само по себё наипучине опорные пункты для 
лзелздован!я и дАйствительнато поскровшя ея; мы слфдуемт, 
собственно говоря, только старой призычиф, хогда все же спра- 
шиваенъ, каково же самое уравнен1е поверхности. Это урз- 
внене получится, вели исключить Ги 0 изъ снотемы (7), Я покажу 
вамъ самый простой пруемъ ддя достиженя этой пвхи, хоз я и 
не могу здбоь эходить въ поиробное объяснен!е того, чо при- 
зодить ль тажому прмему и какое зкачене, по существу, имфють 
его отдёльные шаги, Пруемь этотъ соетоить въ томъ, что изъ 
формуть (7) соотавляють ташя комбинадуя; 

ры . 

у = 10 в , 

уз Х8 
т 


= 80°, 


хоторыя на самой кривой (0 = 0) обращаются въ 0, а, будучи 
приравнены нулю, изобращають изф изъ раземотрённыхь уже 
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выше снещальныхь поверхностей проходинихь чорезь кривую. 
Изъ этихь двухъ уравиошй легко молю изключить произведен 
0.Р, Что даетт уравненЕе развертывающейнся новерх- 
Нови: 


сафловательно, это поверхность 6-го порядка *). 
Относительно значения этой формулы я едфлаю для тЪхь, 
хто ближе знакомъ еъ предметомъ, вафдующуи замёчая: выраже- 
и, стояния въ смобжахь, предетавяяють собой не что иное, 
хакь инвар!анты оеловното биквадратнато ураз- 
пен]1я 4-ой степени вт приведенному видё: 
Пой тие =0; 
они играють большую роль въ твори эллиигичеекихь функолй, 
тдА ихь обыкновенно обозначають через 2, н 2. Лёная часть 
уравяемя нашей поверхности Д== д.3 — 270,2 является, хать 
изввотно, дискриминантолм уравиелия 4-ой степени, 
которое имфеть двойнов корень, хогта дискриминанти обращается 
въ куль. Такимъ образом, наша развертывающеяся по- 
верхноеть представляеть не что иное, кант дис- 
криминантную поворхность биквадратнаго урав- 
нен{я, т. ©. совокупность вобуъ точешь, въ которыхь посльднее 
имфеть двойной коронь, 
Посл& этихь теоретическихь разъяснев! построее нитяной 
модели нашей поверхности не иредотавляееь нихажихь иринци- 
Нальныхь затруднение: отоитъ только ка оеновак параметриче- 
окаго изображеня опредёлите а чочЕн, въ Которыхъ каватель- 
ныя, нодхежания  пибтроемю,  персевкають  извбетныя не- 
зодвижныя плоскости, и затёмъ натянуть нити между этими 
плоскостями, реализоваяными посредотвом» деревянной ихи гар- 
тонной коробни. Но члобы таая модель дёйствитольно была кра- 
сива и пригодка, чтобы она давала ясное предетавлен!е 0бо нвемъ 
интерестющемь.‘нась  расположещи поверхности и. ея ребра 
возврата, какь мы это видимъ ни модели, —для этого необходимы 


*) Въ двйствытельности это моверхноеть иятаго порядка, тать 
какт члены 4-ой стелени выпадаютъ. Прим. переводчика, 


продолжительные опыты и очень большое искуество. Ро, 15 
изображаеть поверхность съ ел прямыми; {ОВ есть ребро воз- 
зрата (ср. рие. 14). 

Вы замёчаете на этой модели двойную кривую (СО), 
вдоль которой вотр®чаютеся оба крыха поверх- 
ности; это иопросуу сллующая парабола въ плоскости учовъ: 


Но только одка половина (СО} этой параболы, а именко 
та, для которой Х<.0, предотавяяеть переобчене дёйотви- 


Рио, 15. 


тельяыхь частей поверхности, тогда накь другая (отмёчен- 
ная ‘нь чертеж пунктиромъ) расположена въ. проотран- 
вв изолированно. 910 явлеше не покажется удивитель- 
НБОРЬ тому, ЕТО привыхь теоршо алгобрайческихь поверхностей 


Фопровождаль теом: зичезенми предетивяешями у АГЬ Нери , 
случается, что дфиствительныя в%тви двойныхь ли- 
н1й то являютея пероефченемь двНетвятельныхт 
частей новерхности, то оказываются кзолированны- 
ми въ пространства, и тогда ихь можно разематривать, кадь дв й- 
ствитольныя пересёчен:я мнимыхь частой поверх- 
ности. СоотвЪтетвующее лвлеше на плоскости загаючаетел въ 
томъ, что нарялу съ обыкновенными двойными точками алгебра 
ическихь кривыхь, представляющими иересфченя дёйствитель- 
ныхъ вётзен кривой, вотрёчаютея двойных точки, лежания, пови- 
димому, изолированно и предетавляюния пвресфчевы мнимых 
частей кривой: ото явлене извфетно всякому. 

Разсмотримъ подробно, что можеть дать 
жамъ полученная такимь образомъ поверхность 
съ ся ребромъ возврата, т.е. опредфляющей иривой. 
Предетавимт себ, что па опредзляющей кривой панесека ея 
скала, или, еще лучше, отнесемъ каждой поетроениой пасательной 
соотвётотвющос её значене параметра 2, которое принахложитт, 
и ея точЕЪ васашя. Если задано уразнен!е 4-ой сте- 
изни съ опредёлениыми коэффиц\октами л,у,=, то 
стоить лишь Черезъ соотв тетвующую точку про- 
странотва х|у!2 провести соприкасающяся пло- 
скости къ опрелАтяющей кривой или— что то же 
самое — касательныя Плоскости къ дискрими- 
НАНТНОЙ поверхности, и мы иполучимъ веществен- 
вые корня в%$ вид параметровъ точехь насаня 
св кривой или сампхь касаТельныхь въ этихъ 
точкахьъ. Такь кошь соприкасающаяся плоскость, касаясь пря- 
вой, поресббклоть ве, то, при разематриванйи изъ точки |5 |2, 
каждая точка касаня соприкасающейся плоскости прооктируетея 
въ видё кажущейся точки перегиба кривой —-и наобороть. Та- 
кимъ образомь вещественные корни уравнен1я 
4-0й сченени являются въ результат параметра- 
ми кажущихея точекъ перегиба опредёляющей 
вривой, когда мы смотримъ на нее изъ точки ду |2. 

Правда; для тАхь, кто не имфеть доехаточнато навыа, 
хонечио, довольно трудно увёренно распозяатв на модели ‹0- 
прикасвюнщияся плоскоегя и кажунйяся точки перегиба. Но съ 
непосредотвенной очевидностью модель разъяеняеть слёдующий, 


Е 


наиболфе важный пункть; подраздф лен: о вов хь уравне- 
я1{ 4-ой отоцеия шо числу ихь вещественныхт 
корней, Посмотримт, каше случаи нообще представляются во8- 
можными из основани теоротическато иводфдованя уравнены. 
Тон а, В, 7, 6 орть 4 корня вещественнаго биквадратнаго урав- 
лешя (4), то вь виду отеутотыя члена, еодержащаго №, пеобхо- 
димо «| В--7--8==0. Что ме касастся вещественноети корней, 
то возможны, очевидно, слдуюцие $ главных случая: 


1. 4 вещоственныхъ корня, 


П. звешественныхь, 3 мнимыхъ воиряжен- 
кыхъ корня, 


Ш. Ни одного вещественнато корня, 2 пары 
мнимыхт сопряженныхь корней. 


Нели дани два уравиенл тниа Т съ норнами а, В, у, фи 
©, В, У, 8', тр веотда можно а, В, 7, д обратить въ а’, В’, у", й', 
переходя непрерывно черезт, различныя системы изъ четырехь 
вещестреяныхь чисель, сумма которыхь постоянио равна пулю; 
паралиельно этому первое уравнене обратится во второе, пере- 
ходя ценрерывныйь образомь черезь уравнен!я того ше тии, т. 6. 
вов уравневн Т типа образують сплошной сотилиия *); зо жа 
справедливо н для двухъ других, тииовъЪ. 

Назчашой модели зто обстоятельетво должно 
выразиться э%мъ, что пространство расладаетея 
ха 3 сплошныя части такого рода, что точки одной п 
ой же часчи соотвётолвують уравыен!ямт одного 
итого же тина, Разомотрим» теперь переходные случан 
между этими 3 Тивами: [ый типъ переходить во 11-08 через. 
уравнешя, когорый имфють два различныхь воществон- 
ныхъ корня и одинь двойной (=2 совиадающимз) 
зощественный корень, что мы обозналимъ символически 
черезь 2-1- (2); точно тажь же между Пи ПГ типами нмфемъ 
‘переходный ‘случай одного вещественнаго двойного 


*) Подю ковтинуумомъ разумиоть веяй номинекот, ныЪфиицИИ та- 
кую ше мощность, кам н прямолинейный отрёвокъ, илоская фигура или. 


евлошное то. 
Ред. 


корня я двухх унЕмыхь корней, что будемь обозначать 
черозъ (2). Обоимъ изреходнымъ тинам $ должны от- 
вфчать нъ вВашомъ пространственномъ образь 
части самой дискриминантной поверхности, тахь 
как она вообще изображаеть веф уравношя съ кралными кор- 
иями; пря этомъ, разеуждая эналогично предыдущему, найдемь, 
что каждому типу должна отвёчать сплошная 
часть поверхности. 06 ти группы уразиении: 2 -[- (2) и (2), 
въ свою очередь, переходятъ одна въ другую черезъ уравненя съ 
2 вещественными двойными корлями, символически: 
{2- (2); толки, ция козорыхь, такимеь образомъ, совнадають дв% 
пары корией, необходимо должим принадлежать обоимъ крыльямь 
„дяскриминантной поверхности; елцовалельто, ояф ложатъь на не- 
изолированной вфтви ел двойной хин!и. Такныъ 0об- 
равомъ, днскриманантная поверхность расиадается 
на двё частн, раздфняемыя одной зЪтвью двойной 
лин! и; изъ нихь одна 2-|-(2} отдВ ллеть Г область 
пространства отъ П, в другая (2) разд ляет» Ци ПЕ 
области. Чхобы усмотрёгь, какъ расположена опредфлиющаея 
кривяя, замётимгь, что она представляет собой ребро возврата, 
и потому въ еп чочкахь совнадають по 8 касательных 
плоскости, образуя соприкасающуюся плоскость; 
поэтому мы имемь алфсь случай одного тройного и одного 
простото веществекчаго кория: 1-1|- (8); этоть случай 
можеть получиться только язь случая 2-[-(2), & именно тализеь 
образомь, что одинъ изъ простыжь корней отаковитея резным 
двойному корню; слфдовательно, ребро возврата должно 
цзяикомъ лежать на первой части 2-{- (2) поверх- 
новти. ‘Только въ обтр1% ‘ребра возврата (хату ня == 0) 
мы имфемъ четырехкратный корень, который можеть получиться 
и отъ совладея обоихъ двойныхь корней (2)-|-(2). Дйетви- 
тельно, остре О ребра возврата лежитъ одновременно и на дво{- 
ной лини. Что же касается изолированной вётви двой- 
ной ‘дни! и, то`она пёхикомь проходить въ области ЦГи ха- 
ракторизуется тёмъ; что для ея точен 4„мнЕмыхь корня 
по 2 совиадають мелду собой, образуя два двойныхь сопряжен- 
нытъ мнямыхь корня. 

Вов перечисленные возможные случаи пъ точности ревли- 
зованы на нашей модели, На чертеж (рис. 15) часть простран- 


отва, заключениаи внутри поверхности, справа отъ двойной лин, 
образуеть область Ь 2 слёва огъ той же ливи хежить область 
ТП; простраметво же, лежащее лиф поверхности, образуеть область 
П. Поэтому, имфя въ рухахь слбдующую охему, вы легко емо- 
жете вполив орентироваться отлосительно числа вещественных 
корпой; 


ТЫ вещеото, корвя). Н (2 ищ. корня). ИТ (Нл одного вещ, корня) 


м 

Длонримчи. поверхность 2-Р(2) 2) 

Опредфяяющая хриная: 1-3) 

Двойпая лишя: (2) (2) @ мпимыхь двойныхт копия) 
- ————_ 

Остри [© 


Этимъ мы закончимь порвую часть надпихть алгебранчеекихт, 
изелфнованй и обратимся но второй чаетн. 


П. Уравнешя въ области комплексвыхь чиселъ. 


сь мы снова поставим себЪ цалью выдВлить тая вещи, 
поторыя допускаютъ геометрическую ихлюстрацно въ большей 
стенени, чЪгь это обущновенио дёдаютт, Я начну съ нанболве 
важной теоремы. 


А. Основная теорема алгебры. 


Основная теорема дхтебры, кажь извфотно, зажаючается въ 
томъ, 10 всякое алгебраическое уразнен!6 м-0й 
степели имбетт, вообще говоря, и корией, ити, вы- 
ражзясь точн®е, всяк1Й полиномъ {(х} и-ой вте- 
пеня можеть быть разложень на мн динейныхь 
множителей. 


Въ сущности, воф доказательства втой чеоремы пользуютел 
геометрической интерпретац!ей комилекеныхь вели- 
чинъ на плоскости ху. Я повнязомлю васъ въ ходомъ мыслей въ 
первомъ доказательств® Гаусса (1799), которое можно предота» 
рить въ наглядной форм; изложоне его у самого Гаусса 
имфеть, конечно, совершенио другой видъ. 


‘Если давъ мкогочлень 
1 
Пена"... а 
10. можно наливать: 


Пер) живут, 


ЕДВ и, и предотавляють вфхоторые вещественные многочлены отт. 
объихъ вещественныхь первмённыхь х, у. Основная мысль 


168 


Тьуссова доказательства заключается въ олбду- 
ющемъ: еми изодфдовать кривыя 


бир, 


[ху 


лежаш!я въ пляосвости му, и воказать что онь 
должны имфть общую точку, 10 дяя этой хочки ху 
будеть /(;-- 2) ==0; этямт и будет, доказано существова- 
н1е, ло крайней м$ р, одного корля уравнен1я /=0. 
Оказывается, что для этой иёли достаточно изслёдовать 
ходъ обфихт привыхъ вт бозконечности, т.е. въ 
сколь угодно большому удален]и оть начала ко- 
ординатъ. 


Боли абеолютная величина г цоремйлной < отоновитоя весьма, 
большой, то можно въ функщи /(3) пренебречь низшими степе- 
хями в по осравненло съ 1“; мо овначаеть, что фуния /(2) 
эвилигготически приближается къ 


я 


(сох пф Е 1 пФ), 


тв съ помощью формулы Моазвра лнедены нолярныя координаты 
т, ф на плоекостн ху. Изъ этого результата можно заключать, 
170 и и а абямптотически приближаются къ функции 


705 пФ п ЗйЬ и; 


жоэтому окончательный ходъ Бривыхъ и==0, 9=0 
вь бевконечности въ перломт приближен!и изо- 
бравятся такт: 


собф ==0, зтиф= 


Но кривая эй нф==0 состоить изъ и прямыхь, которыя прохо- 
дать черезь начало и  обравують съ осью х-овь углы 
л Эт (и— пл 

Пуна тол "за правая созиф == 0 овотонть из я бносех- 
торовь углов между первыми ирямымн (ем. рио. 18, соотв\Ъ 
отвТющШ случаю и-=8). Въ пентральной части рисунке дЬЯ- 
отвигельных кривых #==0, о==0 могут, конечно, существенно 
уклонятьси оть. этихь прямыхь: но чфмъ дальше оть начала, 
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триь больше должны первыя приближаться въ послёдниме; мо- 
эчому ходъ настоящих кривыхь можно схемати- 
чески изобразить тЪмъ, что за предёлами нЁко- 
порой достаточно большой окружности (описанной 
около начала) мы сохраним наши прямыя, а внутри 
эя создинимъ ихтъ между собой произвольны мъ 
образвомь (рис. 17). Но 
каковъ бы ни быть ходь 4} 
кривыхъ внутри круга, ухо- 
дяния въ безконочность 
звлви м, и должны ненре- 
м®нно переходить одна въ 
другую при обхощв фигу- 
вы; изъ этого наг- 
лЯДко — ВИДНО, что 
эти кривыя внутри 
ируга должны хоть 
разъ пересвчься. ДВВ- 
ствитедьно, этотЪ резуль- 
ЛАТ МОЖНО-— И ВЪ ЭТОМЪ 
заключается содержане 
Гаусвова доказатольства —точно зывести изъ нопрерывноети 
кривыхъ. Но но сушезтву ходъ идей изложенъ выше, 

Хогда, получень таких образомъ одинъ корень, тогда мож- 
но отщепить оть функщи /(2) одинь лянейный сомножитель и 
повторить доказательство для оставиатося. многочлена (я -— 1)-0й 
степени. Продолжая поступать такямь образомь, мы, въ кониё 
кониовь, ивНотвитольно получимъ расщенлен|е на п 
линейных сомножитехей  ЧЁМЪ ДОКазывается 
существовын1е # корней. 

Идея доказательства станеть ваыь яснёе, оси вы прод%- 
лаете инбеколько примёровф 00 вайми построе- 
н!ями. Однимь взъ ‘проствйшяхь примёровъ являстел слф- 


дуОщИй: 
®= 


Здьсь, очевидно, 


ЛАЖЬ 910 т==0 состоит иросто изъ трехъ прямыхь, тогдя кали, 
кривая #==0 имфегь 8 гиперболовидиыхь вфтви. На чертеж» 
{рис. 18) вы, въ самомъ дёлё, видите три точкн первофчешя 
объизь кривыхь; эти $ точки дають 8 кория нашего уразненйт. Я 
весьма рекомендую продфлать болфе сложные иримфры. 

Этими краткими указанланг по иоводу основной теоремы я 
могу здеь отранититьсн, такь накь я не чаю сейчась курса 
алгебры. Замфау еше только, что значен!е введен1я въ 


Рис. 17. 


&лге бр у комплексных чисель 31, томъ и заглючаетел, 
40 ояй даютъ возможность установить основную теорему алгебры 
въ общей форм, не допускающей кикакихе исключен, ограни- 
чиваясь ще вещественными величинами, можно утверждать только 


10, что уравивше м-оН слецени им\ють либо и корней, либо 
меньше, либо ни одного. * 


Врема, которое остевтся у насъ для злтебры, мы употребимь 
3570, чтобы изодфдовать въ наглядной форм полных 


вистемы рёшеней комплексныхь уразнен! 1, подобно 
тому, какъ мы вто сдвлали выше дди вещественныхь рзиенй 
вещественных уравненй. Но при этомъ мы ограничимея тольк) 
уравнемями съ однимь комплененымь параметромъ, входящим 


въ уравнене линейно. 


й 
‘ 
1 
р 


Рив. 18. 


3. Уравнел!я съ однимь комплененымт иара- 
метромъ. 


Зв тхъ узкихь условнхть, нахими мы ограничили задачу, 
лзущен1е проптого конформкаго отображен я дасть 
намь вое, что памъ нулию, 

Обозначимь черезь х-- нензвфсткое, через 
%=и--# параметру; тогдь равоматриваемыя уравнемя 
будуть имфуь хакой видъ: 


9 —ш. (а =0, а) 


тдё ф;ф обозначають многочлены относительно 2; иуеть м есть 
показатель высшей отелени 2 въ ф или р. По основной теорем8 
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это уравнене для каждаго зназемя ® нмбеть ›, вообще различ- 
кыхь, корней 2. Мо изъ уравнения (1) слёдуеть, чо обратно— 


48) 
96 (=) * 


(2) 


т. 6. 410 0 воть однозначная рап{ональтая функц] я 
отъ 3, а именно — кань говорятъ — рац1ональная функц! я 
степени я. Если бы мы захотВхи воспользоваться въ качеств 
теометрическато оквивялевта уразвнешя (1) тёмБ конфор- 
мнымь отображен1емь комплекеныхь плозкостей 
ги, воторое устанавливается фуньц!ональной 
зависимостью (2), то наглядность нарушалась бы мнотознач- 
ностью 2, кавь фунщи и. Въ виду этого, поотувиме таюъ, как 
это ноегда дзлается въ твори фуньщИ: плоскость ® мы иред- 
ставляемь 006% въ вид я наложенныхт другъ ны 
друга эквем пляровь (листовъ), которые мы подхо- 
дящимь образомъ соецикяомъ между собой въ такъ 
назвываомыхт „точкахт развфтвлен1я“ въ одну 
п-листную Ряманову поверхность; этоть премъ знахомъ 
вефуеь вамъ изь олементовь учешя объ алгебранческихь фулк- 
шяхь. Тогда наша функция (2) осуществляету вва- 
имиоодкозначное и, вообще говоря, конформков 
сопряжен!е между точвамн Римановой поверх- 
ности на плооности 10, съ одной стороны, иточками 
простой плоскости 2, съ другой стороны. 


Прежде чВмъ перейти въ подробному изученио этого воиря- 
женя, будеть пёлесообразко принять из которыя м8ры къ 
тому, чтобы устранить ту исключительную, #0 ие ле- 
жещую въ существ8 вещей роль, которую играють 
безконечно больш!1я значення и <, и тёмьъ сдвлать 
возможной такую формулировку теоремъ, чтобы он не допускали 
исключен. Въ виду того, что зеи условы, къ сожалёнНо, указы- 
зають далеко не всегда, когда это было бы необходимо’ сдёлать, 
мы остановимся на нихъ нйсколеко подробиве; А имено, мы счи- 
таемъ недостяточнымт говорить только символически о безко- 
нечио удаленной точьв комплексной плоскости, 
а8хь какь 970 ие даеть никакого конкретнаго лредотавленя, 


н только съ помощью  особыхь ризсуждешй и  уолонй 
можно уяенить с0бф, что именно сяфдуеть бчиталь анаио- 
тичнымь опредёленному свойству конечной точки ИЪ Томь 
случай, когда точка становится безнонечно - удаленной. Но мы 
будемъ имфть все, что камъ нужно, вели разъ 
павсегда замфлимь Гауссову ихлоскость, канъ 
иредетавительницу комилексныхь чисель, Рима- 
новой сферой. Ст эюй цзлью предотавимъ веб сферу съ 
дуамотромъ 1, касающуюся нзоскости Гаусса въ начал коорди- 
нать, и отанемь етереографически просктировать ее 
ка нловхость изь ая сВвернаго полюса №, маметрально протяво- 
положнаго точк® пасавл или южному полюсу .5 (см. рис. 19). При 
этОЬ 00 всякой точкой С) на плоскости однозначно вопрягается 
точка Р па сферв — вторая точка переейченя луча МО ‹9 вфе- 
рой, — и, обратно, со всякой точкой Р сферы — кромё точки № — 
однозначно сопрягается нёкоторая точка О на плоскости съ онре- 
`Яёленвыми координатами х, у; потому можко разсузтуи- 
вать точку 2, ванъ представителя числа #2. 
Когда де точка Р приближается по какому-либо иути къ сзвер- 
дому ножюсу Л, то точка (0 уходить въ безвонечноеть, и на- 
обороть. Поэтому представляется встозтвеннымь 
разсматривать точку М, въ которой не сопряжеко 
ни одно конечное комплексное число, какъ един- 
ственнаго продетавятеля всёхъ безконечно боль- 
шихь чиселу х-- 0, т. 6, пакъ конкретный образъ 
до сихъ. поръ лишь символически введенной безно- 
нечно-удалсенной точки числовой илобновтя, и 
ириписать ей симвонтос. Этимт достигается въ геометри- 
ческомь образз полная рявыоправность вакъ вофхь 
конечных, такъ и безконечно- удаленной точкв. 
Теперь, чтюбы вернуться къ теометрическому толкованио 
нашего ахтёбраическато соотношеня (1), замбнимъ также 
паоскость 2 сферой 0. Тогда наша фунвтия предетавита, 
отображен! в эферы 2 жа оферВ : это есть. ивображене 
хонформнос так же, какъ и сопряжен обфихь плоскостей, 
ло той причинй, что по извфечной теорем8 стереографическвя 
проехщя кояформно сопрятает» плоскоств го`оферой. При этомъ 
одной чочкё на сфер 22 отвёчають вообще я различыхь точект, 
ха’ сферВ =, Чтобы получить взаимнооднозначное сопряже- 


не, представимъ себ скова м экземпаяровь сферы а, наложен- 
мыхь или вложенкыхь одниЪ вт, другой, н сврфинмъ ихь въ 
точкахт развытелешя въ одну и-листную Риманову поверхность 
ца сферЪ зи. Составыть 660% тяное предетавлене ме труднфе, 
чВыъ уяонить себё понят о Римвновой поверхности на илос- 
поати. Этимъ достигается, въ вокив коицовъ, гео- 
метрическое толкован:е алгебранческаго урав- 
мен!я (1), какъ взакмоодновкачнато, вообще хои- 
формнаго, сопряжен!я Римаровой поверхности 
ла сферй а, съ одной стороны, и простой сферы 2, 


Рис. 19. 


съ другой стороны; въ эту интерирехацио вялючены, отв- 
видно, и безконечныя значе я а и ®, которыя сопряжены или 
другъ о другомь или оъ конечными вначешями этихь пере- 
МННЫХЕ, 

Чхобы получить возможность ‘вполнв использовать эти 
ховыя геометрическя средетра, необходимо и въ алгобра 
одвлать соотв  тетвующЕЙ шагт, направленный къ тому, 
чтобы устранить въ формудахь исключительный характеръ без- 
конечно большого; этоть шагъ заклочается въ введен! и одно- 
родиыхь перем иныхтъ, А именно, мы полагаемъ р и 

й 
разоматриваемь 2: и:2, как двв невависимыя комплехокыя пе- 


ремфиных, ко таого рода, что 2/5: и 6.2./с.2, при пюбомъ с 
изобралетютт, одну и ту же точку. Пусть 2, 3, прянимають 
ва! возможныя кары копечныхь знаЧен1й па 
только не обращаютоя одновременно въ 0; чогда, 
борлиспо сдфланиому условно, идя каждато конечнато значеншя © 
мы получимъ одну опредвленяую точку, ио, кром® того, суще- 
ствуеть еще одна точна (2, проязвольно, 2, == 0), соотвЪтетвую- 
щал безконечно возрастающимт с. Такимь образомъ нолу- 
чаомт ардаметичеси!й эквиваденть безконечно 
удаленной точки, Точно чавъ ижю, разумбется, похатаемт 


6 . 
= я нишемъ слёдующее „однородкое“ уравкен1е 


между „однородными“ лерембиными 21, 3 К №, 
соотлвтетвующее уравиенио (2); 


ф (91,2), 
а, ® 


функц! и от а, И 25, тащь вакъ ф (=) и4р (8) содержать з 


вамос большее, въ #-0й отецеяи; кромв того, это однородных 
многочлены (формы) изм$рел]я 2, ибо каждый членъ 2, 
входящий в» $(2) или (3), при умножек!н обоихъ тленовъ дроби 
а на 2." обращается в% 2”, @ = 2, т. 8. въ члень 
п-т ивмврешя. 

Теперь иамз. предстоить, послхёдовательно 
прямЪняя оба введенныхь вопомогательныхь 
сродотва — ивображеше на комплоконой сферв и однородных 
коорхинаты, изучить во вофхъ попробностяхь ту 
функц! ональную зависимость между я и “в, кото- 
рую устанавливаетть уравиен1е (1). Эта задача будеть 
р®тека, если мы сумфемъ составять себ% полное нредотазлеше 
о понформиомь сопряжения между сферой = и Римановой поверх- 
ностью на еферв о. 
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Но здёеь прежде неего возинкаеть вопросъ о характер 
и ноложен!и точек развётвленя нь поверхности 
Римана. 1 напомню, что и-кратной точной развётвяе- 
1 я пазывается такая точка, в хоторой сходится #-Н-1Т листов, 
Факъ камь 0 является однозначной функщей 2 то позожеше 
точень равзфтвленя будеть намеь извветно, если мы будомь знать 
соотвётотвующья им точки на сфер 2; я буду называть ихъ 
иросто „зам чательными“ точками сферы =. Имъ тоже 
соотвётотвуеть извветная пратносхь, разная кратности сопря- 
женныхь св ними точекь развфтвленя. Я приведу безъ подроб- 
паго довазательства теоремы, разрыпаюния эту задачу. При 
этом я предполагаю, что эти, соботленно говорл, довольно простые 
факты изъ области теои фувкщй въ общемь вамъ знакомы, 
хотя, быть можеть, и ие въ той одкородной поорденащи, которой 
х зивеь отдаю предточтеле, Абстрактныя вещи, о которыхь я 
сейчасъ буду говорить, получать позже въ раду примёровь кон- 
вретный нагяядный образъ. 


Начнемь съ небольшого вычиолени, которое дасть намт 
„ 45 
аналогь производной р въ одиородныхь коорди- 


натахя! Продифференцируемь уравнения (3): 


тд оби ар — ФФ. 


чи р 8) 
Но 
ар ==, аи Ф 42, 
==, в. -- 4 48, 
тв 
д Е. 
рес е Ь) р, 
= 2 (5 
ати. 


(ь другой стороны, но теорем 
фуньшяхь степени и, имфемь: 


лера объ однородпыхт 


Фив, бь- ==, 
ча. р. =8 му. 


Поззому чиолахель въ правой части равенбтва (8') можно ире- 
образовать слвдующимъ образомъ: 


Яра: 


праф — ур = рф 


| фа, риал -[- Ча | 
Е фа, уе, -- ыь 


что, по теорем о перемножени опредВлителей, равнлетея 


р аа 8] 
Гоа & |" 


Поэтому соотношене (8’) принимаеть такой вид: 


фи, — фе, ва, — 9.48 
я = ди“ - (фир). 


Это— основная формула въ однородной твор! и на- 
шего уравненГя; вь качеств опредфляющаго выра 
женя для всего послядующаго является фувкц!ональный 
опредёлитель фи» — Фу. формь фи. ГКромВ этото 


: 8 
множителя, оправа входить дифференщаль оть = =, э слввь 
а 


. 9. ; 
дифференщаль оть 1 =: & такъ какъ для конечных значе й 
> 


перемённыхь 2 и и замёчательныя точки получаются, какь из- 
._ 48 
отно, изъ ураввеня Е =, то становится явной слёдующая 
теорема, строгаго доказательста которой я не могу зибеь излагать: 
каждый и- кратный корень функцтональнаго опре- 
дёлитеня является замЪчЧаТельной точкой и-Ой 
Ератности; кругами словвми, ей соотзётетвуеть 
и-вратная точка раззётввентя Римановой цоверх- 
кости на сфер . Главное преимущество этого правила, по. 
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оравиеншю оь прежними, заключается въ омь, что оно въ общей 
формулировкф охватываеть комечныя и безконечных значен!я 2 изу. 
Оно же даеть точное укаваяе отиоснтельно числа зам ча- 
тельныхь точект. Дфйствительно, 4 проивводныя, входящит 
эт фуньшональный опредфлитель, предотавляють собою формы 
<#— П-то измарешя; поэюому самъ опредфлитель есть форма. 
@:—2)-т0о измзрешя. А такой многозленъ всетда имфеть какъ 
разь 2 — 2 вория, если принимать во внимаще кратность лослёд- 
лихь. Нсли поэтому а, а:,..., @, обозначають зам ча- 
телькыя точки оферы 2 (т. е. ебли фур, — 9: р. ==0 
ДЛЯ 2119, =50,..., ба), А Но... Мы буть ИХЪ Братности, 
то сумма побяфднихь 


мы = 8—2. 
Этимь точкамь отвфчають, въ силу конформнаго отображения, у 
точекь развытеленыя: 


@1,@%,..., Я, 

Римановой поверхноети на сф6рё ; он расположены ив 
поверхности изолированно, и въ нихь вЪ круговомъ иорядь® 
сходитоя соответетвенно №, ,...,Ё„ лиетовь. Но олвдуеть 
замфтить, что нвекольво различныхь такихъ точекъ 
раззёчелен1я мотуть лежать надт одной и той 
же точкой на сферЪ ®, такь камь изъ соотношеня 
28 

ре) 
одно п то же значеве 2. Надъ такой точкой окажется тогда 
яФоволько различныхь взаимно изолированных» групит листовъ,— 
такнхт, 460 листы каждой группы въ этой точив склоны между 
собой. Тая точки на еферё зи мы будемъ (въ отличе отъ то- 
цекъ развйтвлешя на сферЁ <) называть мВотами развЪ т- 
влен!я и будемъ обозначать ихь черезъь 4, В, С,...; чиоло 
чакихь различныхь м8отъ разватвленя можеть, танимь обра- 
зомъ, быть меньше 2. 

Теперь мы построимъ поверхность Римана, о 
которой по имёющимся попа у пас ланлымъ мы можемъ имёть 
лишь восьма,расплывчатыя предетавлейя, такиыъ образомъ, 
чтобы она похучила боле наглядный зидъ, Съ 
этой цёлью провеодемь на сфорВ ш черезъ мвета 


в ДлЯ з=0.,...,4, можеть получиться ибононько разу 


ав 
разввтвления 2, 2, С,... замкнутую чин! ю Д 6езъ 
кратныхъ точек возможно иростого вида; зашери- 
хуемъ одку изъ ограпиченныхь вю частой сферы 

въ оллич!е отъ другой (рне. 20). Во вобхь иримбрахь, 

разбиравмыхь намя ниже, ве точки „4, Л, С,... дВЙютвительны: 
в этомъ случа оотеслвенно взять за лнн!ю С мерид1анъ 
вещественных чисолъ, такъ уто наша офора распадетоя 
на дв% полусферы. 

Возвращаясь къ общему случаю, замфтимь, что каждый 
ляоть’ Римановой поверхности перекрециваотся съ другимь ли- 
«тому, связаннымь съ нимъ вдоль разр®за или дин1и раз- 
вЪтвлеп1 я, соединяющей дв точки разватвлеля. Казъ извастно, 
Рияманова поверхкоеть, по султе- 
ству. остастся иеизмённой, когда 
мы Такую линю кант - либо по 
ной перемшаемъ, если при этомъ 
кояцы ея остаются неподвяжными, 
—прухими словами, воли тА же 
листы окрёплять между собой 
ВДОЛЬ ИНЫХЪ ЛИНИЙ, СОеДиНяюЩихЬ 
18 же точки. Въ этой измфняе- 
мости заключается большая общ- 
ность, но ВЪ т0 же время. и 

Рис, 20. бохьшая трудность иди. поверх- 

костей Римана. Члобы придать 

нашей поверхности опредёлекный видъ, зегко допускающий хон-. 

‘зротиое предотавлеше, сдвиномь во лини разв ётвле- 

ня такиму образоме, чтобы всё онф лежали надь 

построенной зыше лин!ей 7, проходящей через 

вс точки развфтвлен{ я; при этомъ надъ одябми частями 

ини Г. можеть, конечно, лежать по нёеколько лин! развётвленя, 
а издь другями частями хинт С можеть ихъ вовсе не быть. 

Теперь разрё жему во8 листы вдоль этой лин! и 
1. Въ виду того, что мм уже раньше поместили ве лиш раз- 
вётвленьт надъь лишей Л к теперь пронзводимъ вдоль вожхъ 
ихъ разрзы, паша Риманова поверхность расза- 
давтся ла. двф группы по я „полулиетов“, совер- 
шенно свободныхъ отъ развётвлен:Й и расподо- 
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женлихъ надЪ кзшдой изъ двухт частей еферы, 
отраниченныхь линей 2. Солнфтетвение тому, какъ мы 
угловилие, выше различать обё чаети сферы, мы будемъ тозо- 
рить и м „заштрихованиыхь“ ной „пезаштрихован- 
ныхт“ нолулнетахь. Тенерь мы можомь тавъь описать 
отроен}#е первоначальной Римановой поверхности: 
хажиый заштрихованный полулиеть быль на пей 
"кру енъ леключительно нозаштрихованными 
полу лдистями, еъ поторыми он® ветрёчался ВДОЛЬ 
линь расколоженныхь надъ частями АВ, ВС, 
лит Д: аналогично этому, каАЖДЫй пезаштрихо- 
ваниюй полулиет былъ окружень вдоль тавихъ 
отрёзковт кривой одними лишь заштрихованными 
полулистами. Но болфе, чём два полулиста, встр 5- 
чаются только въ тачкахь разв твлен!л, а именио 
въ кратной точиф разв твления сходятся поис- 
ремфино какъ разъ и--1 заитрихованныхь и м-|-1 
незаштрихованныхь нолулиетовъ. 

Зь виду того, что поередетвомъ нашей фунещи 12 (2) сфера 
= звзаимноодкознално сопряжена съ Римаковой поверхностью 
на сферв 0, то возможно еразу перености на первузо найдекныя 
соотношеннт связности: въ силу непрерывности, 9% лолу- 
листам поверхности соотв тетвуютт 2н взанмно- 
свя занныхть областей 2, которыя мы назовомъ ео- 
отвбтетвенно заштрихованными и пезаштрихо- 
ванными полуобластями; он отд ляются одна отъ 
другой я кривыми, въ видё которыхт я-значеая 
функц! я (2) изображаеть на сферЬ = каждую изъ 
частей В, ВС,... лин} и Г. Евждая зашутрихованная 
полуобхасть соприкаелется вдоль такихь кри- 
зыхъ исключительно съ незаштрихованными по- 
хуобластями, и наоборотъ: только въ и-кратной 
зам чательной точк сходятся больше, ч%мъ 2 по- 
хуобласти, в имекно и 1 заштрихованныхь и 
столько же незаштрихованныхь. 

Это иодравдлек!е сферы = на области послужить намь къ 
тому, чтобы прослёдить во воёхь деталяхь ходъ фувюшй (9 
для нёхоторыхь простыхъ и харажтерныхь прим ровъ. 
Начнемъ сь самаго простого примёра. 


1. Двучлелное уравнея!е 


=. (1) 


Кавъ извзстко, формальное рышено этого” уравнены поду- 


заютъ, вводя знают кория или радикал ==; но от 

Этого мы ве миото выиррываемт, вл, омыелб зная функиомаль- 

ной зависимости, связывающей 2 и 22. Поэтому стадемь ноступаль 

ооглаено нашему общему прюму: вводим однородный перехВиныхя : 
Е 24" 


и соетавлаомъ фуншйональный опредёлитель чнелителя и знамв- 
налеля правой частн: 


| яз 710 
Ави -Тал- 1, 


Оо пд 


Для этого опредфлителя 2, =0 и а. ==0-—— или, въ неоднородной 
форм, #=0 и 2==с0 —представляютъ корни (#1) -ой 
кратности; слёдовательио, язвёстны вс зам чаТельных 
Точки съ общей кратностью 2н— 9, Но согласно нашей общей 
теорем въ соотвётотвенныхь, въ силу Зависимости 19 ==", м. 
СТАХЪ №—0 и 1= 0 лежзатт единственныя точки 
развётвлен!я поверхкости Римана на сфер ю, и 
при томъ кратность 10й и другой равна #-—1, тажь то въ 
халклой изъ нихь сходятся циклически 308 м лиетовъ. Отмтимъь 
чин!ей / мерид!анъ вещественных, чисель на 
сферё зи и разрфжемь вов листы Римаиовой поверхноети вдоль 
этого меряжанз, одвинувь предварительно лнЕи развётвлешя 
соотвтетвеннымъ образомь. Ивъ 2# полусферъ, ив которыя рас- 
падается при этомъ поверхность, предетавимь 96% заштрихо- 
вакными т, поторыя расположены надь зедией половиной 
сферы ® и которыя, слбдовательно, соотвтотвують значенямь ® 
съ положительной чиста-мниной частью, На мериань различаемь 
полумернд! ан: положительныхь вешественныхь 
чиселъ (сплошная хина на рис. 21) и полумерищаялъь отря- 
цательныхь чисоль (пунктир ъ). 


де 

Теперь изелфдуемь изойраженгя этой мерид!аналь- 

ной лин! я Ё на сфер$ а-овт, производянии характеристи- 

ческое лФлене посхёдний ва полуобласти. Вдоль положнаельнаго 

подумеридана ю==7, ирЕ чемь г пробфгаеть ридъ знаме! 

отъ 6 до ©2. Поэтому, на основаяйт извЪотиой формуми изъ тео- 
фиш вомпаексныхь чисель, ваходим 


5 
="), 0,1, — 
я 


Эти звалевя 2 заполняють, для раздичныхь №, т8 полуме- 
рид!аны еферы 5, которые составляють еъ полу- 
меридтакомъ положительныхь  вещеествениыхь 
чисезь уелы о, 27,37 28-я 

н’я 
лини соотвётетвуюте той половинё Д, которая изобранена, 
«плошной лин!ей. Аналогично этому на отрицательномъ полуме- 
рвманё сферы чи надо положить №--ут=и.0”, гдф, снова, 
ОЕ со: ато даеть: 


. Такямъ обравомъ, эги 


2 уз УЕ Се ны 9=) ‚ 


ХАВ А =0,1,....#-—1. Эти значейя 
заполнять и полумерид1ановь 
щара # 06 „теографическямя 
додтотами“ я, п ея, 
яп я 

которые такимь образомъ, 
двлять поноламъ углы между 
предыдущими полумерид!а- 
нами. Такимъ образомъ, сфера 2 . 
распадается на Эм равныхь Рие. 71. 
двусторонниковъ въ верши- 

нами въ свверномъ и южномъ полю 0 — подобно тому, 
какъ надуёзають алельснеъ. Это подравдвлен!е въ точноети с09т- 
вётотвуеть общей теоши; въ частности, только въ замфчатель- 
ныхь токахъ-—в$ обояхъ нолюсахь-—встрёчаются болфе, чём по 


АВВ полуоблаети, а именно по 2н, чтб  состкфеетвують  внисе 
пасти и-— В. Что ме кледетоя распредёлеми замтриховая- 
ныхь и неваштрихованныхтъ нолуоблаотей, то незбхо- 
димо опредфлить относительно одной ковой-нибуль полуоб- 
ласти, сябдуоть ви ое залитриховать или нёть; тогда остальныя 
полуобластн придется заштриховать черезь одну. Ели емо- 
трёт, на заигтрихованную половяну зферы 2 (т, е. на заднее 
полушафе), то вядимт, 10 сплошная чаеть ея периферн лежить 
влфво 074 паеъ, & пунктирная вираво. А такт къкъ мы ямбемь 
дфло еъ вояфоринымъ отобращенемь безъ переворачиваня углов 
(или „прямымъ“ конформнымь отображенщемъ), +0 и каждая 
заштряхованная пол уобласть насфер6 2 должна 
быть. тадъ раеположека, что сплошная часть пгра- 
ничявающей ев лин] н лежит, елёва, а пунктирная 


Случай и= 
Рис. 28. 


часть справа. Это даетъ намь полное зназе распродфлетя 
полуоблаетей на сферв 2. Сафдуоть обратить внимане на ха- 
рактерное различе въ распредфхени областей ка обфихт поло- 
винах сферы я, въ зависимости отъ того, есть ли м четное 
пли нечетное число, каюъ это видно на рис, 22 и 23 для слу- 
ЗнОВЪ И==З ИП 

Хочу обратять ваше внимане и на +0, насколько дБЯстви- 
лрльно необходимо перейти къ комплексной сферв для полнаго 
пониманя положен ветей; въ случа комплексной плоскости 
мы получнли бы подраздётене ея на прямолинейно ограниченные 
секторы, съ вершинами въ начал координать, и предотавляхось 
бы далеко не такимъ наглядпымь то оботоятельетво, что 2 == со 


184 


кавь замфчательния точка, и а==оо’какь точка развытиленя, 
имфють 10 же значеле, что и точки 2 ==0 и № ==0. 

Тепорь мы ныфемъ основу для моянаго познашя функцю- 
мадьной ввязи между 2 ие: остается только изучить вопформ- 
ное потображен:е каждаго изъ 2и сферическихь 
двуоторонникову на ту ини другую нолуеферу 1. 
Но я не стану здеь входить въ раземотрёще этого вопроеа; вея- 
тому, кому вообще пряходиловь нмфть дёло съ кояформнымъ ото- 
бражонемъ, этоть елучай знакомь, какь одвнъ изъ проотвёжихь 
и въ высшей етепени пагзячныхь примравъ. Къ сповобамъ чи- 
сленнаго опредёленя = камь еще придется вернуться ниже. 

Теперь же займемся зажнымь вопросомь о взаимномъ с0- 
отношеши между отдфльными одкородными полу- 
областями на сфер 2. Точнфе говоря: 2 = 2" приннмаеть 
одно и ТО же зпачене въ соотвфтотвАнныхь точках воВхЪ Я за- 
литрихованныхь областей; не выражаются ли отвёчающя этимъ, 
точнакъ значешя = простымт, обризомь  другь черевъ друга? 
ДЬйотвителько, мы сразу видимъ, ч70 для 2=5.8, ТД 8 0б0- 
значаеть какой-нибудь изъ корней я-ой степени изъ единицы, 
Вогла 5" =”, т. в. 49 = “принимает одно и то що 
значен1е во вевхь я точкахь: 

т 
Я. 50". (#=0,1,2,...Н— 1). (9) 


Поэтому эти и точекъ раепредёлены кавь разъ между воёми я 
залитрихованными областями я пробёгають по хаждой изъ нихь, 
хогда & движется по одной какой-нибудь; то же имжеть м%ото и 
для незалетрихованныхь обзастей. Но каждая подотанова вида 
(2) обозкачаеть теометрячески вращек!е сферы = сокола 


вертикальной оси (0,55) на уголт А. 


комплеженой плоскости, какь иавъетио, умножене на в” изо- 
й Ал 

бражаеть пращене около начала на уголь ——. Такимь 
“ п 


образомт, соотвётотвениыя точки нашяхь сфери- 
ческихь областей канъ и самыя облабти, пере- 
ходятъ другъ въ друга при я тавихь вращеняхь 
оБоло вортивальной оси, ‚ 


Шозлому, евли бы мы заранфе магли опре 
заттрихованиую облаеть сферы, то это замьщине 
и остальных одкородныя области. При этомь прим 
няотей только чи свойство подогановокь (2), что онЪ иреобра- 
зовываютъ уравнен!е (1} само въ вебя (т.е. уравнене 
“= превращають въ 2” ==) и`что число ихт бовиа- 
даетъ со втеценью уравионгя. Въ даль иихь примт- 
рахъ мы всегда будемт. имёть возможность заранве указать тая 
линейныя подетановки и ниетоянно будемь пользоваться тм 
сушоственнымь упрощешемь, которое благодаря эму вносится 
въ ризрбщене вопро о полразяфлени на облаети, 


Тенерь мы воецользуемея нации примфрюмъ дах выяснены 
одного важНиго поняхуя весьма общаги характера: 
я именно понят! я пеприводимости въ прилоажен1и 
къ уравнен1ямь, которыя рацтонально содержать 
одинъ параметре за. О непряводимости уравненй съ рацю- 
нальными чисдовыми коэффищентами мы уже говорили по шо- 
воду построен правильнаго семиугольннка, Уравнон! /{2,16) ==0 
(напримёръ, наше ‘уравненю: з*-—ю=0), въ которомъ Да, а) 
предетавляоть многочлекъ, цвлый относительно 2, 
и позффициенты вотораго являютсл рац{ональ- 
ными функшями отъ &, называется приводимым ь 
по отиощен!0 къ нарамотру 22, воли Х разлатается 
на произведен! е двухь многочленовь того же рода: 


в, = А (а, в). Бью): 


въ противномъ случа уравнен!е называется нг- 
приводимымъ отвоснтельло ®. Вее обобщеще, по срав- 
депо вь прежинмь понямомь, своцизей кь тому, 910 подъ 
„областью рац!ональности“, въ которой мы оперируемъ и 
5 которой должны принадлежать вов ковффищенты разематрива- 
виыхь многочиеновь, вм ето совокупности вех рац!о- 
нальныхь чисель теперь мы понимаем совок у № 
ность вефхъ рацгояальвыхъ фуянц!й одкого нарё- 
метра #; мы пороходимтъ такимт образом отъ 
точки зрния чистой теор! и чисель хъ точкб врё- 
з1я теорёы функц1 8. 


Ревлизуи всякое уравние /(о, &)==0 поередетвомт. его 
Римановой поверхности, молию установить простой критер 1 
приводимости в% отомъ новом емыея%. Въ самом 
ДЬлЬ, вели урчвнове нриводихо, то всякая пара значенй 2 |, 
удовлетворяющииг ему, должна обрещать въ 0 лвбб / (2,1%), либо 
(в. ). По ушещя уравненй А ==0,р==0 изебрижаютей нхъ 
Римановыми моверхноетями, хоторыя не имбюхъ между собой 
ничего общаго к не иредетавляють одного овязнаго иёдаго. Слё- 
допательно Риманова поверхность, принадлежащая 
ирнводимому уравненю /(2,и)==0 должна распа- 
даться, но крайней м6рЪф, на дв отдёльных чаети. 


Пойтому мы мощемь теперь сразу же утверждать, что 
уравнен{е 2” — ш=0 неприводимо в смысл тео- 
р1н функцтй. Въ самомь дл, въ каждой точив развётвленя ея 
Римановой поверхноети, которая намь вЪ точности нэвфетна, ци- 
кличеени связаны между собой веВ д нистовь, и, промё того, вея 
полерхцооть ‘отображается на сплошной сферй 2; поэтому о рас- 
падени на части же можеть бить и рфчи. 


Въ вид ириложен{я, мы можемъ теперь за- 
нятьея разр шен1емъь одной уже раньше затуо- 
нутой полуллрной ивтематической проблемы, & 
дменио-— задачи о раздфленги хюбого угла ф на я 
равныхь частей, въ частвости— дли н==8 —вадачи 
© трисекцих угла. Задача состовгь въ томтъ, чтобы найти 
точное построен1е съ помощью циркулян линейки, 
которое давно бы дёлен!е любого угла ф на три 
равныя части. Для дАлаго рада спец: альныхь значен!й угла 
$ легко можно найти ташя поотровня, Я хочу нозняхомичь ваоь 
еь ходомь мыслей въ доказатедьетв® невозможноети тривезни 
угла въ увазакломь емысль; при этомъ я попрону в&съ веномнить 
доказательство невозможности построендя правильнаго вемиухоль- 
ника съ помощью циркуля и лянейии. Какь и в® томт доказал 
тельствв, мы сводемъ задачу нъ неприводимому кубнче- 
скому уравнен!ю я затбмь покажемь, что его невозможно 
рёшить поередетвомь одпихь тольно извяеченй квадратнато корня. 
Но только теперь въ уравиене будеть входить параметру — 
уголь #,— тогда камь раньше коэффищенты были пёлыми чио- 
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лами;  соотвётетвенио этому, теперь вмфечо чигловий 
должна оказаться функц: ональная неприводи- 
мость, 


Чтобы получить уравнешо налей проблемы, предотавимт себЪ, 
что при положительной полуоси вещоетвонныхь чисель построен 
утохъ ф (рис. 24); тогдя его вторая сторона переебчеть окруж- 
ность радуса 1 въ точий 


20 == ее воз ф -- ЕН. 


Наши задана сводитея къ 
тому, чтобы найти такое 
незавиенмое отЪ зеличины 
угла 9 построеше, соето- 
зицее даь конечнаго чнела 
оцперащ съ цирвудемъ я 
линойкой, которов вся 
разь давало бы точку дере- 
обченя этой окружности со 


стороной угль ‚т, е. точку 
ш8 
аи Ем 
Это значене 2 удовлетворяеть уравненно 
2—0 ф Е 2вшф, (3) 


и анадитическй оквиваленая, нашей геометрической задачи ео- 
стойть въ томъ, чтобы рвшить это уравнен!е посред- 
ствомъ конечнаго числа послфдовательно извле- 
кавимхь одинъ изъ другого квадратныхт корней 
изъ рац1ональныхь функц: й отъ в03ф и з1 пу, —- ибо 
это суть поординаты точки 9, изъ хоторыхь мы должны исходить 
. при нашемъ поетроени, 
Прежде воего надо убёдиться. въ томь, чо уравне- 
н1е (8) неприводимо ов точки зран:я твори 
функция, Правда, это уравнен!е яб впохиВ подходить подътоть 
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который, мы имфли въ виду въ предылущихь 
общихь разсуддешяхь: вмфето рифоналено ъходящаго ком- 
илевенаго паражетра а здбеь ращнельно руля дв® фунв- 
Щи -— хобннуеь п чинуъ-вереетвеянаго параметра ф. 
Вудеть сстаетвоннымт, развимемьъ пошего монятЬ, если мы на- 
зовемь эдЪеь мнорочленъ 2*— (вояф РУз) приводи- 
мым® при тому, условти, что онъ распадаетея на 
миогочлены отновительно 3, коэффиц!енты кото- 
рых ТОЖе являются рацтональными фунец!ямя 
отъ 603ф и зто. Можно дать зритерй понимаемой въ этомь 
иммеяв ириподимости, ваолий подобный прежнему. А именно, 
если ф въ равенстьь (3) пробфтаеть во вемественныя зналон1я, 
Ло да = 003 ф--23тф обёгаеть въ 70 же время окружноокь 
ражуса Е вф плоскостя в, которому въ силу стереографической 
уроскщн соотвфтетвуеть экваторь на оферй и. Лина, лежащая 
яадъ этой сферой на Римановой поверхности уравненя 23 == и 
одновременно пробёгающая во 8 листе, уравнешемъ (3) вза- 
имно-однозначно отображаетел на окружности радусв 1 сферы 
А-овЪ и потому можеть быть, въ извфетной сстпени, названа 
его „одномфрнымь Риханавымъ образомъ“, Ясно, 
что подобнымт образомь молню дия всякаго уравнешя вита 
Г(3,008 ф, т) = 0 посероять такой Римаповь образъ: для этого 
нужно нзять столько эвзомиляровь окружностей ©ъ радувомъ 1 
и 65 длямой дуги ф, оболько корной имботъ уравноне, и в0- 
единить ихЪ въ одно цфлое соотвфуственяо связности корней, 
Далье заключаемтъ, совершенно подобно нрежнему, что уравне- 
н!е (3) только тогда могло бы быть приводнмымт, 
вели бы его одномфрный Римановъ образ распа- 
Дадоя нв отдвльныя части; но въ двяномъ случа это не 
яифеть мфота, и потому неприводимость нашега уравне- 
н)я (3) доказана. 


тихи уравнонй 


Прежнее дохазательство того, что всякое кубическое урав- 
вене съ ращональными численными козффищентами, разрёвтимое 
посредотвомъ ряда’ извлеченй квадратнато корня, является при- 
водимымъ, можеть быть буквально поренесеко на настсящй слу 
чай неприводимаго вт фуикщонажьномь смыелф уравнешя  (8)*); 


*) Ом. часть Г этихъ лекш@ (Аряеметина). 


189 


отбить только выфето слов „ращюнячьныя чине говори 
кядый разъ „ращедальныя фунёши отъ в05ф л пр”. ое; 
этого являвтея воли доказаннымь наше утнер- 
жден!е о томт, что невозможно выполнить ноерёд- 
ствомъ конвечнаго числа ошерац{Я еъ циркулемъ и 
линейкой дЬленЕс па три частн проиввольнаго 
угла ф; такимь образомт, всф стараны людей, завимающихся 
трисокщей угла, обречекы на вЗчную безплодность! 

Тецерь перейдем хь раземотрвнно ифеколько болёе сложна 
ирим#ра, | 


2. Уравненте д1эдра. 


Такъ назызають слбдуюлщее уравнен!е: 


(+=): @) 


овноване же для такого назвавя будетъ выяснено няже. Умколая 
ца 3”, находимъ что стенень этого уравнел!я равна Эн. 
Вводя однородныя перемённыя, получаемь: 


чо ов" в", 
ет, 


з За." 


зджеь дёйствительно числитель и знаменалель предотавляють 
формы измёрещя 2. Ихъ фунищональный опредфлятель равенъ 


| ЗН. зий"-т, 244. 2.11 | 
Аа (в. — ду”). 
Эна 1" , Эна вол | 


Прежде всего, онъ имветь корня 2 ==0 ил, = 0, каждый ( — 1)-0й 
кратности, остальные 2л жорней получаются изъ уравненя; 


з\" 
ат = 0, или || = 1. 
н. й , в») == 


Если внести наряду съ корнемь я-ой сотенени яаъ единицы 
2% 


ев", 


хоторымь мы пользовалиеь уже выше, еще и слёлуюный и-ый 
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корень изу, 


1 и поэтому расположены на экватор 2 (соотвЪтотвующемь 
опружнонти радиуса 1 на плоскости 5), а имеяно па одинаковыхь 


В л 
угловыхь равегоящяхь „одно оть другого. Итакъ, мы находимь 


сявдующия зам чательныя точхи ид сфер 2: южный 
полюс 4=0 и с верный нолюст 2 == со, каждый въ 
пратноетью # — 1; 2и точент, на экватор8 3===” 8’. 8", 
каждая съ кратлостью 1. 

Сумма веъхь кратностей равна 2.(я — 1) + 2и.1==4#—2, 
каць того требуетъь общая теорема (стр. 178) при стелени 2н. 
Вь силу уравнешя (1) замфчательнымь зочкамъ 5=0,00 иа 
сферй хх отявчаеть точка == со, вефмЪъ точнамь я — чочка 
0 = [1 и, наконедь, воёмъ зочкамь а=4'. а” — точка == — |. 
Поэтому на шарВ 5 ямйется только 8 мвета разв тнле- 
#1Я: 00, 1;-—Ъ, 36 8830 раоподожены надъ 


== ...8 точки развфевленя краткости #—1 
и = +1... я точекъ развфтвлен1я пратности 1, 
и=—1,,.я точевъ развфтвлен{я кратности 1. 


Такимъ образомъ, изъ 2 листов поверхности Ри- 
мана Въ точЕб ю=0 даклически сходятся 068 
труппы ло н листовъ, а въкаждой изь точекь 
40== +1 ни-==—1 и разъ по два листе. Детали располо- 
жешя этихь лиотовъ предетавятся нягладнфе, если мы изучим 
соотв тетвующее подраздёлен1е сферы # на полу- 
хбласти. 

Для этого полезно знать, хакъ замвчено выще, т линей- 
ныя подетановки, котормя провращають урнвиев!е 


т 


{1) само въ себя. Прежде всето оно остачтея ненмбиимь, 
подобно двучлениому уравнецно, при я похетановьахь: 


. {2") 


в.а (7=0,1,2,..., И - 1), РАВ вые 


5 


такъ хакъ при них 5” ==”. Точно такъ же оно переходить 
само въ себя при слёчующихь и подетаковкахт,: 


=’ = ==, 1,.. в, [9 


такъ какъ оф только обмёниваютъ мфетами 5* я Итого, мы 


имёемь 2н дннейныхь преобразован уравнешя (1) самого въ 
себя, т, е. какъ разъ столько, сколько одининь Въ 
степени уравнентя. Поэтому, зная при нфкоторомъ эначе- 
ни ® одия`ь корень 2, уравиешя, можно сразу получить во% 


2" 
зн корней; ”.ль и = ("=0,1,..., #1), вели только извфетень 


О 
Жорень #-0й отеневи лзъ 1. 

Теперь перейдемъ къ язол& довангю того лод- 
раздилен|я сферы 2, которое соотв тетвуетъ раз- 
рёзан(ю Рамановой поверхности на сфер ® вхоль 
вощественнаго мерид! ана; при этомъ мы будемт различать 
на вещоственномь мерная сферы , какт, и въ предыдущель 
примфрё, отрзки, опредёляемые тремя точками развётвленя, а 
именно: оть 4-1 до оо (сплошная ляшя), оть © 40 — 1 (пунк- 
тиръ изъ точекь), озь —1 до--1 (пунктирь изъ черточекъ) (ом. 
рис. 25). Каждому изъ этихь трехь отрёзковь ча 
сфер х отв чаетъ по 2н раззичныхь криволиней- 
ныхь отрфзвовъ, которые во получаются язъ 
Одного изъ нихЪ съ помощью 2и линойныхь подота- 
новойъ (2); поэтому достаточно опредёлить каждый разъ по- 
ложанте одного изъ няхъ, Съ другой стороны, 2оё эти отрёвкн 
доля соединять замбчательныя точви 2 = 0,09, =", &'.", котормя 
мы прежде всего отмВчаемъ на сфер 2; апелогично предыдущему 
случаю, изображен!о этихъ отрёзковъ нфехолько различается въ 
зазиснмости отЪ того, ть ли # Чотное или нечетное число, Для 
насъ достаточно будетъ наглядно предотавить себз одинъ какой- 
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вийудь опредёленный случай.-—-напримёрь, # ==6. Рив. 28 изо- 
бражаеть въ прямоугольной проекти переднюю сторону еферы я; 
на иемь видны изъ очень &', леноищихь ма экватор па раз- 
етоянё в, 60 друг оть друга, начиная слёна, дочки 2? =: -— 1, 
ВН В, 6 ==1, в изь точокь #,:”, расположенныхь посреди 
первыми, видны ТОЧКИ &'.89, 8. ==— р. 


ко 


Я утвирждаю, что свадранхь (-|- 1,59) веществен- 
вако меридтана 2 соотвётотвуеть силошной ча 
ети Е <и«--с мерид1ана и”. Дёйетвитьльно, если па- 
ловить 2-х и давать и вещественныя зночея отъ 1 до со, 

1 1 1 
То Шу (=+ ри ) = :(* + А будеть принимать также воз- 


Случай и ==6. Ольва сфора о, справа сфера 2. 
Рис. 28. 


`растающя зешественныя значенх оз, 1 до со; Изъ этой кривой по- 
лучаютел м другихь сплошных кривыхъ ‘на еферЗ 2 съ помощью 
и линейныхь подетановоъ (2”), которыя, какъ мы знаемъ изъ пер- 
заго примёра, изображають вращен!е сферы около’ вертикальной 
25 4 2(и—/л 
06н (0,00) ка углы и, ,2@— р 0я такимь образомъ, мы 
похучаемь и четвертей мерид!ана, соединяющихь 
сЗверный полюсъ © 5 точками & экватора, Еще 
одну сплошную кривую мы получим, примвияя, наиримръ, под- 


1 . 
статовиу в”—_, которая превралкаетх пвадранть мерина оть-1 


До.со. въ ниж вещественный квадрантъ мерид1ана, соединяюлий 
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зочки 1 и 0, Юели подрертнуть и эту кривую вебмь вра- 


щенёниь (2“),--- соедянеше этихъь вращешй съ 5’ == 1 ви“ 


тельно давтъ вов подотановхи {2 10 нолучниь ещо и чет 
вортей мернд! ака, соединяющихъ южный полюбъ 
съ точками экватора в, такь что мы дфйетвительно по- 
лучавмь 2н искомыхт, сплошпыхь кривыхь, соотвётетвующихь 
сплошной четлерти моридена и. При и ==6 эти кривыя воста- 
вляютъ три полныхь меримана, которые получаются изъ веще- 
ственнаго меридана вращенемъ на 0%, 60°, 1200. 

Теперь мы можемъ убёдиться [вт томь, что сововупность 
значенй 2==8'.7, гдё > снова пробёгаеть рядь ветествевныхь 
зночен отъ - 1 дос, соотьфтежвуеть части вещестнвеннаго ме- 
римана и, изображенкой чочечнымь пузитиромъ; въ самомъ 
дВлВ, уравнене (1} дасть при этихт, значениях: 


ии) ("+н), 


олфдовательно, а постоянно убываеть о%ъ — [ до -—- оо, Но ==. 7 
представляеть четверть мерид:ана ОТЪ 20 ДО ТтОоЯки ё' 
на экратор\; примвняя въ ной снова подетаповки (2”) и(2°), на- 
ходимъ, аналогично предыдущему, что части веществоняаго 
мерид1ана- 2, отифченной точечнымт пунктиромъ, 
соотвётетвують во четверти мерид{ана соеди- 
няющ{я полюсы съ точками экватора 5.", такъ 
чтоэти мерид!1аны дёлятъ пополамъ углы между 
мерид1анами, которыми мы полазовались выше. 

Остветоя найти Зи криволинейныхт отрёзковт, с0- 
отвётотвующихь полумерид!ану-—1<<1, ог 
маченному пущктиромъь изъ черточекь; я докажу, 
что это суть пазъ разъ отрфзки, опред ллемые на энва- 
торв сферы 2 точками "и 2'’.6”. Въ самомъ дв, оква- 
торь изображаеть точки съ модулемь 1 в поэтому можеть быть 
предетавдень поередотвомь фулеши х-5е®, тд ф принимвоть 
вещественный значошя оть 0 до 2^. Поэтому соотв тетвующее 
равно 


20 


= +=) = Че?) == 003 (иф); 


оно, дБйетвительно, остлотел весгла ведеитнениымь и но модулю 
меньше 1, а именио принимаеть по разу ве зкачешя межиу 1 


когда  пробътаеть дугу длиною въ =, т. ©. одинь изъ 


хь отразковь, © поторыхь плеть рбчь. 

Опредф ленныя такимъ образомт кривыя раз- 
дляють сферу 2 на 2.2л вообще треугольной 
формы —полуоблистой; кашдая нат, нихъ ограни- 
чена тремя кривыми, но одной каждого рода, и ©0- 
отвбтетвуеть одному изъ нолурлистовъ поверх- 
ности Римана. Только ну зам чательныхт, точкахъ 
сходятся вм ет по нреволько областей, а именно, 
как 3%) и доланю быть мо таблицв кратностей (отр. 190), въ 
слверцамтъ и южиомъ полюсахь по 2.л, д въ каждой 
изъ точект "ив." но 2.9. Члюбы опрелвлить, каыя изъ 
этихь областей слёдуеть занггриховать, обратимъ внимано на 
то, что граница задлей полусферы 22, считая въ положительломъ 
нанравлени, воблонть изъ силошщлой, черточно-пуяктирной и 
гочечно - пунктирной прявой; вт вуду конформности отображеяя, 
дуеть заштриховать всё 1 нполуоблаегн, у которыхъ три 
зшси периферия слёдуюум, одна за другой вт, такюмъ же порядка, 
ве же остальныя оставить безъ штриховки. 

Такимл образомъ, мы получили полный геоме- 
трическ!й образъ завискмости между зи тю, изобрн- 
жаемой нашимъ уравнен1емъ; этотъ образь можно шрюо- 
слёдить еще дальше, подробнёе разбирал конформное отображеще 
ОтТАфлЛЬНОй треугольной области на полусферв м, но мы ие 
отанемъ здёсь этимъ Заниматься. Я хочу только описать 
эти результаты въ примёнен{и къ случаю я=6, 
на которомъ мы останавливались выше. Въ этомъ елучав офорь 
распадается на’12 залтрихованныхь и на 12 незашерихованныхт 
тТроугольниковь, изь ‘которыхь на нашемъь рисуни видно по 6 
тВяъ и других, Въ каждомь полосой оходитея по 6 ‘реугольня- 
ховъ того и другого рода, а въ }2 ринноототоящихь точкахь 
экватора, по 2. Каждая область конформяо отображается на Чаком 
же полулиств поверхности Риманы посяфдн!е, соотв®тетвенно 
трунпировий колуобластей, сопряжены по 6 полулистовь жаждаго. 
родв надь мфотомъ ‘развытвленя ео си по 2 каждахо рода надъ 
мфотами развфхвленя -- 1. 


г: 


Особенно удобный и, въ вуду аналоми еъ посяблую- 
щимъ, особенно ифиный образъ дълен1я ефоеры инолу- 
чается лав; соеднцяють прямыми каждыя двб соебльтя точки 


: : . 21 
дАлены экватора, отетолня одна оту друтой на-- (напр, ве =”, 
в 


и затбму, каждую изъ нихЪ оъ пбоями полюсами (рис. 26). Такимь 
образомь получають внибинную въ сферу двойную пи- 
рамиду съ № (на кашемъ ристик® 6) боковыми гра- 
нями у каждой из проетыхь пирамидъ. Бели енроек- 
тирозать сферу с ея областями изъ 
центра ча эту пирамиду, то каждая 
треугольная грань раздфлится своей 
высотой па заштрихованную и пеза- 
зитрихованную половину. Если принять 
эту двойную пирамиду за изображеще 
дфлент сферы и, олфдовательно, нашей 
фуцвцьх, то онй окажеть налрь т же 
услуги, кая предотавятх правиль- 
ные многогранники въ нижесл} - 
дующихь прямврахь. Мы доотледемъ 
полной аналог]! и съ послёд- 
ними, если представимъ себ%, что наша двойная 
пирамида оллюснута въ плоскость осмован1й, и 
отанемь разоматриваль получаюлийся при этомь дзажды по- 
крытый правильный я-угольникъ (шестиугольникт), 68 
стороны которахо раздёлены прямыми, соединяющими центрь его 
<ь вершинами и со срединами сторокь, на 2 треугольниковт, 
каждая (рие. 27). Я всегда былъ еклоненъ нричистять 
этотъ образъ называя его 
до дромь, къ Б правильным ь 
многограяникамъь, которые 
извзетны со премень Платона, 
Дьйствятельно, «отл, образъ удовле- 
творябть возмъ условимъ, при ло- 
мощи которыхъ обыкновенно опредвлають правильный многогрыя- 
яикъ: в08 его ребра равны между собой (стороны правильнаго 
я-укольника), п углы его также равны между собой (углы #-уголь- 
ника); единственное разлие заключается въ томъ, что окь не 


в 


предетавляетт, собой лфлму ву, тфеномь смысл елола, тажуь калть 
захлючаесу ть себБ объомт, равный 0. Тапнль образомь, теорема 
Платона о чомт, что существуеть только 5 правяльныхь мното- 
гранниковъ, еправедлияа лить въ ТОМЬ ела, если ВКЛЮЧИТЬ 
въ ппредвлене требонан!е — веотда, конечно, молча подразумфвае- 
мое — чтобы многограмникл, былт. тфломь эт соботвенномъ 
смыслЪ слова. 


Исходя отт д1злра, можно, очевидно, получить 
наше дыленте ефоры, проектируя на сферу не только 
его вермины, шо я средины его сторонъ и боковых 
грани; воэтому его тоже можно раземалривать, какъ пред- 
ставителя изображаемой нашимь уравнен1емъ 
функц! ональной зависимости можду и 2, тавь что 
‚0 уравкеше можло, какъ уже было указано, назвать уравни- 
и1емъ д: эдра. 

Чедерь мы переходимъ къ упомянутымь уже примбрамъ, 
хоторые стоять въ самомъ тфеномт, отношеши къ правильнымъ 
тфламт, Платона. 


3. Уравнон;я тетраэдра, октаздра и икосавдра, 


Мы увидимъ, что два послфдшя уравкеня мы могли бы съ 
таким ше правомъ назвать уравиеными куба и додокаялра, 
такт, чо дайотвичельно неробраны вс 5 правальныхь тёлъ. ЗдЪоь 
мы побдемъ по обратному пути, сравнительно съ предыдущимь 
примвромъ: сперва мы выведемъ, исходя отъ правиле- 
наго ТВ ла, дёхленте сферы на области и затфыт с0- 
ставим соотвётотвующеа алгебрическое уравне- 
н1а, которое находить въ этой фигур8 свое таоме- 
трическое каглядное изображен!е. Но. миё придется 
при этомъ часто ограничиваться намеками, в поэтому я съ самаго 
лачала указываю вам на мою княгу: „Теки1я объ игосаэдрь 
иорёшен!и уравиен:й пятой степени“ („УоМезипеел. 
ИЪек даз Гковаейег пл@ д1е АпНбзиле; @6т СЛе1оииаен. тот баНел 
Отайе“, Терих 1884), вь которой вы найдете систематическое 
изложене всей этой общириой теори 00 вовёми ея приложещями, 

Я булу разбирать 30% три случая пораллельно и начну съ 
дВлен!1я оферы на области ция тетраодра. 
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1) Тетраздръ. Раздльмь кандый изъ 4 равноетовониихь 
чреугольниковъ техраздра тремя высотами на 6 среугольнич- 
ковт, которые по три коигруентиы между собой, въ то время 
какъ 2 неконгруснтныхь треугольничка зеркально симметричны 
между собой (рис. 28). Въ результат получаетея подраздё- 
лен1о воей поверхности тетраэдра на 12 кокгру- 
ентныхь между собой и 12 другикъ тоже конгру- 
онтныхь между собой, но зеркально равныхъ пер- 
зымъ, треугольничков; одну изъ этихь групиъ троуголь- 
Ничковъ отыётимь штриховкой (рис. 29), Что же касается 
угловт, этихь треугольниковъ, то можно различать 8 рода ихъ, 
ТАБ ито даждый треурольниит имфеть по одному углу каждаго 
рода: 


Рие. 38. 
Рис. 29. 


8) & вершняы перзоначальнаго тетраэдра въ 
которых сходится по 3 заштрихованныхъ и ЦО 8 
незаштрихованныхь треугольних а; 

$) а центра боковыхъ граней, которые, въ свою 
очередь, образують правильный тетраздрь (протизополож- 
ный тетраэдрт); въ кихъ сходится по 3 треуголь- 
ника хаждако рода; 

6) в ередият реберъ, образрония правильный ок- 
таздръвъ нихь сходится по 2 треугольника каж- 
даго рода. 

Если спроезтировать это д хен!е на треуготь- 
ники изъ центра на описанную сферу, то поодвдняя 
раздёлится на 2.12 треугольниковь, отраниченныхь 
дугами большихь круговт; они поперемённо кон- 


труентны и симметричны, Около каждой вершины Теда 

8), 5}, 9 распеложено соотьфтственно но 6, 6. 4 равныхь угла н, 

такъ какь сумма угловь поверхнаети шара вовругл, точки 

всегда равна 2л, то каждый изъ нашихь офериче- 

свихЪ Траургольниковь ныфетъ въ верщинахьанр 
п я 

углы =, & въ вершин с уголь 5. 


Характерное свойетво этого подраздёленгя 
сфоры заключается въ тимъ, что оно—какт и самт 
тотраздръ—при ифхоторыхь вращенгяхь около 
центра переходить само въ себя. Вы легко можете 
предетавить есб% это во вобхь деталяхь на модели тотраадра, 
которую вы видите персдъ с060й и которую я взялъ изь иолией 
холлекщи моделей; но зд№еь я ограничусь тзма, что перечислю 
в8% возможныя вращен[я, при чемт, къ нимъ веегда будетъ 
сопричисляться „движене“, оставляющее фигуру въ повоф, въ 
хачествв „тождественнаго вращен{я“”. Выберемъ кавую- 
нибудь опредвленную вершину первоначальнаго тетраздра; вра- 
зцешемъ мы можемтъ совмфотить ве съ л10бой другой вершиной 
четравира (и даже съ мею же озмой), что давть 4 возможныху, 
случая, Оставлия же ев неподвижной въ одномъ изъ этихъ 1о- 
зоженй, можно тремя различными снособами совмёотить тетраздрт, 
ет, вамимъ собой, а именно — вращая ого на углы въ 0°, 120° 
или 240° вокрутъ прямой, проходящей черезъ эту неподвижную 
зершину и черезь центрь. 970 даеть въ общемь 4.8=12 вра- 
щек! #, которыя переводять тбтраздръ или соотвтетвующее 
дЬшене оцисанной сферы на треуголъинки въ самого себя. Посред- 
ствомъ тавихъ вращен! можно любой заштрихованный (или не- 
заштрихованный) треутольникь перевести въ любой другой 88 
итрихованный: (соотвфзетвенно незашигрихованный} треугольниих ; 
0бое вращене вполнз опредёлено, вели дам и этоть второй 
треугольникь.— Эти 12 вращен!й образують, очевидно, то, 
что  называють группой С» т. е. воли произвеств” два танихь 
вращеня одно посл другого, то результать будетъ’ соотьётетво- 
зать одному изъ 1® вращенй. 


Если разоматривать нашу сферу, какъ сферу 2-овъ, то кажжос 
изъ этихь 12 вращен можеть быть представлено посредотвомь 


линейнаго преобразовьн{я 2; получаемый таким 
образомъ 12 ливейныхъь преобравенацЕ Я но изм ф- 
няютъ уравиен!я, принадлежащего тетраздру. 
Для сравнении 1 замфчу, что, кашь вы вами можете убфдиться, 2и 
линейных подстановокъ уравнея]я д!эдра можна 
интериретировать вакь сововунность врашецуй 
дгодра вЪ 066%, 


2) ПриложимЪъ вналогичныя разсуяменя къ октаздру; но 
теперь мы мошемт, выражалься болфе сжато. Раздфлимъ, какь и 
раньше, каждую изъ 8 боковыхь треугольныхт граней на 6 тре-” 
угольничкояь; получается нодраздален!е всей по- 
верхности октаздра на 24 конгруентныхъ между 
собой заштрихованиыхь траугольничка и нА 24, ВЪ 
свою очередь, контруентныхъ между собой, ло зер- 
кально симметричных па отношен!ю кт перым 
незаштрихованныхь треугольничковт (рис. 80). И 
на этоть разь можно различал, вер- 
щины трехъ родов: 

а) 6 воршннъ октаэдра, 
въ которыхь сходитея по 4 
треугольника каждаго рода; 

Ъ) 8 центровь граней, 
образующ!е вершины куба; 
въ иихь сходится по 8 треу- 
тольника каждаго рода: 

с) 12 срединъ реберт, въ 
которыхъ вотрёчаются по 8 
треугольника каждаго рода. 

Переходи съ помощью пентраль- 
ной проекти къ описанной сфе- 
р, получаемь подраздёден{е на 2.24 конгруезнтнихт, 
соотв тотвенно симметричныхь треугольника, 


хаждщый изъ которыхь имбеть въ вершин д уголь 
Е 


1’ 
Принимая 30 внимано то обстоятельство, что вершины у обра- 
зують кубь, легко можно убдиться Въ томъ, что точно тахое 
же подраздленуе получилось бы, если исходить 


л я 
зв вершинв 2— уголь ив вершинв уголь 5 


0 


отъ куба и проектировать ого вершины и средины 
траней и реберъ на сферу; таккагь образомь, дЪйотвятольнь 
не приходится разематривить кубъ отдёльно. 

Совершенно такт, же, какъ и въ нервомь случа, можно у6$- 
диться въ томь, что какъ октаадръ, тавъ я это подраз- 
дхёдеше сферы на области нореходятт евыи въ себя 
ири 24 вращен1 ях, образующяхь груниу Са; каж 
дое отдёльное вращене ха- 
рактеризуетол тмъ, что оно 
пореводитт, один заданный 
треугольникь въ опредвлен- 
ный другой треугольникъ. 

3} Тенерь мы подочети 
и икосаэдру (дваддати- 
граннику). И здВоь въ основу 
‘кхадемъ двлен{е каждой изъ 
20 треугольных» грашей на 6 
собтавляющихь треугольнич- 
ковь и въ общемь по- 
лучаемъ 60 заштри- 
холанныхь н 69 не- 
заштрнхованнныхь т8- 
БихЕ треугольнич- 
овт (рис, 80). Три тина 
вершинъ вт этомъ 
случай будуть: 

м 12 верщинъ яко- 

саздра, въ которых 
сходится по 5 треугольниковъ наждлаго рода 

$) 20 центровъ граней; они образують вершикы 
правильнаго ивнтагододекадра (двёнаднатигранника, 
© пятиугольными тринями); н% нихъ вотр&чаетея по 8 
треугольника каждаго рох8; 

©) 80 срединт реберз; въ нихъ сходится” по 2 
треугольника того и другого рода. 

Поэфому при переносон!и ‘на сферу каждый 
треугольникъ получаетъ при вершинахъ а, 6, с 


я 
Углы, . Ивъ свойства угловъ 2”можно опять захлючить, 
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что такая ко фигура получилаеь бм изъ править- 
наго додеказдра. Наконець, можно пидфть, что ико- 
саэдрь и соотвётетвующее подраздвлен:е сфоры 
пореходять сами въ собя поередствомъ группы 
С изъ 60 вращен!Й оферы около центра. Эти вращения, 
какь и вращешя октаздра, вы можете уяснить 468 на модели, 
нодобной той, которую вы видате здёеь. 

Я еще разь, товноха, хочу сопоставить т углы сфери- 
ческихъ треугольников, которые получалиеь въ трихь 
`раземотрённыхь случеяхь, приооздиняя сюда же и дадръ: 


Дэдръ: и Е д 
"Тетразду з. з 
Октаздръ: т, $ 
Икосалдрт: 5, з, =. 


Налурелинеть, в8роятво; немедленио заключиль бы изъ угого, 
что возможны и дальныйния зналогичныя подразяфлещя сферы съ 
плллялт 
6787327825 
м8ется, прамвнять такихъ) завлючеши по анзломи, и его оето- 
рожность оказывается въ дениомъ случай справедливой, такъ 
кашь дФйствительно рядь возможлыхъь подразд®лон! 
сферы оцисанмаго рода обрывается на перечясхен- 
ныхь выше. Конечно, эготъ фавлуь стоить въ овязи съ ТВМт, 
чо нзть другихъ правильныхь многогранныхе 
ль, кромф Платоновыхь 5 тёль. Послёдиое основан е этого 
можно усмотрёть въ н*которомъ свойств цёлыхъ чи- 
селу, которое не можеть быть еведено къ болфе простымь сообра- 
жещемъ. А именно, можно показать, что-углы кытдаго изъ измших 


углами Но математикь не долщень, разу- 


треугольняковъ должкы быть такими пфльми частямя 


чтобы было удовлетворено неравенетво 


ттт 
ЯНЬ Ь 


р 


оъазывается, что этому неравелетву удовлетворяють только пере- 
чиеленныя выше уёшени. Варочемь, смысль этого неравенотва, 
„легко понять, такъ какь оно гозоритт, что сумма ууловь офери- 
ческяго треугольника воегда больше т, 

Я хотфля, бы здфеь еще упомянуть а томтъ, что, какъ мио- 
тимъ яз ваоь, конечно, извветно,— разумное обобщен: е 
этой твори вызодитт, за этя конь будто слишкомъ узшя рамки: 
творя автоморфныхъ функц! разематриваеть дфлешя 
оферы на безчиеленное множество треугольнякавъ 
съ суммой угловъ, моньшей л. 


4. Продолжен!е; выводу уравнен1 и. 


Тенерь мы переходимь ко вуоро части нащей задачи, & 
именно въ установлен! ю тхъ уравляен!й вида 


фо =.) ==0, пли = 7 (0 


© цоторыя принадлежать 
каждому изъ нашихъ цод- 
раздълен1В сферы, т. ев. 
чфхъ уравкенИ, вт, силу которыхь 
068 полусферы го отображаются на 
2.12, или, соотвуствелво, НА 2.34, 
или, наконець, на. 2. 60 треуголь- 
ничкахь сферы 2. Таким обра- 
зомъ, какдому зналенно г доляно 
въ общемь соотвЪтствовать но 1%, 
24, 60 значе 2- каждое въ 
Рис. 32. треугольникв соотвЪтотвующаго 
рода’— такъ что искомыя урав 
нашя должны имфть отепень 12, 94, 60, которую мы будему, 
обозначать вообще череяъ Л. Но каждый треуголькачекь упи- 
рвется на три замёчательных точви, тавъ что во волком» случиь 
на сфер& ® должны быть 8 точки развётвлен1я, 
которыя мы помветимъ, какт, это припято, въ точках» ш=0, 1, о; 
ЗЪ качест пин1и разрёза С, проходящей черезь эти $ 
лочки, 8 отрёзки которой доля соотаётетвовать пограязачныхт 
ливямъ треугольниковъ 2, мы снова возьмем мерид!зпъ 
воществоЕныхЪ чисель (рис. 32). 


Далфе, мы устанавлинаемь, что въ кажломь изъ тре 
случаовь точкф ш==0 соотв тетвують дентры гра- 
ией (тлы 6 вь ирежнемъ обоаначеши), точкЪ м-р + 
отв тетвуютъ средины реберъ (углы ©} и точку 
40 == © соотв тетвують вершины мяогогранлика 
{углы а) (ем. рис. 88.}. При этихь уелошяхь етороны эре- 
Зтольникояъ соотвётетвуютъ тахь, каль это указано на чортежв, 
тремз, отрёзкамь меридиана #, и при этожь заттрихованиые 
треугольники соотаФтотвують задией, а незаштрихованные перед- 
ней полусферв. При этомъ уравнеше (1) должно, соотвётотвенно 
этимъ сопряжешямъ, отображать взаимло- однозначно сферу 2 на 
М листной Римаповой поверхности, покрывающей сферу и имё- 
ющей разьётвлешя въ точках 0, 1, ©. 

Молио было бы легко вывести а ]и?огЕ сущеетвоване этого 
уравнены изь общихь теоремъ теори функнй, но я яв хочу 
зАБеь предполагать необходимыхь для этого знай и предлочи- 
таю болфе эмиирическое по- “4 
етроен!е  отдёльпыхь  уравнениь, 
которое, быть можеть, дасть памт и 
боле живое и наглядное предотавхен!е 
объ отдёльныхт, моментахъ. 

Предотавямъ себВ уравнене (1) 
написацнымь въ однородныхь иере- 
мМанныхь: 


чи; _ Фи(е › 21) 


и. Фа,’ 


тдз Фу,Фу обозналають однородные многочлены измфрешя 
въ 2. ,& (№=12,24 или 80). При тавомъ 106068 пяеая урав- 
кешя исключительную роль нграюуф точки вл == 0 и 3; ==0 на 
сферз в; но такъ кавъ наряду вв ними для насъ воегда пред- 
ставляеть раввый интерееь и третья точны развфтиленя 2:1 
{въ однородныхь перемфниыхь: #, — и. ==0}, то представляется 
пзлесообразнымь имбть въ виду и олёхующую форму уравнен! 


Хы, =) 


7 Фаза) | 


эдВ Хь-=Фи— Фу тоже предетавляеть форму №то измьреня, 


06% внда я предпочитаю соединить въ одну непрерывную про- 
зорщю: @ 


(а, — 0), = Фуа, а): Хула, 23): х (91.83); (2) 


зто предогавляеть собой однородную форму уравненя (1) и въ 
пей одинаково приниты 0 внима е 568 8 точки раввётеленя, 
Теперь нажа задача заключаотся в% томтъ, чтобы вобща- 
нить формы Фу», Хм, Фу; ция этой цфли мы сразу же поста- 
знмъ пхъ въ ввязь 5ъ нажижь двхешемь еферы =. Изъ уравне- 
я (2) мы находимь, чт при 2, =0 окаяывается Фу(а,, 2} =0, 
т. в. зпаленно 22 =0 соотвьтотвують на сфер 2 М ко р- 
ней формы Фу. Съ другой же сторопы, согласно натимъ усло- 
вямъ, мБоту развётвленя и = 0 должны соотвтетвоваль дентры 
граней иногогранниковьъ (вершины $ въ лашемъ подраз- 


й М. 
далени); число ихъ въ кождомь случа равно —; но въ каждой 


изъ этихь точекь ветрачаетея по 8 заштрихованныхь и 10 8 
незаштриховантыхъ треугольника, однократно отображенныхь, нА 
отдёльныхь полусферахт, такь что каждую изъ нихь олвдуетъ 
считать тройнымь корномъ нышего уравнешя. Тажиму, 
образомь, эти точки, воли принять во внима е ихъ кратность, 
„доотавляють всв точки, соотвфтотвуюня #=0, и, олвдовательно, 
вс корни функц!я Ф»; тавимь образомъ, фубешя Фи им- 
ать иокточитольно тройиыч корни и продотавляеть поэтому 


М, 
третью степень нёкоторой формы ф(а,,з.) степени 3 


1 или 
и ч9 


Такимъ же образомь накодямь, что значенимь ‘в 
1; —1:==0 соотвфтотвуютъ [корни уравнешя Ху= 


№ 
оля тождественны съ <>. ородинами ребер миогограненна, очи- 
чая по два раза каждую (верчины с въ намемьъ подраздёневи); 


поэтому Хм должно быть полнымт квадраломъ формы измвреня М. 


2 
х, = [2 =) 


з 


Наконедь, иничентю 22 == со соознйтетнуюгь корни функюи 5, и 
тюэтомт они должны быть тождеотвелиы съ верлуинами первона- 
чальтаго мпогогранника (вершивы 2): въ нихт сходится вт епот- 
вблетвснныхь случаяхь по 8, 4 или 5 треугольников, такъ 
что получаемь: 


= (+ ве, ‚зд ль=8, 4 ная 5, 
Такимъ образомт наше уравнен:е пепремёвно 
должЕо имёть вид: 


{8} 


(ел, 8)? 94 (21 за) 


и: (ан вл) 16, = Фба вы: 


изм рен1я и показатели формъ фр, 44, а также 
значен:я стенени уравнения Л получаются изъ 
схбдующей табхички: 
ле 08 98 08: М 
Тетраздрт; фу, д, Фа; М1. 


2 


Октавдръ: р, ‚ра; № == 94. 


Ихосаэдре: 9 р 45 Ю№М== 60. 


Теперь я хочу еще показать, чю и разобранное 
раньше уравнен{е д1эдра можно включить въ эту 
схему (3). Мы должны только вепомнить, что тамъ мы пом®- 
Жахи мфота развётвлен!я на сферВ 2 въ точкахъ —1, -|- 1, ©, & 
=е вЪ точках 0, -{- 1, со, навъ теперь, такъ что мы достигкем 
дйствительной аказоти съ уразнешями (3) хишь въ томъ слу- 
чав, если иопробуемь предетавить уразнев!е дзэдра ВЪ тавомъ 
вид: 

(а, (в, — №): 8, ==$:Х:. 


Изъ формы уравнешя ддра: 


которой мы пользовались ве свое время (стр. 189), оь. помощью 
простой передфлки получаемъ; 
(аи, (ин-та ва Ну" да"): (ай" вл" — Эа" в 
ами вы Даев ут ана. 
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Тахимъ образом мы дАйствитольно можем присоединить къ 
предыдущей табхичив елфдующую строчку: 

Дездрь: и ия, ааа. 
Замбчвлельныя точин и ихъ вратиости, непоерелетвенио опредв- 
злится по этой форм уравнены и овиздають съ установлелными 
ранкынв (етр. 190). 

Тенерь нашей задачей является дбйетвятельно по- 
строить формы ф, {, 4 въ трехъ новыхЪъ случаяхъ. 
При этомъ я остановлюсь подробнве толька на 
октаздр 8, для котораго обетоятольства складываются наиболве 
прото. Но и здфоь, желая оставаться въ рамкахт краткаго об- 
зорв, я многие бущу только намёчать и сообщать въ видё ре- 
зультатовъ;  веямй же, 
цто пожелаеть  познако- 
МИТЬФЯ СЪ ЭТИМЪ ближе, мо- 
зкеть найти подробнов из- 
ложенйе вт, моей книгВ объ 
ивовазпр. 

Ради простоты пред- 
ставимЪъ пебф, чта оттаздръ 
таць воисант въ сферу 2, 
чт0 6 ога верщилх 
совпадають съ точ- 
ками (рис, 84): 

0, о, +41, 4, 
При такомъ положени ок- 
таакра 18 24 лимойкыя подстановки х, которыя изобра- 
жають его вращены, т. е. перомйщьють названный 6 точек, 
можно представить вЪ очень проехомъ видв: начнему съ + вра- 
щен, при которыхъ вершины 0 и оо остеютоя неподвижными; 
и-ый. 2 (Ё=0, 1,2, 8). {4°) 


Рне. 34. 


Далво можно, напримёръ, посредотвомь подотановки 2’ === [+ е. 


врашщёнйг около горизонтальной оси (--1,—1) на 180] перем%- 
етить точЕу 0 въ оо; прямйняя затёмь еще 4 вращеня (4“), 
подучимь 4 новыхь подотановни: 


Е. 42 
=. (4) 


Точно акт 


перамветимь от помощью подетавовосл, 


в а-Нр 8—1 
в - р 1 


—# 
8-2 
плохередно каждую изъ 4 точек з=ё 1, д -— 1 В 00; при- 


мфиял каждый разь 4 пращешя (4°), получим еще +.4==16 
подетановокь октаэдра: 


(=0, 1,3, 8). (4) 


Телерь мы вашли всё 24 изномыя подстановки; пепоередетвен- 
нымъ вычислешемь можно убедиться въ томь, что ои® д @- 
етвительно нереводять 8 вершинъ октаэдра въ 
самихъ себя п что онА пбразують группу, — хругими 
словами, что посябдовательное производетво зюбыхь двух изъ 
этихь  подотановокь  предотавляегь снова нёкоторую под 
етановжу (4). 

Теперь я хочу прежде веего образовать форму \и;, кото- 
зая имветь простыми кориями 6 вершинь октаздра‘ точка 2==0 
даеть множитель 2, Точка 2 = со даеть множитель 2;; 4 точки 
Ти -Е2 продетавляють простые корни формы 2.“ —2,\, такъ 
что окончательно получаемъ: 


Чу: .2ь: (2 — #0). (5°) 


Труднфе составить формы фз и 7,, Для которыхь центры граной 
и, соотвфтотвенио, оредины реберъ служвтъ простыми хориям 
приведу ихъ здёоь безъ вывода (ер. „Ижосаздръ“, отр. 54): 


а 


Хо == 21? — ЗЗа. вам — 83818, 8 -[- вый, 


6) 


Конечво, во в6ё эти 8 формы нходитъ еще неопредфяенный мо- 
стоянный множитедь, Поздому, если подъ Фь, ФР» Ха ПОНИМАТЬ 
формы въ томъ видф, какь онё выражены равенствами (5), то въ 
Уравнене октаэдра (3) слбдуеть еще ввести неопредфленныя 
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пОбТОяННыЯ Сь, (, И МИСАТЬ ето ВЪ такомь вядф: 

то: (и — о) а 8 1 а Дай 1 фай 
КромР того, наде такъ опредфлеть постоянных с, чтобы по- 
слвдня уравнены лФйетвительно” предотавляли только одно 
уравнене между я но, & 310 имфеть м®ето въ томъи только 
въ ломь случа, соли 


фо сч" ады? 


тождемветно въ 2,,2„ Ноелёднее сооткошене дёотвительно 
можию овуществить при помощи соотаётетвующаго выбора по- 
СТОЯННЫхЪ 1,С» а именно имфоть мёето— въ чемь можно убё- 
диться проетой нередфлкой, — тождество: 


488 — 108" а, 
такъ что уравиен!е октаздра (3) приннмаетъ слёдуюн Й видъ: 
а: о) == 108. (6) 


Это уравнеше дЁйствательно отображасть точки #=0, 1, со 
соотвфтствепно въ щентрахт граней, срединахь 
реберъ и вершнинахъ октаздра еъ надлежащей 
кратностью, такъ какъ формы ф, д, 4 составлепы воог- 
втотвеннымь образомъ. Кромё того, 24 подстановки октаадра (4) 
переводят ‘это уразнене само въ себя, такъ вакъ окБ преобра- 
зують корни каждой формы ф, у, ф зв® самихь себя и, сл®дова- 
тельно, вводять въ самыя формы ТОЛЬКО ЛИШЬ №0 МНОЖИТОлЮ, & 
внчислене показываеть, что при образовани частныхъ эти мно- 
жители выпздаютъ. 

Остается еще показать, что. это уравнене дфйотвительно 
отображаеть конформнымт образомъ каждый за- 
штрихованный или пезаштрихованный треуголь- 
никъ сферы = на заднюю или передиюю полусфе- 
ру в. Намъ уже извфотно, что тремъ воршинамь каждаго тро- 
Утольника СООТВЬТОТВуЮТЬ ТОЧКИ 0, 1, оо вещественнаго мерищана 
зи что внугри каждаго треуголёника 2 принимаеть не боле, 
ЯАмъ по ‘разу, одно и то же значеше, ибо уравнеше при этом® и 
иметь только 24 кория, которые-должны распрехфлиться по 24 
однородным" треугольникамъ. Если бы замъ удалось еще пс 


хазать, что #2 вообще обтьетоя выщентвенвыма, ВДОЯь 
зрехъ сторонъ треугольника, то отеюда нетрудно 
было бы заключить, что`ханиая оторона, взанмио-одновначно ото- 
бражаезся на отрфакф веществеянаго мериана 0, я чт въ 
внутренн1я точки треугольника сопряжены кон- 
формно и взаимио-однозначно въ полусферой. Вы 
лагко сумВете сами довести до конца эту цёнь выводов, вх но: 
лорой главное значене имбетъ то оботоятельство, что отобража- 
не производится лепрерывкой и аналичической фуньшей че (2). 
Я же хочу подробийе остановиться тольво иа одномь моментв 
доказательства, & именно но додазатольствв зещественности 
нь сторонахь треугольника. 

Оказывается болде удобнымь доказывать это утверждене 
въ такой формЪ, что я имфеть вещественное значен:е 
кавовхь большихь кругахъ, которые образуютъ 
лодразд® лен16 октовдра. Это прежде воего тВ 8 взанмно 
перпендикулярныхь круга, которые проходять черези каждыя 4 
изъ. 6 вершинъ онтаэдра и воотвтетвують ребрамь онтардра 
(больш! круги, изображенные на рис. 84 сплошными чи- 
ями), и дахёо 6 вруговъ, соотефтетвующихь высотамъ граней 
октаэдра; они дфлять пополамъ углы между большими кругами 
(малые круги, на рис. 84 пунктирь изъ чаруочехь). 0ъ па. 
МОЩЬЮ ПОДОТАНОВОЕЬ ОБТЯЗДра можно любой большой кругь пре- 
зранитЕ въ любой другой и точно зав же каждый малый вругь 
превратить въ любой другой, Поэтому достаточно покаваль, что чи. 
сохраняель зещественнов вначен!е вдоль одного 
какого-нибудь большого и одного малаго круга, 
ибо на другихь кругахь оно должно припимать 15 же вамыя 
значение. 

Но среди большихъ круговъ ямфется мерищант, веществен- 
НЫХЪ ЧИСОЬ 2 И На немЪъ, конечно, ® имфеть вещественное 
значене, получаемое изь уравневшя (6): 


3. 108’ 
чакъ какь ф и`ф предотавляють веществанные многочлены от- 
носителько 2; И.Я. 
Ивь малых® вруповъ, ‹ проходящихь черозъ точки 0 и ©, 
мы. выбираемъ. лотъ, который составляеть ©ъ вощественныиъ. мв» 
и 


я 
нимаоть зналешя 22227. ›, гдь г проходить черезъ веществен- 
зыя значешя оть со до-|- 20; вдоль него, во воякомь олучет,, 
. р пыфьть вещоствонное зпачене; а тежъ какъ, зЪ 
%нлу уравнешя (5), въ фуихино фь и вт четвертую степень фу: 
ти 4: входят только четвертым степени 2; И 3, То 42, вЪ виду 
последней формулы, онать-таки иметь веществениое значене. 

Теперь мы подошли къ концу пашего доказа- 
тельства: уравнен!е (6) дЪйотвительно отобрз- 
жаеть воиформнымь образом позлунлоовости, 
соотв тотвующЕя Римановой еферв или покрыва- 
ющей ее Римановой иоверхности, на сферу 2 въ 
зя подраздфлен1и на треугольники, соотв тетву- 
ющемъ октаэдру; повтому мы —я обратно— съ той 
же лолнотой владвомь геометрически зависи- 
мосТЬЮ между = и, устанавливаемой этимъ урав- 
нентемъ, кают я в продыдущихь принбрахъ. 

Съ тетраэдромь и икослэдромъ постунають еове:- 
енно тадотмь же оброзомъ; я дамь здфеь лишь результаты, 
которые и въ этихь случаяхь получаются при возможно боле 
простомь положеши подравдфленя на сферф г. Пля тетра- 
эдра*)} получается тажое уравненге: 


пенье з 

вн: (а вы =] Е | 
а 

ув | 2, 3; (51° — 84) | 
з 
: } ви УВ ааа аи |, 


а дтя иносаздра**); 
инт (в— в): = 


з 
} (еле 20) -|- 228 (виз — вйвив) даимь | 


2 
: 3 ра) 522 (22355 -— 2.0) — 10005 (ба, -в.10, | 


з 

;1128 ария Е Пабай — в) В 

ТЯ р вова": раб, 
**) ово Ни, р, 60, 50. 


аи 


другими словами, эти уравноп!я отображають цолу- 
<феры же на заштрихованные и незаштриховаин- 
ные треугольники принадхежащаго хетраодру и 
иковаздру подраздёлен1я сферы 2. 


5. О рёшени изшихъ пормальныхь уравнен!й. 


Теперь мы займемоя общими свойствами тАхъ 
уравнен!#, хоторыл мы до сихь поръ разоматривали, кант 
примёры общей твори, развитой выше, и которымь мы дадинъ 
назвае нормальныхь уравнен! И, Конечно, я и здфеь 
могу представить вамъ положеше вещей лить въ самыхь про- 
стыжь случаяхь, отеылая интересующихся подробностями къ 
моей книеВ объ икосаздрё, 

Начну съ того замфчаня, чо крайне простая при- 
рода воёхь нашихь нормальныхт уравнен! про- 
ИСХОДИТЬ ОТЪ ТОГО, 90 они долускають столько же дя- 
нейныхф ЛОДСТАНОВОКТ, сколько единицЪ въ мокА- 
зател% нхъ степени, такь что в0 корни пред- 
зтавляютъ хинойныя фунац!и одного изъ нихъ 
замфту также, что въ подраздалешяхь сферы мы имфемь крайне 
наглядный геометричестй образъ войхь разематриваемыхь зо» 
соотиошенИ: Я хочу показать на прим®р% одного вопрова, отно- 
сящагося къ уразнеино япосаодра, до чего просто слагается, бла- 
тодаря указаннымь обстоятельствамъ, многое такое, что вообще 
Фхазывается крайне сложнымь, когда имзешь двхо съ уравне- 
ями столь высокой степени. 

Дано вещественяое значен1е ., напримёрь, на 
три (1,00) вещественнаго мерищань #; требуется онре- 
дёлитв 60 корней хх уравизн!я икосвакра нри 
42 = (рие; 85), Наша теомя отображея показываеть, что 
хаАЖДЫЙ изт нихь долженъ лежать из одной изъ 
$0 соотв тотванныхь (на рис, 88 оплошныхе) сторокъ 
треугольнивовъ подраздфлен!я сферы я Таким 
образомъ выполиено то, что въ теори урзвненйЙ кавыввють 
отдвлен1емъ корней, продотавляющиме, большей частью, 
крайне ухомительную ‘работу, которая дояжна предшествовать 
мисленному зычиеленло корней: такт навывается задачь 
опредёлен1я такяхь. отдельных промежутков, 


32 
въ хоторыхь назёрно заключается только по 
одкому корню. Но мы можемь также ераву опредфлить, 
сколько среди этихз 60 корней ввщественныхт, А 
именно, изъ того, что при приведенной выше форм® уравненя 
икосаедра послфди! предполагается вложенным въ сферу = та- 
хкмъ образомъ, *) что вещественный мерид!анъ прохо- 
дитъ черезъ 4 угла каждаго рода а), 6), с), вытежаеть, 
что (@ф. рис. 38 и 31) какъ разъ 4 сплошныхь етороны треу- 
хольниковь лежать вдоль вещественнаго мерищана, такЪъ что 
имфетея какъ разъ 4 вещественныхъ корня. То 
же самое имфозть мото, если 0 лежить вь одномь изъ двухь 
другихь отрёзвовт везщественнаго мерищаяа 2, такь что вообще 

со при веякомъ веществен- 
7 хомъ ш уравнен!е икосА- 
% ядра иметь 4 воществев-. 
ныхь #56 мЕимыхь кор- 

ней, 


Тенерь я хочу оказать 
иБоколько словь 0 ДВЙст- 
вительномъ числепномъ 
опредвлен{и корней на- 
михь пормальныхь урав- 
нен!й. Прежде всего, здёсь 
снова дрилется для насъ бдахо- 
прятнымь то обетоятельство, что. 
вычислять приходится каждый разь только одинъ 
корень уравкен{я, тажь кокь остальные корни получа- 
зутся поередотвомь динейныхь подотановокъ. Вырочемт, я доджень, 
зазбытячь, ч10 численное опредйлея!е корня пред- 
отавляоть, собственно говоря, задачу анализа, а 
не алгебры, такь кашь оно необходимо требуать примёненя 
бевколечныхь. процеесовь, чтобы: представить съ хюбымь при- 
ближешемь прращюнальныя, обыкновенно, значевя корней. 

>. Волбе подробно я остановаюсь только на самомъ про- 
сломь рримёрё— на двучленномъ, уравне!и 


711 


=. 


Рис. 85. 


= 2”, 


*) бр: „Паобаовог“, р, 


ри чемъ т снова прихожу дъ лелосредетвенное сопри- 
КОсНОвОЫ!6 с0 школьной математикой, тахь кашъ и 


„ . 
вт, ней разбирастся эта задача — вычислен!е У®— по край- 
ней мёрф, для первыхь значешй я и для положительныхь ве- 
зщественныхь значенй ю-=/, Методь вычислешя квадратныхь Е 
кубическихь корней, изнёетный возмъ вамь со школьной скамье, 
Фостоить, въ сущности, въ слёдующемь: ивелёдують, какое мёета 
ЗВНИМАОТЬ ПОДрадикальное Число и==> вЪ ряду квадратовь или 
хубовь иёлыхь чибель 1, 2, 8, 4,,..; затВмъ, основываясь на 
десятичной систем} ‘письмеяиаго счислены, повторяють то же 


Рис. 36, 


испытан! съ десятыми долями нейденкаго лромежутка, залы 
съ сотыми долими я т. д. получая при этомъ, разуивьтся, любую 
степень точности. 


Здфов мы примфнимь болбе рац!оньяьный методь, 
который тодитея но только при любыхь цёлыхь ‘м, но и при 
любыхь' комплексных вначен|яхъ 1. Тавъ какъ 
замъ нужко найк лишь одно какое-нибудь ршеню урезчевя, то 


* 

станемь. иовать какъ разь то знАЧеН! 6 === р, которов 5е- 
Са . 2 

жить внутри узла -—_, поетроеннаго при оби веше- 


зтвенныхь чиовлъ (рис. 86), Строго придерживаяоь .0б0б- 
щеня упомянутаго выше элемейтарнаго метода, начкемъ съ того 
70 равдёхимъ: (лучами, проходящими черезъ верщину) ограйи- 


чизаомое этимъ утломъ пространство нз х равных частей {на 
рисункВ у==5) и пересфчемь эти лучи окружноегями, описан- 
ными оволо начала радусами №==1, 2, 3,... Такамъ образом, 
мы получимь — при выбранномъ »-- внутри угла веф точки 


з=2г. 


А (- 1,2 
" 
#1 


и воотафтетвуюнии имт, значення в’ 


на, 6 


Рис. 37. 


мы можемт оразу указать въ плоскости со. Они образують там 
зермины подобной же, но покрывающей вею плоскость 2 обти, 
хоторая состоить изъ окружностей съ ражуеами 1", 2”, 8",...и 
лучей,  сооставляющихь съ  вещестленною  овыю углы 0, 
37 4п и—1]2л 


у. -`— (рис. 37). Данное. значене а должно нахо- 


а 
Диться 8%. запой тиб ЗФ этихь КлтОНЬ; ПустЕ 5 воть бляжяй:- 


пая въ этому р верила. Одно изъ значений дву кам 
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навфотно: это — одна ить вершин ноходвой офти в, плоекоетя 
=. Теперь полагаемт. ддя нокомаго звочежнн корт: 


= У = Уи) 


Праяую часть разперномь ло биному Ньютона который 
мы спокойно можомь очитель извфетиымь, ибо мы и без того 
вфль, въ сущности, находимся въ области анализа: 


аи" ==) +). 


о 


Вопроеь о сходимости этого ряда мы можемь ушить сразу, 


риаоматривая его, какь разложен!е аналитической 


з 

функц! и Уз зъ рядъ Тэйлора, и примбияя ту тоорему, 

что ряды Тэйлора сходится внутри опружностя, описанной 

зжоло и, ив проходящей черезъ ближайшую особенную точку. 
Ё 


Такь камь для У 10 особенными точками являются только`0 и ос, 
10 капибанный выше рядъ будеть чходиться 
тогда и только тогда ногда 1 будеть лежать 
знутри окружности, описанной около 2 и прохо- 
дящой черезъ начало, чето мы всегда можемь достигнуть, 
исходя въ случа надобности нзь подобной ке сзтн въ изоскости 
3, во съ болфе мелкими клётками. А чтобы наше рядз схо- 
дилея хорошо, т, е тохнлоя для численного оире- 


двлентя, необходимо, вверхъ того, чтобы дробь о 
и] 


была достаточно мала, чего всегда можно достягиуть 
дальнёйтимь сужешемь сфти. Этоть премъ дАйствительно ока» 
зывается весьма пригоднымь для ‘фавтилескаго выполнения чис- 
деннато опреджлешя корней, 


Замьчательно, что чисхенное разр шен!е даль- 
иёйщихь нормьльныхь уравнен!:: правильныхь 
лёдъ оказывается въ сущности, нисколько 89 
трудн%е; конечно, здёсь я должен ограничиться указевемь 
на это, кайъ ка факть: оли. дримёнить. тольно-что изложенный 
мотодь кь нашимь нормальнымъ уравнениям и исходить изъ 


‚— (1 
и «(+ 
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отображеня двухъ собфдинкь треугольниковь на офор и, то 
вифото бяномальнаго ряда появляются друге ряды, которые, 
однако, являются въ анализв пе менёе извфетными и пользу- 
затьси которыми достаточно легко: эт —гинергеометри- 
чек: ряды. Я самь въ 1877 году даль чполенвое вы- 
ражеше рядовъ, о которыхь идеть рёчь („\еНеге Ощегзи- 
сВиваси ИБег @е ТЬеоме 4.5 Ткозиойеги“, Мате. Авпайч, 34. 
ХИ, раг, 515 И). 


6, Униформизировак!е нормальныхь уравнея!й 
поеределвомт трансцендентных фуккд!Й. 


Тенерь я перейду въ разомотрю другого метода 
ршен!я нашихъ кормальныхъ уравнен!й, который 
характеризуется систематическимь привлеченемъ 
трансцендёнтныхь функц!й. ВмЬото того, чтобы въ каж- 
домъ отдбльномъ случав обращаться жь разложеню въ рядъь въ 
окрестности извзотнаго решавя, при примфнени этого метода 
стараются представять разъ на всегда вов удовле- 
творяющ:я уравнек!ю пары значен1Й %, & кань 
однозначныя аналнтическя функц! и одной вено- 
могательхой леремфяной или, какъ говорять, уля- 
формизировать ‘уравнен!е. ели при этомь удается 
примёнить талия функц и, для которыхь легко можно составить 
таблицы значен!, или уже существують числовыя таблицы, то 
можно найти чясленное рёшен{е уравяен!я без но- 
вой вычислительной работы, Я тЬмъ охотнёе поговорю 
0бъ этомъ примфнен!я трансцендевтныхь фунещ, что въ нёко- 
торыхь случаяхь оо имфеть мёото и въ школьномъ пре- 
подаванти, при чемъь тамъь ово часто еще имфетъ неясный, 
почти мистичеси характорь, причина же этого вазлючаетея въ 
Томь, чЮ воо ‘еще держатся отарыхтъ, несбвершенныхь воззрёя 
даже тамъ, тд современная теоря функ комплекеныхть пере- 
ыфнныхь давно уже вов вылониля: 

Теперь’ я. подробнёе разовью всё эти замёчатя общаго ха- 
равтера, прежде всего, ва примёрз хвучлелнато уравиен!я. 
Вамь извфотно; что уже въ школ постоянно вычисляють 
0ъИмОЩЬХ ‘лотариемовъ положительное рёше- 
Га травнентя #иаыг при положительному - век 


95" 
сТВвенномъ #2, а именно пишуть уравяеше въ видё аня . 
понимая подъ 1087 положительное главное значен! этой функ: 
по таблицв логариемозт находять сперва это значение, а затёмъ 
107 
Св 


въ обратяомъ порядкй 2, какъ „иитегиз“ ; впуочеме, оби- 


кновенно пользуются вмёото с ознован1емъ 10. Этоть 
премъ можно перенести на комплеженыя аначеня: чтобы удо- 
влетворить уравнению 

"=, 


подагають х равнымъ общему значению комплеконато логариема 
1050, тАБЪ что оказывается: 


щ=е, 


"Ири этомъ въ виду многозначности функщи 4 == 05, — позде%е 
мы еще будемъ подробно товорить объ этой функция, — для 
одного итого ме и дЬйствительно. получается такъь разъ и 
значений. 2. Этох называютъ униформизирующей пс- 
реыв иной. Но наши таблицы содержать только веществен- 
ные логзриемы вещественныхе чисехль такъ что 
лримвнить указанный пруемъ непосредственко къ чисжекному р%- 
шенйю уравкешя невозможно. Но.можно, пользучеь икоторыми 
простыми . онойствама логариемовь, овости вычисленте 
къ употреблен1ю воёму достуиныхь Трегоно- 
метрическихь таблиць. Въ самомъ дЬлё, похожимъ 


ии = [У= + 


| в 

( Уз 
первый миожитель, какъ положительное вещественное число 
ямфеть вощественный логарвемъ, & второй множитель, вакъ ве- 
личина съ модулемт 1, имфеть, каюъ извфотно, чисто мии- 
мый логариемъ #.ф, при чемъ ф получается изъ уравнеюй 


р Е 
52008 ф, —= 
У Уш-я 
Тавимь образомъ находим: 


ОВ 210 | Узи + м, 


==зШф. 
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чакь что искомый корень уравнены раветь 


фк Яеы . (- () эт ()) 


В» виду того, что въ величину р входитъ глагаемымъ про- 
извольное кратное 2%, тина формула доетавляеть всё п значенй 
корня. Съ помощью обикноненныхь логаризмичеекихь и триги- 
мометрическяхь тайлиир модно опреххить вперва ф по ето ви- 
вусу и коскнусу, а затёуь по иослёдией формула и 2. Мы полу- 
чили знвоь это „тригономитричнокое рёшен1 о“ вполиь 
встественнымх образомъ, неходн изъ логарив- 
ыовЪ комнлокеныхь чневяъ; если же стоять на той 
точкВ зрёня, что таких логаринмовь но существуетт, и вое же 
старалься полунить эти тригонометрическое рёшене, — въ шхол 
схздують тавзму именно цути,-— то оно ДОЛЖНО БВабРНОя чфм»- 
то совершенно странным и пепанятнимъ. 

Но въ одномъ мфетф школьнаго прьподаван! я 
чвдяетея ‘необходимым извлекать корни изъ 
но-зоществекныхт чисолъ, & именно при заюь казывае 
вмомъ ра щен!н уравнен]я третьей стелеви ко 610- 
собу Кардана; я хочу сдблать зхвеь но этому поводу нё- 
«КоЛЬКО ‘замфтелий, 

ели куйвческое уравкене дано въ приведенномъ видё: 


2--22—4 1) 


10, КАКЕ извЪеню, формула Кардана рласить, что стри его 
хорня дл, д», хз содержался въ вслёдующемъ выражен: 


| >. 
ТР) Ем 
; в 


ФР. | 
| РЕ (2) 


Тень какь каждый кубичесй корень имбеть три значежл, то 
само по 668 то выражене имЪеть 9 вообще развличныхь зяя- 
чен; среди нить. м, х,, 2. бпредёляются т%мъ усломемь, что 
произведен1е обонхь входящихь въ вихъ куби- 


ческих корней должно быть разно 6, Замёняя 
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коэффищенты уравнешя р, 4 ихь пбычными выраженями въ 
зидй симметрячеекихь фулкщИ отт ху, хх Е имВЯ вЪ виду, что 
козффищенть при =? равен х, а, х,==0, находим; 


К. 
т 


т. в. выражен|е, стоящее нодъ знакомъ квидрат- 
пахо корня, ривно-—если не считать постояннато 
отрицательнаго множителя —дискриминаяту урав- 
нен1я. Отеюди слёкуеть, что подкорепное количество имфету, 
отрицательное значен1е, если уравнен!6 имфетъ 8 
зеществелныхь корня; позожительнымь же под- 
коренное выражен{е будоть въ томъ случаЪ, если 
одикъ корень вещественный, а два друг! е мяцмые 
сопряженные. Такимъ образом, каюъ разь ть папболде, по- 
вндимому, проетомь случай, когда кубическое уравнеше имфеть 
только  зощественные кории, формуль Кардана требуоть 
извлоченя квадратнато корня изъ огрицательнаго числа, & затвмъ 
кубическато корня изъ комплексной величины. 


Этоть переходь черезь помилеженое количество должен 
быль; кояечно, представляться старымъ алгебраистамь въ эпоху, 
когда они были еще такь далеки отгь твори компленолыхь 
чисель — за 250 лёзь до того, какъ Гауест доказаль ихь ин- 
терлретацио на числовой плоскости, чмъ-то совершенно невоз- 
можннмь. Тогда говорили 0- „кеприводемомь случа“ 
{сазоз пхебиеЬ:ы) кубяческаго уравнешя и думали, что въ этомъ 
именно случаф формула Кардена не даеть разужнаго, пра- 
тоднаго рашеня. ВиосдЪдетан, однако, нашди, что какъ разЪ 
въ.этомъ случа кубическое уравнен!е оказы: 
вается въ таеной связи съ трисекц!ей угхжа, и т8- 
химъ образомь. получили „тригокометрическое рфше- 
и160°, двликомъ выполняемое въ области вещественныхь чиселъ, 
Въ качестрВ зомфотителя отхазываюнщойся служить формули Кар- 
дана; но при этомь полагали, чтё открыли в%9то совершенно 
новов, не стоящее ня въ какомъ отношени жь старой формул, 
И на отой-то  точЕВ зрёвя до сихъ поръ ещо въ общемь отбить, 
ь сожелфнаю, элементарное ‘пронодаван!е. 
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Въ противоподожность этому, я хотёль бы особенно под- 
черкнуть то обстоятельетво, что это тригонометрическое 
рёшен!е является ничфыь инымт, вакъ примёие- 
н1емь изложеннаго зыше общато метода иъ вычи- 
слон|ю корней язъ вомплексныхь величиннъ. Оно 
получается самым естественнымь образомтъ, вели сдфязть фор- 
мулу Кардана при комплекеномъ подрадикальномь выражешя 
зъ кубическомь корнё столь же улобной ддя числениато зы- 
числетя, кезь это дфлають въ школв для вещеотвенныхь вы- 
раженй. Въ дёйствительности это получается въ такомъ вид». 
Мы предполагаемт, одбдовательно, 


а з 
+ 2 <, 


тажь что непременно должно быть р<% 0. Переционвая затёмъ 
первый кубичесый корень въ выражеши {2) въ такомъ видф; 


замбчаемь, что его модуль (какъ положительный нубическй 
корень изъ модуля уе подкорекной величины) `равенъ 
| У—#8; по такъ кань произведоше его на второй кубиче- 


5 


вый корань должно кажъ разъ равняться — 5, 10 БтОтЬ 


зторой корень долженъ во всякоме случай, имёть ком- 
плененое значен!е, сопряженное съ первымь кор- 
немъ, з суймь обоихь радиваловь—рьшене  кубическаго 
уравневя — должна ‘равляться поэтому ихь удвоенной вощест- 
венной чвоти: 


ИН 

о! 
› 2, &=38 9: © 
Хо 2, у: г. >| 


+) А обозначаеть „вещественная часть“. 


°) 
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Ренерь примвнимь въ точноств общий лр1емь, опиезиный ха 
странипй 217 и сл. Нищемъ подкоренное количество кубическяго 
торня, отлёхяя модуль: 


| - Е (= ни 


л опредбляемъ ф язъ уравнел: 


[Уи ] 
Гу 


4 то УНР 
ГР УВ! ° 
Для кубичнаго корня находимт — такт, лакъ положительный хо- 
рень третьей стенени изъ | У—7/27| разенъ | У-28 |: 


[УР]. (бы $}; 


принимая же во вкиман!е, что въ выражен!е ф входить слагав- 
мымъ неопредёленное кратное 2л, находимъ: 


в03ф 


ж=| УТЯВ|. с | =0, 1, 2). 


А вто какъ разъ обычный видь тригонометрическаго рёшев!я. 
Позвольте сдфаоть по этому поводу еще одно замфчаи! 
относительно выраженя „сазиз итедпе ПиН“. Здфеь слово „Ите- 
дис 18* (пеприводимый) употреблено эъ совершенно другомъ 
смысл сравнительно еъ его ныЕфшнимъ употреблешемь я въ 
чфмъ омысломъ, въ’ которомь я часто уже пользовалоя имъ #Ъ 
паозоящихт лекщяхь; влвсь оно дожжно обозначать, что рев!е 
кубичебкато уравнешя не можеть быть сведено пь извлечевю 
пубичеекихь корней изъ зещественвыхь чиоель, —& эю ив 
лыфзетъ ничего общаго съ современнымь значежемъ этого слона. 
Зы видите, какъ имонно въ этой области неудачное обозначен! 
и ‘всеобщая боязнь комплевсныхь чисель создали во веякомъ 
суча возможность для множества нодоразум 1. Я бы: хоть, 
чобы мой слова могли внособотвовать тому, чхобы устранить 
эти недоразума ня, по крайней мВрь, въ вашей средз. 
Попытаемоя теперь виратдв орентироваться въ томъ, ка 
достихаетоя униформизирован!е посродетвомъ 
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яраксцендентныхть функц! и въ случа. другихъ 
иормальныхь уравнен:й. Нячиемь съ уравнен1я 
дэдра: 


п 1 р. 
3” -- #= 2. 


Экёвь доетаточино попросту положить 


тиф, 


и урввненю —вохь ото видно сразу па основаши формулы 
Моавра— будеть тождественно удовяетворяться при 
2 ==е08 7. ат. 
и я 
Такь какъ веб значешия ф -|- 2Ал и 2Рл—ф ДАЮТЬ для аи ОДНО и 
тю же зналене, то эта формула дёйствительно доетавляеть при 
заждомь и Эл корней л, которые можно иаписать въ таком 


ЗЕД: 


я 


со Е А у. ну. 

я — н 
При уравнон!яхь октаздра, тетраэдра и ико- 
еаэдра ЭТИХЬ „рлемевтарныхь“ транецендентныхь функ 
оказывается недосталюочно, но зато можно получить совершенно 
знахогичное рёшен!е съ помощью эдлиптиче- 
скяхъ модулярныхь функций. Хотя этого я нельзя от- 
кести къ элементарной. математииь, но з 366 зе хочу указать, 
по крайней мёр®, формулы, относящуяся въ икосаздру. 
Эти формулы находятся въ самой тЬеной связ съ рЬше- 
ж1емъ общаго уравнен:я иятой степени иосред- 
<твомъ эхлиптическихт функц, о которомъ воегца 
упоминаетоя въ утобникахь; о немъ я тоже хочу сказать н}- 
спояько пояскитольныхь слоёъ, Уравнеше икосаедра имфло такой 

видь (отр. 210); 
=. 9. 
Чо (2 


Отождоотвимь о съ абоблютныймь инварантомъ / изъ 
теорги эляниитически&» функц и станемь ровома- 


тривать посун И, каг фуниитю отвошенья пергодивь 


Ил й 2А" 
= въ обозналени Якойбн -- |, Т. к. положимф: 
©, А 


, 
м быт 


уф до и Д означаютъ нзвфетныя играюнйя больную роль транс- 
цендентныя формы {—4)-то п (-- 12)-го измёреня относитежьно 
с: и ©. Если введем еще обычно употребяяемое сокращенное 


обозначене Якоби 


к 
Е ета, 


чо кории = уравненя икосвадра предетавятся нт, видё такого 
часенаго двух 9’ - функц: 


8, (2 , 99) 
(по, 9') ^ 


—9 


Принимая во внимане безконечную многозначность функфи 
© (#), опредёляемой изъ дерваго уравнел1я, можно показать, что 
эта формула дфйствительно доетавляеть при каждомь ш по 60 
порней уравненя ниосаздра. Колечно, эти же корня можно по- 
лучить ири опредёленномь значели а, примёняя въ посзёднему 
выражению 60 подетанововъ икосалдра. Такъ, напримёръ, 

- 38, (по, 15) 


3, ло ,9?) 


тоже предетавляеть правильное рёшежще нашего уравненя. Объ 
этой форму — при случа ею пользуется Шейбкеръ (Зее 
}тег)--рпоминаеть Моргенштерит (Могоепзеги) въ своей не» 
Зелно ноявивыойся диеееруии*) и утверждаеть, что, напротив, 
моя формула для = цожиа, а между тфмь. хабь равь изъ 
оеновныхЪ свойетрь уравненя икосаодра схбжуеть, что формулы 
для 2-я #8’ либо 068 ложны, либо 068 справедливы. 


*) „ВОБЖде гиг пием8онен 1бзиок Че Селииавое 5. Стёдся*, 
{НаНЬ 1907), рр. #6 45. 


1. Разрёшимость въ радивалахъ. 


Одного вопроса. въ теор{и нормальныхь уравнелй я еще не 
затративаль Представляють ли наши нормальныя 
уравкен|я вообще что-либо алтебранчески суще- 
ственно новоо и яельзя ли ихъ свести одно ке дру- 
гому и, въ часткоети, къ ряду двучленныхь 
уравне нЕ? Другими словами: можно ли рёшен!е х 
этихъ уравнен1й выразить посредетвомъ конеч- 
наго числа посл довательныхь извлечен(й корня? 

Уто касается, прежде всего, уравненй д!эдра, тетразкра 
и оБтаздра, то еъ помощью алгебраической теор!и легко уб%- 
диться въ томъ ч0 ахъ возможно свести въ дву- 
яленнымь уравнен{ямъ. Достаточно цокавать это на при- 
мёр8 уравнен1я д1эдра: 


=" -- =. 
Доли положить 
= 
то уравнене принимаеть видъ: 
Я аш б-1 
а отсюда непосредотвенно слёлуеть 
би: УТ, 


и, олъховалельно, 
В 


ИУ —1, 


что и предотавляеть искомое рёшеше въ радикалах. 

Между твыь для уравнен1я икосаэдра нодоб- 
ное рёшен1а въ. раджкалахь Еевозможно, тавь что 
это уравнене опредёляеть нёвоторую существенно новую ‘алге- 
бранческую функщю, Я покажу вамь одно особенно нарляд- 
ное довазьтельство этого утверждещя, которов я недавно. 
опубликоваль, въ: 61 том „Маеш. Аппа]еп“ *); око основано на 
хорошо намь извфотноме въ тбори функщй поотроеши: фулкик 


2 


*) рр. 380-371; „Воже гв ао ФонбаиИовьакон авг. Шеоваедеь- 
эыезуия дпон: МИние мые ел”. 


икосаедри 2 (0). Я пользуюсь при этомь только слбдующей изна- 
стой леммой Абеля, доказательетво паторой вы можета 
найти въ мобомъ учебник алгобры: Велн алгебраиченкое 
урарнов разрфшимо съ помощью ряха. радики- 
ховЪ, 10 кждый входящ:Е въ это зыражен!е ра- 
дикалъ можету быть представлент вт видё ра’ 
и!овальной фунац!и всбхъ н корней парвоначаль- 
пако уравнения, 

Нримфнимь ченерь все это, въ частности, къ уравнению ико- 
саэдра! Итакт, воли донустить что его корень я ви- 
ражаетсл съ номощью ряда извлечен!Я кория изъ 
коэфуицуентовь уравнения, т. в. изь раи1ональ- 
ныху функц! И оть №, -— в мы покажемь, что это допущеше 
зедеть въ прютиворю, —то каждый входящ! яъ вы- 
ражен!я корней радикал выражает ифкоторую 
рац{ональную фуивц!ю 60 корной уравнени: 


Е (а, 21... о. 


Но токъ какь 308 корин уравнемя икосаздра получаются изъ 
хакого-нибудь одного изъ НиЗЪ д съ помощью лилейныхь под- 
станововь, то можно вывото поелфдиято выражешя написать 
просто рац!ональную функ! ю А (2) отъ одяого толь 
ко я. Предотевимъ себЪ это А (=), какъ фунвцию от зи, которая 
получится, всли зыфето : ‘подставить 6в0-значную функпю ико- 
чазлра. 2 (2). Въ виду того, что каждый обхадь въ илоскости ти, 
хоторый зозвращаеть а пъ его начальному зиаленио, необходи“ 
мымъ образомь приводят и функино А (@®) въ ен нерпоначаль- 
ному значению, то Е можеть иметь развфтвлевя только въ 
мйстахь -=0, 1, чо, въ поторыхъ развётвляется и 2(20); выфотВ 
о тЬмъ число листавь поверхноели Римана для А, которые 
циклически сходячся РЪ каждомь таком мзств, должно быть д8- 
лителемъ соотвфтетвующаго чволо для 2(4), которое, жакъ мы 
внаем», равно соотэзтотвенио 8, 2 и 5, Всякая рац1онахь- 
ная функция 2 (=) одкого изъ коркей уравнон1я 
хкосаздра и, сиёдовательно, всяк! радикаль, 
зходящ:Я въ. иредполагаемоз р®шен{:е, можеть, 
35 качеств функцГи отЪ , иметь развётЕлен1я, — 
воли Только ‘она ихъ зообще имфеть, лишь в® 
в 


Е 
ТОЧЕВХЪ 20, № ==1, 4 ==02, & ИМЕННО; ВЪ ДАанномъ 
случаев въ точьЬ 0 должно сходиться цо 8 листа 
зя Римановой поверхности, въ тючк& 1 по 2 листа 
Х ВЪ ТОЧЕВ 00 ио 5 листовъ, тавь какъ числа 2, 8, 5 не 
мывють другихь дблителей, кром8 1, 

Теперь мы постараемся показать, что мы необходимо должны 
придти мъ противорячию съ эгямъ результатомт: съ этой пвлью 
раземотримь самый пнутренн!: радикалт, какой только 
зходнтт. въ допущенное нами выражене для 2 (9). Онъ долженъ 
30 веявомъ случаВ нредетавлять собой корень изъ разшональной 
фуниши Р(), и мн можемъ считать его показатель про- 
стымъ числомъ р, тавЪ какъ веяьй другой радикаль можно 
составить изь ряда ‘корней съ простыми иоказателями, Кромв 
лото, Р(ш) ке можеть быть 2-ой степенью ращюнань- 
хой функиуи 5(1) оть ам, ибо иначе налть радикаль быль бы 
вообще изхишенъ, и мы могли бы отиеети иолии разеужденя въ 
ближайшему дайотвительно необходимому знаку кория, 

Посмотримъ же, вамя раззётвлентн можеть имфть 


р, _— 
этоть радикаль УР); для этого наиболе удобно написать 
въ однородном видё: 
Ра >, 
в нь, 


тдё 2, обозначають формы одного и того же изыёревя въ 


одородныхь поремфнлыхь #1: Согласно основвой 


теоромь алгебры можно функщи р и 7 разбать па линейные 
множители, что даотъ: 


тдЕ въ виду равенства измфрен! чиолителя и знаменателя 


авео -У-... 
Ясно, что всё. показатели ©, [,.:.,0',8,... не мовуть длиться 
на р, 160 нначе Р предетавцяло бы полную р-ую стенень; о 
другой же ` стороны, сумма звойхъ покавалелой а--В-... 


—@—#—..: равна ную, & потому. двлится на р; волвдотвю 
этого не мошеть быть, чтобы только одно изъ этихф чисель’ не 
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дбхиловь па р, т. в. ченихл, чиооль (пе дфаящихся на р} должно 
быть, но крайней мёрё, два. Поэтому корни соотвзт- 
ствующихь линейныхъ множителей дохжны нар р- 


ы 
пов быть такими мёотами развётвлен!я для УР), 
зъ воторыхтъ циклически сходится пор янетовъ. 
Бо это стоить въ противорёч[и съ установлен- 
вымъ вышо положен!емь, которое должно, конечно, 


2 
имйть мёсто и для УР(). Въ овмомъ двлё, мы тамъ перебрали 
30 возможныя развуталешя и среди нихь мы ие нашая двухь 
оь разнымь зисломъ сходящихея пистовь, Такимъ образом, 
хаше долущене оказывается ложным, и уравнен!е икоса- 
эдра, во неякомъ случа, но разрфшиыо въ ради- 
канахз. 


Это доказательство сущоствемимиеь образомъ основано на 
чомъ, чо характерныя для икосаэдра числа 3, 2, 5 
це имфютъ обшаго дьлителя, Когда зе, наобороть, 
общфи дёлитель имфотея, каюь, напримВръ, въ случав чисель 3,2, 4 
дин октездра, то возможны тавя разональныя функши А (5 (2), 
хоторыя въ двухь мБотажь предотавляють однородныя развьтвле- 
зн, —-капримёръ, функщя, у хоторой сходится по два листа въ 
точкахь 1 И о; тамя функщи дйствительно можно предетавить 
вь видё хорней втъ ращональной функши (0), Таким 
образомъ обнаружизается разр шимоеть въ ради- 
халахф уравнонтя октаздра и тетраэдра {0 чи- 
слами 3, 2, 8), а тахже д1эдра (2, &, м). 

Я хотёль бы указать зифсь ‘вообще на то, кажъ сильно 
отетаяь отъ уопёховъ современной науки та терминолог!я, кото- 
рая царить въ широкихь математическихь кругахь. Слово 
„корень“ топерь употребляють ‘почти зоегха въ хлоякомъ 
вмысл: во-первыхь, для обозлачемя рёшеня веякаго алгебраи- 
ческахо уравиеня и, во-вторыхь, для обозначеня рышеня имен- 
но двучленнато уравнешя. Этотъ изиз ведеть начало, конечно, 
съ ЬЪхь времен, когда занимались исключительно двучленными 
равненями: Въ настоящее время онЪъ является, воли и ие пря: 
мо-таки зреднымъ, то, во воякомь случа, довольно неудобнымт. 
Ву торавно большей отейени: дветь поводь въ недоравумаямь 
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другое обозначене, сохранившееся изм, плементонь аятебры,. со- 
тзасио которому алтебраичевкое уралнен!е, которое 
херазрёщимо: въ радивялахь, т, в. которое не 
сводятея въ двучлевнымь уравненухут, пази- 
ВАЮТТ „поразрёмимыхю алгебричесни“, Это етоитъ 
вт, самокъ рфакомь ротявомыи съ созременнихт значешемл, 
елова „нагебринческий“, Въ иветоящее время алгебруличеекн 
раврфщимыымь называют тлкое уравнен!е, вото- 
рое овазывиетеял ВОЯмОжну мт свести къ ц8ии 
танихъ возможно простых уравненгй, для вото- 
рыхь завненмость рАшенй отъ параметровъ, 
ззаинмиая связь различныхь значен1Й корией ит.д, 
изрфотна 6% такою що полнотой навъ э10 
ям ло мвоето съ давнихь поръ для двучленнаго 
уравпении; ио это отнюдь пе должны быть непре- 
нённо двучлениыя уравнен!я. Вт этохъ смысле мы 
можемъ отнести уравнел}е икосазяра къ числу тут, 
которыя внолыв разрёшаются алгабраически, ибо 
08 наши ралоуждешя поввяалн, ут мы можем поетронть ихъ 
теортю, удивлетворяя вебмь угазаниьмь требованямъ. То обето- 
ятельстно, что опо неризриимо въ радикалахъ, дфиветь его, 
скорфе, особенно иитереспымь, такъ кажъ вол®деть1е этого око 
является подходящим пормальнымь  уравне- 
и!емъ в которому можкя пытаться свести дру- 
т1я травион1я, тоже норазрёшимыя алгебраическя 
въ старинпомь смысл слова, чтобы вполив овла- 
дать. н ихъ рАшен1емъ, 

Эта послёдиее замёчаше приводить насъ къ посдёднему 
параграфу настоящей главы. 


8. Сведен!е общяхт уравнен!И къ нашимъ кор- 
мальнымъ уравивн!ямъ. 


Можно показать, что самое общее уравнаше 

3-ой степени сводятоя въ уравнен!ю д1эдра 
при =-8, 

4-ой степени сводится къ уравнению  тетрал 
вдра няни октаздрь, 

5-0й стопени сводитоя къ уравнен1ю идоеа- 
эдра. Этать фезультать предотавляеть самый послвд- 
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18 трлумфъ правильныхь тфлъ, котрымь иь вами 
начала пигор и мажемотики вое нова и енова ириходидиеь нтр 
важную роль. 


Чробы одблаль для вась понитиье ‘емысть мото общагь 
утверждещя, х проведу его нфекольке подробийе для проетфнеяго 
случая--для уравненря третьей  стешаки, -— виро- 
чемт, безь нолкаго доказательетвь формул. Предетавими 200% 
кубическое уравнено снова въ приведенной форз 


жа рх—9=0. [$3 


озмнемь новать 


Пусть 2, 5,х, обозначають его раменыс 
такую ращонадьную функц = этихъь ранен, которат при 68 
неросталовхахь этихь трехь величинт, нолигтанаеть клюв разЗЪ й 
липойныхь подьгановокт дяра для и==3, т. е. принимаеть 


значецит: 
Е 
( В а==е ) . 


2, в.1,.5, 


Легко видёть, что функщя 


Нин 
хех, в 


удовлетворяеть эхимъ усломямтъ. Принадлевщия дедру функщя 
1 
2-5 этой величины должна, такимъ образомъ, оставаться неия- 


[6] 


я 


мИлной при вофхт порестановхахь д%, тавь пакъ ола. 
‘остаетсл безъ измёпенИ при 6 лиейныхь подстановхахь 2; слф- 
ховательно, ее можно, на основаня извфотной теоремы алгобры, 
предетавить въ видё ращональной функтя коэффитщентовъ урая- 
ноня (1), а именно вычислеше даеть: 


- 


а 
2-5 = и— {8) 


Воли же, паобороть, извёотно рашеюе этого уревненя дуэдре и 
если д воть один изъ ого корней, то момно ло выражению {2) 
съ помощью извёетныхь соотнотенне 


о 
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выразить ралфонально 8 значеыя ^,,2.,х черезь 5,7, фа 
Еменяо оказывается, 970 


(4) 


Такныь образомт, если разрушено уравнен!е 
д1одра (3), то эти формулы дамтъ непосроедсчвен- 
ко рёшен!о кубическаго уравнения (1). 


Совершенко аналогично получается сведен:е 
лаиболфе общаго уравнен!я 4-ой и 5-ой степбини, 
Уравненя оказываются, конечно, несколько длиянфе, но въ сущ 
ности но боле трудными, новымъ являстся то, что параметрь 2 
пормальнаго уравненя, который прежде вырпажалея }рашонально 


а 
черезъ коэффищенты уравненя (= =—97 ;. — =) ‚ теперь в0- 


держить ещо и квадратные корни. Вы можете найти очень 
одробное излощеню этой теори для уравкошя 5-ой стенени и, 
соотвёзотвенио, дия икоезодра во второй части моихъ лекций объ 
икосаздрь и при томъ въ такомт, вида, что не только приводится 
выводьъ формуль, шо, пром® того, всегда увазываются внутреныя 
основашя, приводяция вь этямъ уравнешямъ. 


Позвольте миё сказать еще н®околько словъ’ о томъ поло- 
жен[ и, которыя эти построешя, занимають по от- 
вошен!1ю къ обыклавсняе излагаемой теор1н ураз- 
нен1й 3-ей, 4-ой ин 5-0 стененя. Прежде всего, 
обычныя рьшен:я уравнен:й 3-ой и 4-ой степени 
можно, конечно, получить изъ лашихь формул 
въ помощью ооотвётствующихь вычислен: Я, понь- 
зунеь  рёшентемъ въ’ ращикалахь уравнен! 
д!эдра, октаздра и татраздра: 

Что мв касается уравнен1й 5-ой степени, 10, пь 


сожахВн Ню, въ учебникахь обыкновенно ограничивался вонста- 
тироващемт того отрицательнато результата, что тавое уравнене 
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невозможно ффиизь съ памилью ряда радякалову, пряео- 
единяя къ этому еще луманное ухеване на то, что рымоше ета. 
новитея возможнымь посредотломь зляинтическихь фуне- 
Я, — точиве слдовало бы оказать: эллиптическихь модуль - 
фуници. Я охкошусь отрицательно къ талжомт изложению, таль 
какъ оно даеть совершенно неправильное иротивоположени и 
влужить скорфе комфхой правильному нопиманио похоженя нещей, 
чёмъ сновоботвуеть ему. Въ дёНствитольностя, резюмнруя все, 
хь чему мы пришли, мы должны сказаль такт, — отдёляя алге- 
браическую чдеть оту аналитической: 

1) Хотя и невозможно овести уравнек:е 5-0# 
етопени, данное въ общему видё, къ двучденнымь 
травнен{ямь, но зато удается — и в» атомъ именно я 
заключается соботвенио задача алгебраическето ршени- свести 
его къ уравнен:ю якосаодра, какъ къ проетьйшему 
нормальному уравяен!ю. 

2) Уравнен!е икосаэдра, въ свою очередь, мох- 
хо разрёшить посредотвомк оллиптическихь 
модуль-функцтй; эт является преходнымьъ для численнаго 
зычиелешя полнымъ апалотомь решешя двучленныхь уривненй 
посродетвомъ логариемовь. 


Это [собтавляеть полное рёщен/е проблемы 
уравненгл нлтой’ степени, Въ самомь дель, когда что- 
яибо не удается на обычиомь пути, то не должно сразу откавы- 
ватьея отъ дальнёйшихь попытолъ и удовхетворяться конотети- 
ровашемь невозможности, но надо стараться подойти тъ вопросу 
съ такой стороны, чтобы можно было его разрабатывать дамьще. 
Математическая мысль, казь таковая, никогда. не имвоть когда, 
я воли вамь ято-нибудь скажеть, что въ нфвоторомь пункта 
прекрыцается матемелическое пониман{е, то будьте увёрены, что, 
тамь хакь разъ должна найти свое мфото наиболёе интересная 
постановка вопросв. 


Вь захлюченю я хочу указать на то, что эти теорфи оттодь 
не прекралцаются оъ‘уравкешемъ пятой степени; напротивъ 
того, можно и для уравкен|й швотой и высших 
отопенен развить внолиф аналогичных теор{и, 
прибфгая къ помощи правильных тёлЪ в5 простран- 


ств многих изыбренй, Боди вы колдето ближе овизко- 
МИТЬОЯ СЪ Этими ТеОЯми, то обратотевь къ мией стиьф „О рб- 
щен{я общиго уравненуя 5-ой и 6-0 степени“ 
(„бебег Це Апбуних ег аПееньйтие СНоенани 5. ций 6. Ога- 
дез“. лини, Ё. гешо п. анаех. Мань, 129 (1905), ра. 151 1: Мат. 
Ант. 61, рии. 250 И. — 1805). 


АНАЛИЗЪ 


в] 


ВВЕДЕНИЕ. 


Теперь, во второй половинв семестра, мы займемся тёмъ, 
что подвертиемь отдвльныя, наиболфе ВАЖНЫ, съ на 
шей точки зрён!1я, главы Аналива такому же обоужде- 
и, какому раньше мы подвергли Ариометниу и Алгобру. Речь 
тюйдетъ, главнымъ образомь, объ эхоментарныхь транс- 
декдентныхь функд!яхт, которыя дёйствитольно играють 
большую роль въ школьномь преподаван: это — показатехь- 
ная функц!я (соотвётетвенно логариемъ) и три- 
тонометричесв!я функц] и. 


1 ПогариомЪъ и поназательная фуннщя. 


Приука 
хода. нзлоланця } 
мыкакицео къ тавъ называемой систоматак 
анала, 


‚ веего д хочу наномпить извфотный зофмъ вахь 
ого вощюеа въ пимяВ и ето продолжоне, при- 
алиебранческаго 


го анализа. 


1. Систематика ипгобранчес 


Исхолять отъ отешьни а==)’ и зат®мь послёховательно 
Переходя отъ цвлыхь положительных повазл- 
талой с къ цфлымъ отридательнымь и, наконелт, 
къ дробцымъ значелремь с; этимь самымъ нонятЕе 
хирии зилючаетея въ обобщениое понзтте с степени. {е входя въ 
нодробноети свойствъ отецоней, отмйчу тояько правило умно- 
женя; 


ре ар", 


которое сводит перемножен!е двухъ чиеедь къ 
сложен! ю ихх показателей. Возможность тажого сведо- 
зал, которое, кажъь извЬотно, лежите въ осковаШи вычиелен|Й 
въ номощью логариамовъ, формально обусловливается 
ль, что основные законы умпожещя и сложены во многом 
совпадають, а именно оба дфйотвя коммулеливны и аосод]а- 
тавик. 

Обращене лёйствмя возведены въ стенень приводить кь 
лотарнему; с называютъ логаризмомъ & ири 96н0- 
ванри 8: 


е=1ю5ьа 


Бо уже вдёсь появляется рядъ ватрудкен1# сущесевох- 
каго характера, мимо которыхь въ большинотв® случаен 
проходять модча, но разъясняя ихь кахъ олВдуоть, и ноторыя мы 


имение тнютому постараемся иподиЕ себ выженить. рн этомь 
окззывастся удобифе ввести вмфото и и с, взаниную заянеимееть 
поторыху, мы ламёрены нлучать, объиимя обозиачонит норме 
ВыхЪ х, д, Там то паши осповныя равенства иринямають 
закой вядъ: 


У 


Ю, >. 


Начиемь съ того, сю пеновашо 6 веогдя предолахаотся мо- 
ложитольнымь; при отрипательномт, # перемфиная х прини- 
мала. бы для дфлыхь значений у та положительныя, то отри- 
Цитедьныя злачени, а ири рапюнальныхь у они припималиь бы 
мномвотво разъ даде млимыя значены, и совокунньеть 
этих пар значение лм, у не мовла бы образавать 
нопрорынкой кривой. Но н при 8 >00 яовозможно ойой- 
тись безь, цовидимому, соверманно. произвольных 


согхашен! 2. Въ самомь ДЬзф, при ращональномь у 


(ТЛВ нь и взаимно простыл числа), какъь извбетно, значене 


х=ь УР" опредйлето; но этоть корень ныфеть и значе- 
ЕЯ и, оми доже ограричиться вещественными числами, 
то все же при четломь я онъ имфеть ? вначентя. Первое согла- 
ное и состоять въ томъ, что мы подъ х всегда будемъ 
разумйть положительное значен!е корня, или тактЪ 
называемое главное значен!е. Значене этото услоыя 
мы изелфдуемь съ помощью общеизвьезнаго изображешя лога- 
ризмической кривой у==10в м, поторымв я хочу воспользоваться 
уже вдфеь ради боньзлей ясности {рис. 88). 

ели у. пробёгаеть слушенный комплексь ращональныхь. 
зисель, то положительныя, главный значения х==ф” образують на. 
нашей кривой сгущенный компхенсъ *). Если бы мы стали отыф- 


*) Комплект (многообрае, ансамбль) точекъ вазываотея сгущен- 
нымъ {ВЪегаЙ Фев, разфищ, бевзе», оспи во всякой части отрава, въ 
хоторомъ комплекоь заключень, имвютоя точки комплекоя; те, есяй на 
этомъ отрьзиь нельзя Зыдфлить меньшаго отрьака, въ которомъ з/РВ 
точекъ комплакой; ее инвче, если сколь угодно близко къ любой точиВ- 
отрбзка пифютон точки комлеюбаь 
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чать при четномъ знамекатела * (у показателя у) каждый разь 
и соотввтетвующия отрицательнмя значешя х, то иолучилея бы, 
можно сказать, „вдяое мензе плотный", но вее же огу- 
щенный комиленсь точешь на зеркольномь изоброжеви нашей 
кривой по отношеню къ оси у (у= 108 (—4)). Предотевлиется 
далеко не очевидяымь, почему въ томь схучаф, вели давать у 
вселозможныя вещественлыя, въ томь числ и ирращональныя, 
значешя, можно именно главныя значения справа 
соединять въ одну непрерывную правильно иду- 
шую кривую, и нельзя ли— в почему именно нельзя — До- 
лолнить такимъ же образомь и отрицательныя зкачежя слёва. 
Мы увндимъ, что внолнВ понять воё это мы сможемъ ляшь съ 


ух 


зомовью болве глубокяхь @редствъ теори функц, хажими но 
можеть располагать ищоль. Велёдотые этого въ лгколё отказывя- 
хтся оть боле глубокаго понимая положешя вещей и, большей. 
частью, довольствуются тёмъ, конечно, весьма убфдитехьнымь 
для ученика, авторитетным утвержден1емъ, что 
должно брать 2>0 и ноложительныя, главныя 
значенуя корней и 110 ре ивов неправильно, 
На зхомв основано то утрерждене, что логариомь есть 
однозначЕая функд!я, опредфленная только для 
положительныхь вначен!й аргумента, 

Когда’ тер я логариема доведена до этого пуяжта, ученикь 
получаеть иъ руки таблицы логариемову я должен на: 


239 


учиться пользоваться лын для практических зычиоле- 
и При эзомъ возможны вокечко и таыя иколы,— въ мой 
зпкольные тоды это было общимъ явленемт, —вЪъ воторыхь низ 
особенно распространяются о томъ, какъ именно вычисяени 
тамя таблицы. Само собой  азумфется, что мы’ должны самымъ 
Тёзвимъ образомь ‘осудить такой трубый утилитаризыь, игио- 
рирующй зыстю принципы  обученя. Но, текерь, большей 
частью, уже говорять о вычисленЦи логарномовь и 
многяхь школахь вводять съ этой двлью также учен!е 9 
кьтуральныхь логариемахь и о разложен!и въ 
ряды, _ 

Что васаотоя перваго ногроса, хо, комьь извёетно, осно- 
зан! омъ натуральной сокотемы лотарпомовь служить 


В 
Пи (+; == 3, 7182818. 
= я 


Это опредёлен1е # и эго употреблеще: въ качеств» основавя еи- 
стемы хогариомовъ, большей частью, помёщають непосредохвенно 
въ самомь началь, въ особенности-- въ подражал!е французам — в 
большихь учебникахь анализа, при чомъ, конечно, отсутетвуеть 
собственно нонболве цфиный олементь, способствующй понима- 
но! объяснен!е ого, почему принимають за 
основан! кавъ разь этоть замбчательный пре 
Двлъ и почему понучаемые при этомъ лотариемы 
чазызаютъ натуральными. Точно такь же и разложе- 
не въ радьъ появляется чвото совершенна неожиданяо; пола- 
гають попросту формально; 


ов (Е-Н я) == -рагх += --..., 


зычиоляють кооффищенты а,а,,... на основаи извзотныхь 
свойствъ логариема и доказывають, сверхъ того, еще сходимость 
ряда при|х| <. Но при этомтъ опять-таки оставляють въ сторон 
вопрось о томъ, какъ вообще приходятъ хотя бы къ 
л6му, ‘что подозрфвають возможность разложен! я 
въ рядъ фунЕци и при томъ еще етоль дроив 
ЗОНЬНО" составленной, кажой является хогаряемь 
жо школьному опредёнен1ю. 
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Э, Историческое разнит!е учен!я о лотариом(. 


ели мы хотимт, найк ве 18 внутренн!я соотио- 
шентя, о воторыхл, шла рфчь, и узнать глубже лежаныя ооно- 
зашя того, почему тая, новидимому, произвольныя допущешя 
360 же приводять кр разумпымтъ результитамт, — короче говоря, 
вели мы хотимъ дфуствительно достичь ноляаго 
пониман{я теор1и тогарнема, то будеть лучше 
ВСАГО прослядить въ общихь тертахт ходъ ието- 
рическаго раявиття этой теорти. Вы увидите, что окъ 
ННСБОлЬ не соотьфучегвоваль изложенной выме пкольной прак- 
тик, но что посяфдияя стоить въ нему, жадт бы въ иоло- 
жеши проек, построентюй няъ очень неблагопрятной точки. 

Преждегвеего приходитея низваль’ одного лфмециаго мазе- 
матика `ХУ]-го ‘столёт!я— швабь Михазля Шаифеля 
ОМтенает ВЕМоГ), который вынусталь в Пюрнберг% евою „АтН- 
шейса пивата“ в® 1544 ходу, т, е. въ самомъ началЪ раявичя 
современной алгебры, за одинъ голь передь тфмт, кавъ появи- 
доеь, томов въ Нюориберт%, уже упомянутое выше сочипояю Кар- 
дана. Эта книга, кадь и большитство киртъ, уномяяутыхь ниже, 
яыдетол въ нашой ‘весьма богатой унивореттетской библотекз. 
Въ этой книгё Штифеля вы вотрфчасте впервые дЪйствтя 
надъ степенями съ любыми рац!ональными пока- 
затешями, пря’чемт огобенно нодчеркивается правило умно- 
женя. Штифель даетъ даже (стр. 250), пожалуй, первую 
табжицу логарнемовьъ, кавая только существует, но, ко- 
нечно, весьма рудиментарную: она содержить всего лишь 
ЦФлыя числа отъ —8 ло 8 въ качеств® показателей и рядомъ съ 


хими соотвётствующия степени числа 2; т. ., 684. Повидимому, 


ЩШтафель имфль представляете о значеми дальн Машаго раз- 
вина этнхъ пдей, такъ какъ ошь замфчаеть, что объ этихъ за- 
мфчелольныхт. чсловыхь соотношеняхь можно было бы написать 
цётую. книгу. 

Для того, чтобы имёть возможность одёлеть логариемы 
пригодными для практических вычислен1#, Штифелю 
хедостввало ‚ще одного важного вепомогательнаго. оредетвв, : в 
именно досятичныхь дробей, такь что зишь во дремони 


ви 


изобрЕтеньр послёДнихт, — пол 1600 года —етадо вол 
можнымт построен: наотиящихь логаркомиче- 
икихт тайлинъ. Первыя аблицы принадлежать пытландиу 
Дкояу Неперу (То№и Харет или Мерер, жившему отъ 1550 г. 
до 1617 г. негинному изобретателю логариемовъ, придумавиему 
‹ампе ихь иазране; эти таблицы появились въ 1814 году 
въ Эцинбурт® подт заглавюме: „Ме рае Иопомен садов 
Чезетрыю“ („Онясане чудеспаго канона логирномовь“). 0 во- 
одушевлени, вызванкомь этими замфчательными таблицами, 
вы можете судить по тЪмт, забавным, стихамъ, которыя напеча- 
таны въ начоль табликь п въ кохорыхъ различные авторы восиф- 
заютъ отмбнныя качества логариемовъ. Вирочемь, назный снособъ 
Неиера для вычиелены логариомовъ быль опубликованъ лишь 
посл его смерти подъ названемь „Мите юсдууаогния залов 
озфгие 0 (Тиейдиг 1620; перепечитано в% Париж въ 1895 т.). 

Незавиеимо оть Непера швейцарень Вюрги (ТоззЕ Вогеь 
1552 — 1682) постронут таблицы, которыя отЪ опубликовала, 
впрочемл, лишь въ 1620 году въ Прабф подь загламемъ „Рго- 
этевзгаыИи“. Для насъ, гёзтингениевь, Вюрги предетьванеть 
особый интересь, какъ землякь, такъ цавкъ онь долгое время 
жилъ въ Кассель“). Вобобще, Каееоль и въ особоннсети его 
старзя обоерваторйя играли весьма важиую роль въ истор 
развямя арнометлки, астроном! и, оптики передъь изобрьтешемъ 
ночисленя безковечно-малыьхь — додобно тому, кашь вослдотайЕ 
имбль зназене Ганноверт, канъ „Нотожительство Лейбница, 
Такимъ образомь, вблизи отъ наоъ находится почва, предота- 
влявшая историческое зпачене для’ имией науки еще задолго до 
Того, калъ быль опнованъ нангь универеятетъ, 

Представляется весума поучательнымь приемотрутьоя ближе 
къ ходу идей у Напера и Бюрги. 06а исходять изу 
знэленй х==5” для цфлыхь у и хотять устроить таюь, чтобы 
числа х лежали по возможноети гуще, чтобы подойти, тавимт, 
образомъ, возможно ближе къ, кокечной цфаи— найти для важдаго 
числа его яогаримъ. Теперь въ №нБодВ достигаюям, этого съ пу- 
мощью перохода къ драбному показалелю у, 0’ которомъ шла 


=) Влижалийй жь Гёттинтену большой тородь (и 50 пи) Тал- 
поверъ—центрь прованции, къ’ которой‘ принадлежить Гёстингевт. 
: 9 


а. 


речь выше, Но Неперъ и Бюрги избмють вовхь тбхь 
затруднений, воторыя потр®чаются па этом пути, благодаря тому, 
что съ помощью. гевальнай ннтуищи подходять къ вонросу сразу 
же съ прной стороны. А именно, ямъ ирнходитзв въ го- 
лову простия, но снаСТЛИВАЯ Мысль ВВЛТЬ 88 беНо- 
зан! ф число, очень близкое къ единиц, ибо при 
этомт дАйствительно даже поел доватольныхя 
цфлыя стецени 2 лежать очень близко друг кт 
другу. Бюрги крипимаеть 
$=1,0001, 


между тёмь кахъ Неперт нользуется чноломь, меньшимъ {; 
$=1—0,0000001 ==0,9999999, 


подходя, такимь образомь, оше блнже вл, 1. Причина этого отвло- 
не» Непера отъ тенорошияго обычая завключаехся въ хомъ, что 
окъ наперед имфль въ виду примфнен!е къ три- 
хонометрическимъ вызислентямъ; дЕйствительно, тазеЪ 
ВЪДЬ прежде всего иМВЮТЪ дало ®ъ лога риемами кр а- 
вильныхъ дробей (сикуев и косинуса), которые при $ > 1 
отрадательны, а при 2<1 положительны. Но для обоихъ изолф- 
орателей является общимъ тоть главный фактъ, чю оли 
пользуются только цвлыми степенями этого. чис- 
ха бн благодаря этому совершенно избавляются 
отъ многознанности, хоторая суБоняла наст выше, 
Вычиелимъ по скотем% Бюрги степени для двухъ оосбднихь 
показателей у и у 1: 


д=(1,0001)*, #-РАх==(1, 0001)" *, 
Вычитане даетъ: 


Ах== (1,0001)” (1,0001 —1) о 
или, если выфото разностей показателей 1, писать вообще Ау; 
10, = 
Ах я 65 


Получается такимь образомь Уравнен1е въ конечныхь 
уавностяхь для хогариемовт Бюрги, хоторое самь 
Бюрки: нопосредотвенно иримняеть при вычисления. свои 
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чаблиць; опредёлившя, какое знатен:в х соотв т- 

стпуеть ибкоторому у, Бюргя находить сяду 

ющес злачен!о, соотвйтетвующее (у-|-1), поеред- 
т 

етвомт п рибавлен:я 10. Точий таюЪ ше оказывавтся, что 


хогариомы Нопера удовяетворяютт разностному 
уравнен!ю: 


——. (15) 


. Ах 
Чтобы убфдиться въ близкомъ родства оббихт епелемь, стонть 


только разоматривать зыфето у то числа 1 то чинов. 


{лругими словами, переставить десятичяую запятую въ логарие- 


Рио. 39. 


махъ); обозначая обнять новыя числа просто черезь у, полу- 
чаем кажхый равъ чиеловой рядъ, удовлетворя- 
ющЕй одному и тому же разностному уравнен1ю: 
т, @ 
Ах 
въ воторомь у измёняотся скачжьми, въ одномъ 
охуча $ въ:0,0001, & въ другомъ. случа въ— 0, 0000001. 
Если мы ПОЗВОЕЕМ» 606% ради удобства воспользоваться 
изображещемь непрерывной показательной кривой, — собетвенко 
зоворя, кь ото кривой мы должны были-бы придти въ ревуль- 
тат: нашихь разбужден то мы ‘еможемь дать въ нВоколь- 


м 
кихь вловахь наглядное описан расположеня чочека (|5), ©0- 
отьётотвующихь чичловому ряду Непора изв Бюрги: это — 
вершины лЕстницы съ постоянной высотой сту- 
пени Ду=0,0001 и вотефтогвенио Ау=0,0000001, впи- 
санпой въ цовазательную кривую; 


и {1,0001)"°°% и соотитСтвенно х = (0, 9999999} 


т (3) 


какъ вхоматически бражено на рие. 39. 

Другое коометричееков толвован]е, юугорое не 
предполагает, знаныя показательной кривой и тЬуъ не мене лучше 
похамету намъ ветеетвенный нуть въ ея построеяро, получаетея, 
волк замфиить разкостное уравяен!е (2) сл®ду- 
ющимъ суммованемъ (каыъ бы „проннтогрировать“ его) 


Е 
= У; [© 

т 
«уммировае здфеь надо понимать въ томъ емыель, что & изм- 
зяетел отЪ 1 дох скачками такой везичины, что соотвфтетвующее 


4 —* 
21 Ё цкостоянна равно 10 или, соотв#тетвеняо, — 10`', 
5 ё 
что даетъ Дё-=-2 или, еоотвЪтетвояно, Д —-27. Этоть про- 


10% г 
десеъ нетрудно описать тгеомотрически; ивдо начертить. 


. 1 
зъ плоскости 67 гинерболу 9 Е и отм ТиТЬ Е 


ося & начиная отъ точки 8-51, веВ ч8 точки, х0№о- 
рыл получаются, сели посл цовательно прибав- 


Е 
лять по 4& тет (для логариемовь Бюрги). Надъ каж- 


дымъ такимъ стрёзкомъ (между двумя сосфиними точками). 
у 
Е 
язт, воршинт. ‹ которахо олужити точка гиперболы, имющая 
абоциссу # во теюе прямоугольники имфютъ. одну и ту жо 


т 
площадь т р (рие, 40). Въ такомъ случай ра- 


лостроимъ прямоугольникт съ высотой одной 


венство (4). показываете, 470. логариемъ. Вюрти 
равенъ какъ разф суммА. вовхь этихь впиоан- 
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ных въ гинерболу прямоугольнихову, лажашяхь 
между тих. То жо имфоть мфото и для погаряемовъ Непера. 

Послёьднее истолкован!е пряводить касъ ие- 
носредственно къ натуральнымъ логариомамт, 
если вмфсто суммы прямоутольниховь разема- 
тризать площадь ограниченную самою гипербо- 
лою между ординатами #==1,Е==л (заштрихованную ив 
цортелй); это выражается, какъ извфотно, слёдующей формулой: 


Тавовъ же быль и дёйствительный историческ!й путь: 
3 имеяно, ршительный маг быль едваань около 1650 года, 


% 


г} 


5 Те 25 ь > 


Рие. 30. 


да. опелитяческая теомотря составляха уже общее’ достояще 
матенатяковь и нарождающееся исчислено безхонечио-махыхъ 
пряводитю въ квадратурамь изрфотныхь кривыхь. 

Ели. мы принимаемь это опредёлеще натуральнаго хога- 
нема, зо мы ‘должны, конечно, прежде воего убеДиТЬоя зЪ томъ, 
что ‘онъ Дйотвилельно - обладаетъ т%мъ осноз- 
ЫМЕ СВОНОТвОМ, то уикожен10 чисель тише!) 
зав няечся сложентемь логариомовт,-— или, выражач 


яеь сопременнымь языкомт, мы должны повазась, что опредвля- 
емвя лошадью гиперболы функщя 
4& 
1®= | + 


т 


подчиняется простой теорем Ъ сложен! я: 


“Уаз ЕЛ) == ба хо. 


Ву, самомь даль, при варащи перемфяныхь лу, 2. 068 до по- 
да: | Чх» 
лучають по самому опредфлено интеграла, приращестя 9 = Н», 


и, соотв тетвенно а их, хоторыя, таввмт обравомт, равны между 


собой; повтому Г =) НР») и (аа сл.) моруть отличаться только 
на постоянную С; во послёдная оказывается равной 0, тазъ ватт 
при х, == 1 имфемь: /(П-- Ах) =), ибо }(1) ==0. 

Чтобы найти „основап! в“ полученных тавимъ 
образвомъ логариемовт, обратимъ наше внимане на 10 
обетоятельство, что переходъ оть ряда прямоугольников» ив ило- 
щади, ограниченной гиперболой, можно получить, веля подви- 


5 Е 


татьея по оси абециссь каждый разъ на Д Ре змфето 4—1 


н цазать я поограниченяо возрастающйя значеня. Но эхо овив- 
чаетъ, что мы замфняемъ послрдовательносты значенй Бюрги 


16000» ге 
х=(1,0001) посяфдовалельноетью я == +; ‚ АВ и про- 


багаеть рядт, вобхъ пфлыхъ чисел. Согласио ‘общему ‘опредлекно 
степени это можно. выразить тавь: 5 есть у-ая степень числа, 


(:- 


‚ а это дёлветь весьма вёроятнымь, что но вылох- 


В : 1" 
вен! и предальнаго перехода Ни (: +, Станоть 
в= 


основан! емъ; это дёНствительно кахъ разь тоть преджль, во- 
лорый обыкновелно. помбщають въ самомь началф, Бань опред®- 
лено числа ‘с. Любопитяо, что овноваще Вюрри (1,0001) == 
=42,118145... совпадаеть съ е до третьяго. дезятичнаго. знака. 

Поемотримь телерь, какь развивалась исторически 
теор: я. дотарнома 1.0015. Ненера я Бюрги.. ЗдВоь 
прежде всето я должонь указать слбдующее: 


347 

1) Упомянутый уже выше Меркаторъ однит, изъ первыхь 
сталь пользоваться опредёлен{емъ натуральнаго 19- 
риома посредствомь илощади тимерболы; въ 
своей книг „ГохаРИВнюониюа“, а таке въ нбкоторыхь стал 
тьяхь, помфщенныхь и „РиЙозорН ев] ‘ТгапчасНопк“ Люндон- 
‹кой Академи за 1667 и 1668 годы, онъ  показываетт, 
неходя, собетвенно говоря, изъ тёхъ же соображен!, которыя я 

„ 

Зольно-что изложиль па современном язык, что /(х) == & 


УТ 


$ 
отличается отъ обыкновеннаго логариема с% 06: 
нован1емт, 10 — этимъ основашемъ уже тотда пользовались 
ири вычиеленяхь —лишь постоянным иножителемт, 
такъ называемымь модулемъ системы логариемовъ. Кромь 
того, онъ м врешь назване „натуральный логариемъ“ 
или таже „гинерболическ!й логаркемт“ *). Но ез- 
жой крупной зволугой Меркатора является то, что онъ 
лащелъ стонеклой рядъ для лотариема, который ояъ 
похучаеть — по существу, —-выполкяя въ его интеграяг- 
номъ изображен1и дёлен{е и интегрируя затёмъ 
по частямъ. Я уже отмётиль это выше (стр. 180}, какь маг, 
цроложивш!й въ математик новый путь. 

2) Тамь же я сообщиль, что Ньютонъ воспользовалея 
этимя идеями Меркатора и обогатиль ихъ двумя ковыми, 
зесъьма ибнными открыями: обобщенной теоремой би- 
нома и методомъ обращен! я рядовъ. Эти открытия ив 
ходялся уже въ одной юношеской работё Ньютокв: „Пе апа- 
178 рег авдааМотея питего Тегиииогаш пИны ая” *®), которая 
была напечатана много поздние; во уже съ 1669 года ‘была. рае- 
пространера въ рукописи. Въ этой работ ***) Ньютонъ выво- 
дить внервые изъ ряда Меркатора для у == 10& паё я посред- 
ствомъ ого обращен!я рядъ для показательной 
функции: ” 


и 
ааа 


*) РЫЙ. твоя, 0 (1968), раз. 701. 

#27 1. Мезот, Ориаба, Топ. 1. (Паледиляю 1244), ор. . — Впервые 
появилась въ 17 г. 

+5) Тео СН. рая: 20. 
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Такимт, образом», число, натуральный логарнемъ котораго ра- 
зенъ 1, получается отоюда въ таком видь: 
‚1 

а 

и с помощью фулкиюнальнаго уравнемл для логариема не- 
трудно вполиб строго придти къ выводу, чт для каждаго 
рацГональнаго у, ВЪ вмысл8 обывновеннаго олуе- 
дЁнен:н стеценя, х равенф одному изъ значен1й 
>, а икенио положительному, каюь мы еще увидим нилее. 
Тавимт пбразомъ фуикня у= самых дайстви- 
тельно предотавдяеть то, что, согласно обычному 
опредё ден: ю слбдовало бы назвать „логарио- 
мом% х при основан! 2“. при чемъ 2 зрфеь опредёлеко 


в 


= 

3} Болве удобный снособъ цолученя показа- 
тельнаго ряда имфль возможность дать Брувъ Тэйлорь 
(ВгобЁ Тазог), установив вв своемь „Метол%. прираще- 
н1“*) общ! принципиь разложен!я вь ряду, иа- 
званый его именемъ; объ этомф рид® намь еще придетея много- 
зоворить въ послёдующемь. Иму надо было только изъ еоотно- 
шеня, содоржащагося въ опредфлени логариема съ помощью 
интеграла: 


; 1" 
посредствомь ряда, а о какь ва (ЕН) . 


вывести дал обратной функция равонотво: 
‘посл этого онъ имфль возможность сразу написать рядъ для по- 
хазательной фунюфи, хакъ частный случай его общаго ряда 
{2 в. таюь называемато ряка Тэйлорё). 

Мы уже видфии выше (стр 182), что ва этой продуктив- 
ной энохой послфдовала эпоха критики, которую можно 
наввать чуть ли не перодомъ моральнахо угнетеня; въ течено 
:втого нерюдь математики стремились, главнымъ образомъ, въ 
`хому, чтобы надежно обосновать виовь пробратенные результавя 


+) „Машойце погетелвонии", Голайи; 1715. 


Е 
я отдёлить то, что могло оказаться невбриыяь. Мы дозявы те- 
нерь бляже присмотреться къ тому, кавъ отипеились въ нока- 
зательной фушищи и къ логариому гланкые предетавители этого 
направлешя — Эйлерь и Лагранжь. 

Начнемь ст „Введенгя въ апализъ безконечно. 
малыхъ“ Эйлеря*). Позвольте мнй, прожде веого, отм®тить 
необычайный, поразительный анализу, Эйлера, про- 
яваяемый имъ во вебхъ его разсужденяхь, хотн я должен 
замфтить, что у Эйлера нётъ и слёда той строгости, 
какая теперь, обынноленно, требуется. 

Эйлоръ начвнаеть свои разоуждены съ теоремы о би- 
ном%; 


1 и-1 1—1 
И т 
Для цвлаго показателя Д при нодфломь показалель Эйлеръ 
вообще не разоматриваеть бинома во „Введоши“. Это разложенв 
Эйлерь примйниеть мъ выраженю: 


1\” 

(. + „) , 
тд пил суть цфлыя чясла; заставляя и- при вохранежи этого 
условя — возрастать до безконечности и выполняя справа 


зтотъь же процесоъ въ каждомъ члонф ряда от- 
дъльно Эйдлеру похучаеть показательный рядъ: 


т 3 
аа 


В... 


вт 
оправданы, въ современном значени олова, отдфльные шаги 
этого према, — напримёрь, двйствительно ли сумма предфловъ 
членовЪ ряда равна прелёху суммы ряда, —060 ввемъ этомь 
Эйшеръ нисколько ме. заботится. Идея этого вывода ряда для 
показательной функции является, какь замт изяфотно, образцомъ 
дия весьма многикь куроовъ анализа, при чемъ, во воякомъ 
случав, чВмь дальлие; тВмъ больше разрабатываются отдвльные 


» 
ТдВ е опродвлено, кадь Ни (: +#) . Могуть ли быть строго 


—_`») давойнойо иргараьш ЗаНайогий", \лизлитио, 1748.-бпр. УН, 
рак: 85 и ельд. 
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шаги сами по 008 н особенное зиачене придаотся доказательству 
яхь правильностя. О томь, какое опредфляющее значеше имрла 
книга Эйлера для всего дальнфйиныо развит этихь вещей, 
вы можете судить уже по одному тому, что оть Эйлера ведет 
начало уиотреблене буквы с для обозначеныя эгото замфчатель- 


наго числа: „Ропаюиз аль ВтеуЙаМа отаба рто пашего В0е 
3,71828.,.. поизащег Негаи ©...“ читаемь мы на стря- 
ниив 90. 


Выть можеть, будет котати здвеь же упомянуть, что 
Эйлеръ даетъ неиосредствонно зелёдъ за этим совершено 
аналогичный выводъ ряда для синуса и косинусн. 
При этомъ онъ исходить изъ разложеня въ рядъ вшф по ете- 
пенямь зн и заставляоть и возрастать до сю. Шели построить 


это разложене на основания „формулы Моавра“: 
одна = (во ён = [вв из" 
пвуаиир = (8-6) = 03, | - 1+, В 


0 нетрудно понять, что примфняомый Э#леромъ продессъ 
предетавляеть с0б0й предёльный переходъ для бинома. Съ другой 
стороны, въ этом же мфеф “) Эйлеръ впервые употребляеть 
букву м для обозначеня того числа, для котораго она съ твхь 
поръ воегда употребляетел. 

Обратимся теперь. кь замфчательному  сочинен1ю 
Лагранжа-—мь „Тоор1я анахитическихъ функции“ **), 
И въ этомъ олучаВ приходится прежде всефо’ отмётить, 310 в0- 
просами о сходимости Латранжт, если и занимается, то со- 
зершенно случайно и мимоходомъ. Мы уже знаем, что Ла- 
гранижъ разсматриваеть лишь тав!я бункц!и, ко- 
торыя: даны въ видв отененныхь рядовъ, и опред- 
лнеть их производных вноляё формально посредством степен- 
ныхЪъ рядовь, полунаемыхь мо опредёженнымъ праниламь изъ 
дала ряда. Повтому радъ Рэйхора 


Ле) -=уед- м" але #)---. 


р осо. ©, рав. 98. 

**) Вбоа Чез ХолеНовя -алаТуНаиез". Раме 1707,-- Переиечатано 
ъъ издан Бодуалее, Оецугев, Г. ТХ (Рама, 1881); ср. въ. особевкости` 
Спар. Ш, рая. 34 и олд. 


2. 

представляет для ного тольно лишь результать 
формальной порегруипировяи ряда для /(х-НЛ), ра- 
положеннаго первоначально по етепенямь (х-- 1). Егли онъ 
лаеть примфнить этоть рядь къ кажой-нибудь опредвяенной 
фунющи, то, конечно, онъ долженъ сперва, строго говоря, цока- 
вать, чер изитая функщя прицадлежить къ числу ‘„аналитиче- 
овихъ*, т. в. пто она вообще можеть быть равложена въ стецен- 
ной рядъ. 

Загравяжъ пачинаемь съ разомотрьмя  функд!н 
сд ==“ при рашюнельномь # и опредфляеть /’ (х), кавь 99$ 
фищенть при #' въ разложении (х-|-й)”, представляя собф, что 
дЕЙствительно вычислены первые два члена этого разложены; по 


”. 


чому же самому закону онф бразу получаеть я /“(х), Г” (х),..-› 
и бином1альное разложен!е (х--#)" получаетея, вв иЪ 
частный случая Тэйлорова ряда для /(х-|-1). При 
этомь я особенно подчеркиваю, что Дагранжт ие разбираеть 
отдфльно случая пррашопальныхь показателей и, ко считаеть 
ОЧевилнымЬ, ЧТО этотЪ случай кочерпамь, если приняты во вни- 
ман!е вс рацюнальныя значешя и; представляется интереснымь 
отмётить ‘это вЪ виду того, 410 въ изетоящее время придають 
очень большое значен!е точной разработн® подобныхь ибреходовт. 

Эти результаты Лагранжуь примбняеть къ влолий анал 
жижячному  язученю функц! и 1(4)==(1-- 5)” а именно 
преобразуя биномальный рядъ для (1-- 5)"Н^, окъ каходЕть 
Д@), ковь козффименть при д, залёмъ опредфаяетв 110 тому же 
зацону Г" (29),Г” (2),..., в, наконець, иншеть фядь Тэйзора 
для /(#-- В =(1-- 8)”: полагая х==0, овф получаеть иоко- 
мый ряд» для показательной функц: и. 

Этотъ исгоричесвй обзорв, въ хоторомъ я, разумфется, могъ. 
назваль имена только первоклассныху, математиковт, я хотвлъ бы, 
тоспода, закончить тёмъ, что вкратдв’ отмфчу тв. суще 
ственпо новых течен!я, которыя выступили въ 
ЖХ-мь столё т: и. Здов я долженъ, прежде зсего, увавать на 

1) выработку точныхь понят! о сходимости 
безкопечкыхь рядоль ин другихь безкокечнихь 
процеесовъ. Первое м®ето. здйев занимаоть Гауссь © его. 


статьей 1812 тода о гицергеометрическихт рядахь*); 
затёмь одфдуоть работа Абеля 1324 года © бино- 
м1альномь ряд **), хожду тёмъ вакъ Коши въ дваднатыхь 
тодахъ впервые публихкуеть въ своемъ „Куреф ана- 
лиза“) изсафдован!я общаго характера о схо- 
димоети рядовъ. Результалъ воёхъ этихъ работъ по отно- 
ненво п равсматриваемымит эдфеь рядамъ сосхоить въ томъ, 
910 ве прежиЕя разложен!я —посвкольку они отно- 
сились къ области сходимости—были правильны, 
при чемъ точных доказательства онззываются, 
донечно, очень взожными. Относительно подробностей 
этихъ доказательству въ ихт, современномт видф я снова отсылал 
литересующихся къ „Алгебранческому анализу“ Буригардта 
или къ книг Вебера-Вельштейна. 


2) Зивев же я долщенъ упомянуть о точномъ обосно- 
вап! и анализа безконечно-малыхь въ работахь 
Коши, хотя подробно говорить объ этомъ намъ придется позже. 
Это обоснован: е сообщило тому изложен! ю теор и 
логарномовь, какое. выработалось въ ХУП ето- 
д%т1н, полную математическую точность. 


3) Напонець, я должень упомянуть о той теор, которая 
одна только могла привестя и подному пониманю догариема и 
показательной функц, —-0 теор;я фувкц! # комилекснаго 
перемвнизто, кратко называемой теперь „теор!1ей 
функц“. Первымть, кто ясно предотавяяль себё основныя 
черты этой теори, быль опять -тати Гаусот, хотя онъ опуб- 
ляковаль объ этом очень мало или даже почти ничего. Дия 
насъ иятеросно прежде всего письмо Гаусса къ Бесселю 
оть 18 декабря 1811 года, которое было опубликовано, 


Фацза, „Овашяюнез бепогаз  Чтеа вемепь Нда 


. ботшошь, Зое зав. биЙИие. говель 0. П, 1818 иди 


Жтенее, Ва. ПТ, рад. 195. 
**) СгеПев Зопеда 1. 4. г, м, &. Мабаек., Ва, Г; рав. ЗЕ. 
4+3) бацсву, „Сошге @влауво“, Р. 1: Алыузе 8135, Ралй8 1891 
иди „Овцутев";, Бег. П, Теги. ПГ {Рамз 1897). 
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конечно, лишт, много поздифе (\УУзтре, ВЧ. ПП, рая. 30}. Въ итамь 
нисьмё съ поразительной яепостью  овредёзено значенуе 


ик объя!- 


» 
4 : 
иптограла /`" въ комилексной илоекое 
: 


цвяо, почему онъ предетавляетт бозконечно-многознач. 
ную функц! ю.— Вирочемт, слава самостоятельнаго создан 
и перватй омубликовыия теах комллекскыхе фулющИ я въ 
этомъ отношения принадлежить Кони. 


Результать итяхъ изсхфуован начала ХЛХ столйтя нъ ири- 
чоженг къ нашему сиетлальному вопроеу можно выразить прибли- 
эительно такь: опредфлен!е натуральнаго логариомА 
на основан! я квадратуры гиперболы обладает та- 
хою же строгостью, какъ и всякое другое опре- 
дБлен1е, к даже болфе того: оно, какъ мым вибхи, 
проевосходятъ хпруг{я ппредёленуя простотой и 
НАТЛЯДНОеТЬЮ. 


3. НЁкоторыя замфчан1я о школьномъ препода- 
ван! и. 


Несомнённо,— хотя н удивительно,-- что это современние 
Тазвите дей, кто существу, прошло совершено безслфдко 
для харациера школьнаго прелодазашя, на что я уже веодно- 
кратно ухазываль. Тамъ--ръ школ — и по сей день обходятея 
въ помощью алгебраическаго анализа, несмотря на, вв 
трудпоети и песоверменстно поглёднято, избфтая воякаго 
прим нен!я исчислон!я безконечно-малыхт, хотя 
отрахъ ХУПТ-го стол я передь нослёднимь давно уже лотерилт 
зсяк! смысль. Причину указаннаго ялвлешя приходится иенать 
зъ томъ обстоятельетьй, что съ самаго начала ХХ -го сто- 
ивт1я преподаван!е математяки въ мЕсхв и иду- 
щее впередъ ваучное ивслфдован:е потеряли вои- 
хое. соприкосновен1е между собой; и этоть факть 
представляется тёыь бодфе удивителькымь, что каиъ разь въ 
первыя досятихёяя этого же стол я начинается впервые вообще 
слешальная подготовка кандидатовъ въ преподаватели математику, 
Я указыраль уже во „Взедеми“ па 9101$ разрывъ, который 
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долгое времл имёль здёеь мфото и пропятетловалть какой-либо 
реформй мгвольной традиши. Средняя школа воегда очень мал» 
заботилась о томь, какь высшая эмкола будет, отронть свое 
здан!е на основахт, даваемыхь ею, средпей лихолой, и часто до- 
зозъотвовалаеь такими опредфяонями, ноторыя, быть можеть, и 
были доотаточны для ея ифлей, но овозывалиев несостоятели,- 
ными передь лицом болфе серьезныхь тробованйй. Съ другой зе 
стороны, и выетая школа чаето совершенно на даетъ себф труда 
точно примыкать мь тому, то дано въ средчей инолф; вмбето 
этого она строить свою соботвенкую систему, зишь изрёдка ео- 
ърашая слой трудъ ие всегда даже подходящимь указавемь: „это 
вы уле имфаи въ пол Я“. 

Въ протилополояность этому, интересно замфтить, что т 
преподаватели высшей школы, которымъ приходятся читать лек- 
щи для болфе широких круговъ — для естестволняковь ‘и для 
зохниковь, сами собой пришли въ своей прак- 
тик къ способу введения логариемовь, совер - 
шеняо подобному тому, который я здбоь реко- 
мендую. Вт этомъ отношенги я особенно рекомендую вашему 
вниманю „Учебинит математики для студентовъ- 
естестванниковь и для техяякову" Шоффероа*). 
Тежъ. вы найдете на стр. 282-350 очень подробную теор 
логариема и показательной функции, которая зпохнё совпадаеть 
съ наитимт, постровнюмт и къ которой примыкаетъ (стр. 351-.-407) 
подобная же теоря тригонометричеекихт, функц. Я настойчиво 
репомендую вамъ познадомиться ст, этой книгой: она написана, 
мастерски и легко читается, тажъ что вноли% доступна и дЖи 
менфе способных, Весьма поучительно обратись внимазе ка тотъ 
подагогичеся:# тактъ, который обнаруживаеть Шеф- 
ферс; посмотрите, окажемт, — чтобы ограничиться однимъ при- 
мзромт, -- какъ часто и настойчиво онъ укавываеть, что во’ веей 
теорн логариема лишь очень мало новыхъ формуль нвобходимо 
запомнить, медиум, кажь вов другёл, если вы ихъ хоть одяшь 
фазъ поняли, каждый разъ можно отыскачь въ книг; этим ошь по- 
стоянно поддерживает въ читатолв ториё!е даже ореди громад- 


*) Бене[{втв, „Генурыен ог МабещаОе {г Вбаюгорйе ес 
Меблейаеонвовайен пай Тесва с“, Фотий 1905. 


Е: 


заго, повидимому, обия новаго матерала. Въ однемт только 
Шефферет отилонлетея отЪ, моей ченжевцие; ов», хотя и при 
нимаеть мкольное изложене, какъ папоредь данное, но етроит. 
хвон разсуждения, не заботноь о томъ, чтд дала школа, позагаи, 
чтр большияству изъ ото мачераяа уже забыто Но онл 
очень дахент, оть того, чтобы дёлать предложеня по вопрову в 
реформ самого тизольнаго иреподаваныт, кавъ это дВлатю я. 


Я хочу теперь ещо разу въ нвеколокихъ словахъ резюмяро- 
зать, какь мий представляется зведен!е логаривма въ ИколА 
лосзтому простому и естественному иноеобу. 
Основнымъ нринципомъ дотьво быть призван!е 
хвадратуры уме извзетныхт кривыхт правиль- 
нымъ источником для яведен!я новых фуниц(И. 
Это, камь я новазаль, соотвётотвуеть, съ  идвой стороны, 
историческому полаже- 
н1ю вещей, & ©ь другой, 
методу, прим ияомому 
въ высшихь частяхь 
математики (сравните, па- 
примфръ, эллицтичесня фун- 
кли). Олёдун этому общему 
принцяиу, Еадо исходить ЯЗЪ 


1 
тииерболы 1-я вАбваль 


логариомомт отЪ х986ло, Рив. 41. 

измвряющее площадь, которая содержнтся межзу 
кривой и осью абециссь, а. съ боловъ ограничена 
ордиянатами &=1 и ё=ж (рис. 41). Перодвигея вторую 
хрданату, можно легко ма основаши геометричоеной интуищи 
составить 0066 качествевное предотавяено объ измнени этой 
‘площади при измАнен я и, сябдозалельно, приблизитольно по- 
строить кривую у== Юя. Чтобы возможео просто получить фун- 
ки! ональное уравненте `логариема, можяо, налримтрь, 


исходить изь равенотва 
о у а 
$ $5’ 
: 


# 


58. 


которое получается при преобразовыйя сё==& перемивыхь 
интегрировая; это равенство товоритъ, что площадь ва- 
хяаючеяная между ординатлии Ги 4, равна пло- 
щади, заключенной между ординатами, вх с равъ 
болфе удаленными отъ начала: сн сх. Этоть фазгь 
легко сдфлать весьма нагяядиымь теометрически, если обратить 
внима ид то, 410 величниа площади должна оста- 
ваться неязмённой, если передвигать се подъ 
тинерболой и вт то же время растягивать въ 
такий жо мВ рёв, въ каной уменьшается высота, Но 
иЗЪ этой теоремы вызлекаеть непосредственно теорема сложешя: 


Мнф бы очень хот®ловь, чтобы возможно скорёе попробовали 
принфиить этоть путь въ школьной правтниб; рен вопроса. 
© томъ, вакь долиты быть построены дотали этого изложены, 
сяфдусчт., конечно, предоставить опытному преподавателю. Виро- 
чемт, въ моранекой программ мы еще не рёшалиеь предло- 
жить этоть путь въ видф пормы. 

Тенерь, наконець, мы должны ено орентироваться отнови- 
тельно того, каку. складывается наша, теория, если Мы СТАНОВИМСЯ 
на точку арфы теори фуныйй; это дастъ намъ также полное 
освфщеке вобхъ трудпостей, затронутыхъ ране. 


4. Точка зрзн1я современной твор1я функц! й. 
Вь дельнёйшемь иаложеши мы замзнимь у и м ком- 
плекеными перемёнными 
жи и з=х-- 1. 
1) Логариемъ опредёляется посредством ин- 
теграла: 


и= / 2 (1) 
при чемъ путемъ нитогрировавя можеть служить любая кривая 


въ компхекеной плоскости &, идущая отъ точки б==1 къ гочк 
в= (рив. 32). 


2) Смотря по томф, обходить ли путь инлегрироваюя во- 
кругь точки &==0 одинъ разъ, два раза,..., иди же не обходить, 
вовое, интеграль принимаеть бовконечно-много разия ч- 
ныхъ значен[, такь что №5 предотавляеть безконечно- 
многовначиую функц! ю. Опредблонное значене — такь 
называемое главное значен!е [1052] — получится, воли 
варфвать плоскость напримфръ, вдоль оси отр 
паТельныхт вещественныхь чисель и установить, что 
путь интегрировалия не должент нереходить черезъ этотт, разрёзъ. 
Произвольнымь остается при этомт. только то, щедавмъ ля мы 
нолучать отридательныя вощественныя значен1я, 


й 
4 


Рив. 


подходя кь лини разрёза сверху или снизу; соотвфтетвенио этому 
и логарномъ получаеть чието-мнимую часть -|-# или-— ит. Изь 
главнаго значен!я общее знацен:е логариома по- 
лузаелоя прибавлен1емъ ‘произвольнаго храт- 
наго 21: 


10 5==[ювар-Но м (=0, 51,9, (2) 


8) `'Изъ опредёлены логариема съ помощью интеграла сл®- 
дуть, пло обратная ему функц! я 2==/(0) удовлетво- 
раетъ дифференц:альному уразвиен!ю: 


4 


У, 


и 


ва обловаши котораге можно сразу соотавизь раззоженге / 
въ стеленной ряду: 


ва И 


Тань кагь этоть рядъ сходится дли всякато конечнаго , 19 
чтеца можно заключить, что эта обратная функця 
одпозначиа и имфоть только одну особенную 
точку ш-=00, представляя собою такиме образомъ 
„Цфлую“ трансценденткую фуниц!ю. 

4) Совершенно хакъь ше, какъ и при вещественномь пере. 
манномь, можно вывести изъ опредвлешя при помощи интеграла 
теорему оложен!я для логарнома, изъ которой для 
‘обратной функщи вытехаеть уровнеше: 


и) Ли) = ии). (в) 
Точно тавъ же изт соотлошеня (2) получаем: 
"Дав -- эт) == Даю) (=, 1, -3,...); (4) 
другими словами, /(ю) иредотавхасть простую пор!о- 


хическую функл:ю съ нер1одомъ 27/. 
5) Пусть /(Г} ==е. Товда изъ соотношешя (3) слёдуеть, › 


: р + 
30 пли кашдьго радональмаго значения =. 


в 
число / (2) равно одном у*) изъ м значен!й Уе", олре- 
дВленныхъ обычнымь образомъ: 


у ( " ука. 


# 


Прикято-—и мы тоже примкнемт къ озому обычаю —060- 
в 


значать черезт с”=2* воорда именно это значен{е 
1 @®), такъ что © обозначаеть внолнё опредётен- 
хую однозначную функц! ю, а именно ту, которая 
опредфлена вт пунть 8). 

6) Какую же фуницию надо поймать въ наиболёе общень 
вмыслв под степенью 5” при произвольномь оено- 
ван! и Ь? Опредфяенял должны быль даны такимъ обра- 


именно зещественяому и положительному. д, 


259 


зомъ, чтобы сохранились фофмальныя нравила возведщя пъ 
степень. Если, такимт образомъ, чтобы свыети 0” къ только - чте 
окредфленной функции г*, мы ноложимь 6 равнымъ #65, тлф 05 
имфеть беякопечио мкого значени 


Юр = Шер] оелт (Ао, 1,8... 


0 получается необходимым образому: 


повеиль О, НЬ- а...) 


а это предотавляеть при различныхь значеняхь #@ безко- 
нечно-много фунвц!й, среди которых совер- 
ненно нат равныху. Тапимъ образом мы призодимъ въ 
тому замбчалельному результату, что значен!я похаза- 
тезьнаго вырален:я общаго вида 65°, получаемых 
посредотвомъ процессовъ возведен:я въ степень 
и извлеченуя корня, принадлежать отнюдь не 
одной и той же функции & безконечно-мЕотимъ 
разлячкымь функд{ЯмМЪ отЪ №, КАЖДАЯ ИЗЪ ВОТО- 
рыхь одиозначна. 

Значетщя этихь фуней стоять, конечно, въ различных в0- 
отношеняхь между собою. Въ частности вов оки равны можду 
с0б0й, если в есть цвлов чнело; если же ю есть 


и ев 


й Е 
рашональная дробь вида ›„„ тдб вр, и взаямно проствя 


числа, то среди нихъ существуеть только конечное число, 
® имеяно я различныхь значек; это суть значешя 


тю прим 
» .в Мдя №=0,1,....В — |; такимъ образомъ, это, павъ 


ово и должно было быть, суть и значешй коркя Ур". 

7) Теперь лишь мы можемь втолив Понять, до накой 
степени нед лесообразиа ‘обычтая систематика, 
хоторая хочетъ, исходя изъ возведены въ степень. и извлеченых 
хорней, подойти къ однозначной ловазательной фужищи; этимъ 
он8 поладаеть в лабирннтьъ, изь которао она не можеть 
найти выхода ъ помощью однихь овоихь тавъ называемыхь 
„эдемонтарныхь“ оредотвъ, обязывая себя къ тому же ив выхо- 
дить за предёаы области вещественныхт величинт. Вамъ стянел 
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это вполн% ясно; если вы теперь па основав прюбрЬтеянаго 
общаго вагляда сообразит, какт, обетоитт дВло при отрица- 
тельномъ 5. Я должешь ещо указать здфеь на то, что теперь 
мы дЬЙотвигельна можем понять ифлесообразность того опредЪ- 
явк!я главныхъ значен!Я, которое раньше казалось 


ы 
замь произвольнымь (20 и 0*>0; ем, стр. 287): око доета- 
вляеть нерлючительно значены одной изъ нашихь безчи- 
вленныхт функц! а имекно значенгя функции 


ее" ое, 


Въ противоположность этому отрицательныя вещественныя зна- 
= 

ченя величины 5%, при четномз. я, которыя тоже образують огу- 

щенный комнлекоь, принадлежал , совершенно разнымъ изъ 

паШихЬ безчисленныхъь функд!, и поэтому они не 

могуть, выбот} ззятыя, составить одну пепрерывпую аналити- 

ческую кривую. 

Теперь я хочу добавить еще пфеколько болзе глубокихь 
замфтан1й относительно природы логариема съ 
точки зрён!я теор. функц! И. Такь кашь фунюшя 
= Ю5= при кавдомь обходф около точки в==0 испытывает. 
приращен1ь въ 2л7, ти сботвфтотвующая ей Рималова поверхность 
съ безконечныймь числомъ лиотовь должна имёть въ этомъ мё- 
$ точку развётвленн бозконечно-высокаго по- 
рякин, а именно такого родз, что при каждомъ обходв около 
ивя цероходять отъ одного листа къ слёхующему; замёняя пло- 
опоеть сферой, нетрудно убфдитьоя въ томь, что точка 2== 
предетавляеть вторую точиу развётвленя поверхности такого же 
самато рода, --другихь точемь развётвленя нс имфетея. Топерь 
мы можем НАРЛЯДНО предотавить себ то, что называоть упи- 
формязирующей сялой логариома, о которой мы уже 
Чиоминали по поводу рёшеня иззфотныхь алгебранческихх урав- 
ненй (отр. 216). Если имфетел, папримёрь, рац!ональная 


степень 2", то. въ силу тождества, 


и 


она является однозначной функц! ей оть № ==1062, или, 


хакт. товорлтъ, ой уннформизируется зогарявмомъ,. 
Чтибы понять это, предетавимт себф ма плоскоети, кромё Рима 
новой поверхности логариома, еще и Риманову поверхность функ. 
Е 
щи с”: вю и-лиетная поверхность, точки розвутиле- 
Шя которой лежать тоже въ точках 2=0 и 5==, вь каждой 
изъ готорыхъ сходятся циклически всё и лиотовъ. Если предота- 
ВЫТЬ 606$ ВЪ ПЛОбвОСТИ 2 такой замьнутый ить, что из немь 
логариомъ зозвращаетон къ своему первоначальному зваченю,-— 
такт что этот путь является замкиутымь и има безкокечно-миб- 
голиетной поверхности логариома, — то легво ВиЗВтЬ, что ОНТ 


должень оотаваться замкиутымь и въ томъ случай, ебли нере- 
= 


цеств ого на и. листвую поверхиость 2” (рие. 43). Изъь этихт. 
геометрическихь соображенй мы 


заключаемт, что’ “возвращается 
ит, ввоему рачальному зназенно 
всян разъ, какъ возвращается 


къ своему значению №52 я что 
= 


поэтому функшя 2” дЬйотви- 
тельно униформизяруется лога. 
риемомъ. Я тВмь охотиве длаю 
эти кратыя указания, зто вдВеь 
Рие. 38 мы имфемъ проетБИцИй случай 
проблемы  униформизи- 
рования, играющей столь больную роль въ современной теория 
функций. 

Теперь постараемся еще лучще представить себ% 
природу функд!оназьной залвненмостя = юсв, & 
именно при помощи раземотрён!я конформнаго 
отображен1я паоскости 2 (или соотв тетвенно Ри- 
мановой поверхиоств) на плоскость то. Чтобы но уда- 
пяться  слишкомь вЪ сторону, мы откажемся отъ равсмотрешя 
сботайтетвующихь соферт, что само по 206%. лилялось бы, конечно, 
предпочтительнымь. Раздёлимт, кавъ мы это дфявли выше, ило- 
скоогь я ооъю вощеотвенныхь чисель на заштрихованитю 
(верхнюю) и незаштрихованную полуплоскости; каждай 
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изъ нихъ долина отображазься но плоекостя @ безконочное 
множеетво разъ, таки вакь 1082 имфеть безконеллое число 
зваченй, и $ ати изобращешя должны располагаться рядомъ 
хругъ подл% друга"), ибо обратная фупющя з==6° олно- 
значна. Вт, чаетности здфеь получается} нодразд лен!е ило- 
скоети м на паралхельныя полосы шириною въм, 
образуемня пераллелями къ ося вещественных чисель; эти полосы 
сядуеть поперемфело заштриховать и остазить чиетыми (первая 
полоса вверху отъ веществолной оси [#] заштряхована); соотвёт- 


плоекоеть з. 


ПИ 


,, 
И 


0 
плоскость о, 


Рие. 44. 


ственно этому онф предотавуяютъ собой поперем®нно конформныя 
отабраженя верхней и нижней долуплоскоетей, въ то время ханъ 
‘потраничныя параллели соотвфтотвують частямь вещественной 
овн я (рис. 44). Что же касается подробностей‘ этого’ соотвёт- 


отыя, 10 вамбчу здёсь только, что 2 всегда направляется 
въ 0, котда 2 удаляется въ безконечность влЪво, 

*) Въ томф смыслЬ, что образы азмдурихованной полуплоскоети не 
должны митдВ покрываль другихь` образовъ, ибо иваче одной и той жз 
точки и гоотвфтотвовали бы дв точки х— одна выше, другая виже 


зеществеиной сея, 
Р8д. 


оставаясь внутри одкой и той же молозы; между тёмь 2 
удаляется ВЕ с, если № уходить въ безконохч- 
ность вправо; ш== оо представляеть существенно и60- 
бенную точку обратной функция =”. 

Я бы хотЬяъ увязать още ка связь этого «ъ теоремой 
Микара (Раг4)-—одной изу самыхь нитереслыхь ву, новвй- 
шей твори функц. Пусть 3 (и) означать цвлую трано- 
цондентную функцию, т. е. такую функцию, козорая имфеть 
только одну существенно особенную точку, а аменно въ точкЪ 
30 = со (напримфрь, &*). Вопросъ заключается въ тамт, имлются ди 
К въ какомт именно числё ташя значешя &, которыхь (1) ке 
принимаеть ни при одномъ вонечном (т. в. располоменнамь на 
конечномъ разотояни) знаменя 20, но къ которымт 2 (2) только 
приближается, вели  надлежащимь обравомл. удаляется въ 
безпонечноеть. Теорема Пихара и постоять нъ томъ, 
что для каждой функц} и можеть быть влмое боль- 
шее, два такихъ различныхь значеня, которыхъ 
опа не может® принимать въ окрестности сущо- 
ственно особеннаго мВота, и что, олБдовательно, 
цвлая трансцондентная функц!я, кромё виаче- 
Ея 2=-00, воторьго она никогда не можетт дойтиг- 
луть но принимаеть еще, самое большев, одного 
звачен!я. «” предотавляеть примёрь фунеши, которая дЬй- 
отвительно, кромё оо, не принимаеть еще одного значейя, в 
именно в==0, ибо, хотя &^ въ каждой изъ пораллельныхь 10л106% 
замшего дфлешя и приближается при увазанныхь предфаьныхь 
переходахь къ обоимъ этимъ значешямь, но ни въ одкомъ ко- 
нечномьъ мёетё не становитсл равной имт. Прямвръ фунвди, =о- 
торая не принимаеть тольхо одного значентя (=== 0), пред- 
отавхяеть во. 


ВЕ заключене я хочу съ помощью этихъ геометрическяхь 
оредотвъ выяснить еще одинъ пунить, котороло я уже нфоколько 
равъ касался, зо —предзльный переходъ отъ степени 
къ показательной функц!и, который примываеть 


Еъ формужв: 
. 1." 
и (1, , 


=® 


Иан, ПОЛАГАЯ И. == 


Раземотримь съ атой цблыю функцию вт, зомъ видЪ, какь опа 
являетой до предфлгнаго перехода: 


[1+ 


функщюнально-теоретическти  свойетви  ея,--— акт, отепени— 
намь хорошо известны. Для нея „замбчатольными то3- 
кам и* служат тотши —У па == со, В+ ноторыхЪ основае 


изоскость 2. 


Рив. 45. 


‹тановитоя равнымъ 0 и, соотвётечвенно, со, Эта. функщя отобра- 
вает конформнымъ образомь полуплоскости /, на векторах пло- 


кости 2, имёюзие каждый общую веритину въ точиё и =— фи 
й п 
утяовое отвереме въ; (рис. 45); еели > не равно цфлому чиелу, 


то послбдовательноеть этихъ сектаровь можеть покрывать по- 
зерхноеть 9 конечное или безноиечное число разъ, соотвьтетвояно 
той  мпогозначноетя, которою обладиоть въ отомъ блуча У. 
Если т становится бевконечно большимь, то зершина секторову 
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отодвигается  влЬве до безкиненииютя, и виолив понятны, что 
векторы, располощенные еправа итъ--^, пере 
дятъ при этом въ параллельный палосы пад 
оБоетЕ и, соотв тетвующ!я предфльный фупиции =“: 
зто даеть геометрическое разъненезИо указаннаго опредфлевая 
цосредетвомь предфла; иъ номощью иоеложнаго вычисдени можно 
уйбдизься въ томъ, что ширина векторовъ у точки е==0 пере- 
ходить при отомъ въ ширину м полоеъ парвллельнаго под- 
раздёлешя. 


Но чуть ‹ейчнот ие. являетея вомн ие слёдумюато рода: 
еели давать 2 возрастать ло 05, ла оно получаеть при эзамъ пе 
хольто цлыя, по также ращопальныя и иурабоналеныя злачол, 
для позорыхь фунюшя , становится мпогозначной и кото- 
РБЕМУЬ соотв ствуют» многолистныя новерхности; какъЪ 
же могуть носхфхи:я перейтя въ простую пло 
скость, приньдлежещую однозначной фунюцуи 2? 
ели, нанримВрь, » переходить в. сэ, принимия идни тольти 
дробныя зналеня си знаменателемь я, то каждая функаля Х (#) 
хыеть Рималову поверхиость еъ я листами, Чтоби прослфдать 
за этимт процессомъ, обратимся на одну мияуту ву офор 2 
для каждой фупици Х, (2) она поврыха и листами, которые ветрф- 
чаютея въ тонах развётвленя—® и се; предподожимь, что 
<фчене развёивлемя проходить вдоль мельшей дугл мериана, 
оедиряющаго эти точки (рие. 46). Когда › уходиту, въ со, то точки 
развфтвлешя сближаются ин сЪчен!е развётвлен!я нече- 
заетъ, экимт уничтожается тотъ моету, вдоль ко- 
ториго и лиетовъ пероходини другъ въ друга, и 
получаются я отдфльныхх лиетовь и соотвётетвенио имъ 
и равличныхь охнозначныхь функц!Н; наша функ- 
и & кредотавляеть тольку одну изъ нихь.-- Вели же предоста- 
вить у пробёевль вов веществонныя значен[я, то полу- 
чалтся вообще поверхности съ беаконечнымь числомъ 
листов, евязь доторыхь прекращается въ предёльномь поло- 
жевщи; на одномъ изъ лнотовъ кождой талой поверхности значан!я 
отремятея въ предёл къ совпаденио со значенями однозначной 
функши 2”, которая расположена на простой сферф, межлу тёмъ 
какъ послфловательности Вначен: на другихь листахь, вообще 
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товоря, не стремятся ни къ кавимъ предёльнымь значенямт. 
Этимъ вполнф выисняется довольно-таки сложный и замфчатель- 
ный продфчьный пероходь отъ миоговнолнюй степени къ одно- 
значной показательной фувиши. 

Общую мораль вефхт, этихъ разсуждейй можно, ложа? 
дуй, види, въ томъ, чу яолнове попимын!е сущио- 
сти подобных проблемъ возможно только при 
переходв въ комильноную область. Не является ли 
это достаточяымт, овповышемь для того, чтобы и въ школ изу- 
чать помплексную теорно фуикиИ? Максъ Симонъ (Мах 
Этот), напримёръ, дйствительни выетавляеть подобныя требо- 
затя. Но я яе дума, чтобы возмолию» было дойтп по этого со 
средними учениками даже въ послбд- 


оо 
хемъ класс, и уже шо одному этому "— 

я подарю, что слёдуеть отка- 

затьоя въ преподавании оть “” \ 


появляющейся зивеь мето- 
ДякКи алгебраическаро ака- 
мЕза въ пользу развитато \ { 
выше простого и остествоя- ` / 
наго пути, Конечло, ми предота- , й 
вляотея тфмъ болфе желательнымъ, > — 
чтобы учитель вполи% вла- Я 
Даль вофми играющими зифсь Рис. 46. 
роль свёдфн:ями изъ теор1и 
функц! ибо омъ должен стоять достаточно 
высоко яадъ чфыъ матер1аломь который ему 
приходнтоя излагать я долженъ въ точности 
знать всё 18 подводныя скалы и мели среди 
которыху онф проводить овоиху учеников. 

осдв этихь подробныхь равсужден мы сможемь быть 
гораздо кралче въ изхожеши ученя о гокюметрическихь функ- 
щяхт. 


—— о 


П. 0 гонометрическихь фукишяхъ. 


Замитимь прежде всего, что мы предпочитаем это назване 
каименовано „тригонометричесыя функщи“ по той причинь, что 
учен{е о треугольникахьъ предетавляетъ толька 
чветнов примёнен!е этихъ фулкдЕН, играющихъ 
въ высшей стопени важную роль во вефхь отра- 
сляхъ математики. Обралныя имъ фувиши, виолнй воот- 
вытетвуюния логариему (между тёмъ кажь сами говюметрячесяя 
фушыци предотавляють аналомю съ показательной фунищей), 
мы будемъ казываль пиклометрическими фуниц!ямя. 


1. Теор1я гон: ометраческихь фунидЕЙ, 


Розомотрьнте этой чеори мы поставимъ въ овлав въ вопро- 
‹омъ о томз, какой слособъ ивложеши ея въ школё пуредета- 
вляетея наиболве ‘естоственяыьь? Я полагаю, чго и въ этомъ 
случав будетт, лучше всего примёнить нашь 061 принцип, 
согласно которому надо исходить отъ ввадра- 
туры илосцихь вкривыхъ. Обычный способъ изложенйя, 
хоторый начинается съ измфрел]я дугъ, кажется мн не въ 
такой отецени неноередоввённо ваглидиымт; и прежде всего овъ 
не двегь зозможноети одинаково просто и съ одной и той же точ- 
хи зрышя охватить кавъ высшия, таюь и низя области. По- 
звольте мн® снова воспользовалья аналитической гео- 
метр! ей: за исходный пункть я беру 

1) кругв съ рад1усомъ 11 
Иа 
(рис. 47) и разематривыю сектор, образуемый рашусами-вел- 


торами точен „1х = 10} к Р(ж|у). Чтобы оказаться въ 
согаафи съ обычиыми обовначемями, я буду обовначать 


площадь этого сейтбра чоровь 9 (ибо тогда дуга 4Р=$); 


2 


2) Под гонтометриченяимя функциями „Косн- 
нусъ" и „оинусь“ аргумента фмы будемъ понимачь 
дяикы поордипать х пу конечной точки Р нашего 


сектора 7: 


х и 

Пронехондене этого обозначещя остается при этомт, ко. 
нечно, неясным; по вёдь оно в вообще хорошо нензвфетно; по 
зеей зфроятности, слово „аа“ возникло волёдетве кахото-нибудь 
нодоразумыни при перевод арабокаго слова на латиношй языку *), 
Такъ какь мы иоходили но оть измвревя дугн, то пе предета- 
вляется удобнымь обозначить обратных фунвши, —т, е. двойной 
‹екторъ, какъ функцию коорди- 
нать, — обычиымъ  названемъ 
„агсия“, весьми цфяесообразнымь 
является. принятый въ Ани 
епособъ обозпаченя: 


фо, ре - 1. 


3) Прошя гон1оме- 
трическ1я функции; 


Рис. 47. 


& въ старой тригонометрии еще 
и 860$ и. 60886 ф, опредёляемт, хак простыя сочетая обёихь 
основныхь функшй. Ихь вводять исключительно ради сокраще- 
Ня формуль, которыя приходятся примвнять на практика; теоро- 
тическаго вналешя ‘онё для наеъ не имбютъ. 

4) Если мы ставемъ олёдить за измваещемъ координатъ 
лочки Р при возраеташи ф, то легко сможемъ составить 
86% ватествениое представлен! е о видё кризыхъ 
синуса и косинусов въ прямоугольной систем 

` коордихать *“*), Получаемь ‘извфолныя волнообразныя 


*} Ср. Трор{Кь, Ва. И, рав, 918, 

=*) Другими оловами, строимь Брявын 2 == 608 ф, у = Вл, считья 
ф вбоциосой, в х иль у ордикалой прямоугольной системы координат. 
Когда ф. изменяется оть 0 до Эм, рашусь ОР обЪгаеть весь кругь, и 
фундщи х и вовпрамцаются къ перволачалытьмь аначетямъ, повторяя 
при дальнфйшемъ увеличения ф прежёй цикль измфиен; — Ред, 
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ланЕи, имфющия нергодъ ал (рие. 48); цуи этомь число я 
опред дяемъ, вит площадь полиаго пруга ра 
дЁуса 1 (а не какъ длину полуокружноети). 

Сравнимь теперь подроблй ет, этими опредфяешями изложен- 
ный выше способъ опрелфлен1н торРариома и показа- 
тельной функция, Тамъ мы исходили отъ 


м4 


Рие 43. 


1) равносторонней гиперболы, отнезенной къ 
ЕЯ АСИМНТОТАМЪ: 
Е. =: 


полуось этой гиперболы 0.4 == УЗ, Чотда какь здфоь радгуст круга 
равнялся 1 (рис. 49), Мы разематривали далфе площадь по- 
ловы между неподвижной 
ординатой АА’ (Ё==1) в под- 
вижной РР’, обозначая её 
черезь Ф, мы полагали Ф=Юе&, 
таль чго координаты Р окавыва- 
хись равными 


Вы 
Зы зомфчаете извбстную аиа- Рио. 49, 


лог1ю съ предыдущимт, ко- 

торая, вирочемъ, уже здфоь нарушается въ двухь отлощеныяхль: 
въ-порвыхь, $ тешерь не. выражаетъ сектора, какь 
выше. въ. случа круга; во-вторыхь, здфеь 068 координаты вы- 
ражаются ращюнально. черевт одну функцию 2®, между тВму 
жека въ случай пруга мы должры“были ввести дб функия: фи 
18 ф. Но мы: сейчасв увидимь; что оба. уклонаня можно жегко 
устранить. 2 


2) Прежде всего замбтныт, что илощадь треугольника ОР"Р 
58 зависить отъ положения точки Р на кривой, а имеяно зеегда 
разн ОР". ВР сы д=1 
треугольника 0.4’, такъ что, присоединяя этоть треугольникь 
хь Фи отнимая равный треугольвикь ОР’Р, находим, чо $ 
можно опредёлить какъ илощадь гиперболнче- 
скаго сектора ОЛР, заключеннаго между рад! 
сами-векторами вершины „4 и ПОдРЕЖНОЙ Точкн 
типерболы, — внолнф апалогично случаю круга (рно. 50). 
Остающееся различ вт. злакахъ —для наблюдателя, находящо- 
тася въ О, диа АР прежде была направлена влёво, а теперь 
вправо — мы устранимь 7%мъ, что за- 
мёнимъ гиперболу ея вер- 
вальнымъ отображен! емъ 01- 
носительно рад! уса-вектора О.4, 
—другимя оловамя, переставимь между 
собою Ё и 3); тогда координаты точки 

-—% ВР будуть: 


. Вь частности, она равна площади 


2"). 


3) Наконецщь, примемь за оси координатъ вмбсто 
зеимитоть тлавныя оси гилерболы, повернувь для 
Этого весь чертежь нз 45° (рис. 51). Шоли обозначить новыя ко- 
ординаты черезь Х,У, то уразнея преобразована будуть 
мВоЬ такой вадт: 


«ЕЯ у 
Хх, > 


оэтому уравнеше. гиперболы цереходить 3»: 


ВЯ. 


№ — У, 


и сокторъ Ф принимаеть такое ке положен!е, какое он раньше 


*) Иначе ‘говоря, Фопрелъяяется, какъ 105, а не хакъ юр Ё таль: 
Что, = -тиф >> 0 влВво оть луча ОЛ (ибо тогда я > 1,1984 > 0) 
Ред. 
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заиималь въ круг». Нозыя коордякаты течки Р прелотавияють 
сабдуюйя фуньии аргумента $: 


=-4 


4) Остается только уменьшить весь чертеж, вв отно- 
вии 1: уз, чтобы полуовь гиперболы стало равяа 1 
зыфого У, подобно тому кавъ раньше родгует пруга равнялся 1. 
Телерь воли соотвфтетвенно тому, что мы 
ямфяи выше, площадь сектора, о которомъ идетъ 


рёчь равка обозначая новых координаты 


Рие. 51. 


основи нерезъ х, у, находимт, что окё. равны сл\- 
дующимь фуниц!ямъ аррумента Ф: 


д _5 2 _®в 
«+ 2—6 
ж= 


хоторыя удовлетворяють тахому соотношен!ю 
{уравнен!{ю гиперболы): 


м рЬь 
Этимь фунышямь дано назвае гиперболиячеоскаго жоеи- 
вуса и синуса; ихь обознелають черезь 


—- 


хобот 


Га 


72. 


Тезультеть, къ которому мы пришли, сводитея къ слёдую- 
щему. Если поступать еъ кругомт радуга Ги съ 
равновторонией гицербодой, полуоеь которой 
равна 1, совершение одиналово, то въ первом 
случа мы придехъ къ обыдновеннымъ гон! оме- 
трическимь функцЕнмъ, & во втором — ъ гипербо- 
лическимъ фуцвецяхит, которыя вцолн& соофвфт- 
отвуюжь одн® друкимъ. 

Канку вам пзвфитно, примфието этихь функдй 608 и и 
часто бываеть полезно, Но тёмъ не менфь въ данномъ случа, 
въ прямбнениг къ изелфдованю рипербоды, мы, въ сущно- 
сти, едфлали шаруЪ назадъ: между тёыъ павъ 
раньше мы могли рац1ональло представить ко- 
ординаты & уоъ помощью одной только функц 
#?, теперь намь необходимы для этого двё фунх- 
ця, евязанныя между собой алгебранчесвимь соотношещемь 
{травненемь гиперболы). Поэтому представляется естествениыиъ 
поступить обратно, именно развить учене о томометрическихь 
функщяхь соверлюнно аналогично тому, кавь мы раньше опре- 
ЯЗлили логарнемь, исходя сть гинерболь, Сдфлать это очень 
логко, воли только ке бояться перехода черезь компленоныя вс- 
личины; приходитмя ввести только одну основиую 
функи!ю, посреодетвомь которой с08ф и зтф выра- 
жьются рац!ональнымъ образомъ, подобно тому 
каз 60&Фи ЭФ выражаются черевь 22; она при- 
явана поэтому играть вт теорги гон!ометриче- 
скихь функц! центральную роль. 

1) Для этого мы прежде зеего вводимь въ уравнон!е 
круга 4 у" = (гд% л=003Ф, у=зш ф) новыя координаты 
—в—6 &ож\, 

1061$ чего уравиен!е принимать видъ 
11, 

2} Искомой центральной фунхн1 ой является — 
подобно тому, каюь было въ случа тятербольг (ом, пуннть # на 
отр. 270), — вторая координата; обозначая ев черезъ 

„/(Ф) находимь. на. основании уравнешй иреобравованя: 


я 1 РН 
1 ==($) == 08ф аз, ф, = д) =89 зщ. 


ч®мъ достигается полная аналог! я съ прежними 09- 
отношении между 608$, ОФ, е?. Боли тавкмь обра- 
зомъ заралве вскрыть аналогию между круговыми и гиперболиче- 
скими фукющями, то великое отврыте Эйлера, выражаемое 
формулой /(ф)==е®, теряечт характёрь поразительной неожи- 
данноети, 


Не является ли возможнымт подобное сведен! 
фуницЕЙ. в05ф и ЗП въ одной основной функция и 
въ томь случа, осли оставаться въ вещоствея- 
пой области? Жь этому, дБйствительно, можно придти, вели 
ззгляпуть на наши фигуры съ точки зрёи!я проек- 
тявной теометрЕи. А именно, можно в® случаф гиперболы 
лу координату 3, которая доставиха намь осповную фуницро, 
опредёдить, вакъ пьраметръ въ нучк® параллелей 1} == с015%., 
который, будучи разсматриваемъ съ проективной точки зрёя!я въ 
его отношен!и къ гяпербода, предотавляеть не что иное, жакъ, 
пучевъ лучей съ вершиной въ одной из% точекъ 
тинерболы (здЪ%ь — хавъ разъ въ одной изъ безно- 
лечно удаленныхъ точехкъ). Разематривая въ слу“ 
чА$ круга илл гиперболы, вообще, нараметрь ва- 
кого-нибудь такого пучка, какъ функц!ю пло- 
шади, мы придемъ къ другой основной функция, — 
тоже оставаясь въ вещественной области. 

Разсмотримь дня угого въ случа» круга пучект, лрохо- 
дяпий черевъ точку 5 (— 110): 


у=Аы-у, 


тдё А овчачаеть параметрь {рис.52); выше (отр. `70 и 71) мм уже 
вычислили координаты точки поросфченя Р хуча, принедлежа- 
щаго параметру 4, съ отрущичетью, ® именно мы вапшши, что 


ъ А, зшф 91, 
р”. 7 тя 


# =08 9 


такъ что 


дЬйствительно представляет собой нужную 
ламъ вещестлениую основную функц! 10. А тавь 
хакь, съ другой стороны, угол Р5О=+РОЛ и РОА=ф, то 
отеюда исноередетвенно веттолаетт, 930 Аш о; ЭТЕМЪ ОДНО- 
зпачныму выражен ем фунец! Я созфи тр черезь 
7 отень часто пользуются при тригопометряче- 
свихь вычислевуяхъ. Соотношеще фуншии А еъ прежней 
основной фунащей /($) получается изъ послфдней формулы въ 
чадом видъ: 

Е 
Е УР ТАЕЕа УФ 
или наобороть: 

1-й ГА 
7 = Е: — = Ум 
Ех 1-й 


й 


+6 


->-<Танимъ образомъ введевте ве- 
личины 4 оводитоя въ конет- 
номъ счет лопровту къ уета- 
новлен!ю н®которой дробно-ли- 
нейной функдти отъ /4Ф), хото- 
рая иметь вощественное зна- 

чен!1е вдоль вещественной окружности круга; хотя 

благодаря этому формулы отановатея вещественными, но зато 
онф не столь простыя, кажъ ири ненозредетвонномь приифнени 
фушеищи /{Ф). 

Стоять пи покупать прекмущество вошеогвевности пфной 
таного иедоотатка, — ото зависить, конечно, оть того, наовояьхо 
то или иноб лицо умфеть обращаться оъ комплекеными величи- 
нами. По этому поводу я замйчу только, что физикл давно уже 
перешли. жь, употреблению мнимыхь зехичинъ, въ особенностк же 
зъ оптиЕз, Жогда приходится имёть дёло съ уравнешями коле- 


Рис, 59. 
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бательныхь движенй. Сь другой стороны, техиики-—- и прежде 
всего злектротехники в% ихф векторъ-датраммахи — тоже начи- 
нають въ послёдвев время #71 успьхонь пользоваться комплеке- 
ными величинами, Тахямъ образомь, можно утверждать, что 
примфбнене хомллексныхт, величинъ начинает, наконешь, завое- 
вывать права гражданства въ болде широкяхт, куугахт, хотя, 
вонечно, иъ настоящее время зпачительное большинство все еще 
кр®ико держится вещеетвелной облаети. 

Имфя въ виду обозрёть яъ общихъ чертахь дальн й- 
шее развиз1е твор! н гол ометрическихь функц! й, 
мы должны прежде веего упомянуть о теоремв сложеня. 

1) Теорема сложенл выражается формулой: 


Ви: (р-р) = ме феоз р -- созфш 


и аналогичкой формулой для е0з(ф--р). Причина того обело- 
ядтельства, что эти формулы внгхядять сравнительно сложив, чм 
въ случа показательной фуници, заключается, конечно, въ томъ, 
что здёеь мы имфемь дёло не съ основной элементарной функщей; 
для этой послёдной функйя: (0) =с05 р --25Шф похучаатеи 
совершенно такая же крайне проехая формула, хеыъ и для 22; 


Лоу =) Гар, 


2) Отъ формулы сложещя мы ириходимь кь выраженямь 
функц: й для краткнкъ угловъь и для частей угла, 
ивъ числа которыхь я отмйчу только двЁ слёдующен формулы, 
играви!я большую роль при‘ вычислеи первыхь триговометри- 
ческих таблиц: 


ы? Я, с. 
т, и 2 › 5 у $ 


Изящное выражене вевхь соотношен!, имфющихь здфеь мёето, 
даетъ такъ называемая „формуха Моавра“: 


Де. в) ==(/(®))", тв (== вов ф- 19 ф. 


"Моаввръ (Могете) быль французъ, но жилъ въ Лондонй въ кругу 
Ньютона; свою ‘формуху онъ опубливоваль вЪ 1780 году въ 
ЖнЕГВ „М!яееЛалев апауса“. 
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8) Исходя изъ нашего первовачильнато опредфленя у=э 5 ф, 

можно, разумвется, легко получить выражен! е обратной 
: $ 

функц: р==зт-1у въ вид янтеграла. Се торх (АОР) 


хруга радуса 1, вмфотВ ось горизовтально зангтрихованньымь 
преутольникомь ОР, ограничен параллелями ць оси абодисет 
и кмфеть поэтому площадь, рав- 


пун кривой х =ИТ 


= 


р 
кю / УТУ 4» (рис. 58); в такъ коль упомянутый треутоль- 
й 
никъ имбеть площадь $ ОР’. РР’ = ут, по 
р 
Дитя УТ. 
у 


Отеюда ниходимь поередотвомь 
простого преобразованя: 


4 
ри у 


Постуная теперь совершенно такт 
же, накъ мы поступали въ случа 
хотариема, и именно разхагая 
подъиятегральное выражен въ 
рядъ по теоремё бинома и при- 
мфияя зотбыь, по ихев Мьр- 
катора, почленное интегриро- 
зан}е, можно найти разложек1е вщ7*у въ степонной 
рядъ, а изъ него вывести, пользуясь методохъ: обра- 
щен!я рядовт, рядтъ для самого сишуса; тажь именно, — 
я уе говориль объ этомъ вышо, — поступиль самъ Ньютонъ. 

4) Я больше склолень воспользоваться адёсь боле крат- 
хнмъ путемъ, который, сталь возможенъ благодаря великому 
открытю, одвленному Тейпоромъ, Для этого изъ упоманутаго 
интегральнаго выраженя выводим сперва величину производ- 
ной ‘лия бамого синуса: 


Я 4 — 
= УИ с0з; 


Рив. 83. _ 


Отеюда нь основашин теоромы Тейлора получяемь раз- 
ложеня: 


Нетрудно видёть, чт эти рлды сходятея для зеякаго 
конечнаго, даже комплевснаго, значен|я х, Тавъ 
что Чих и 603х опрехфляютон имя, кавь однознач- 
хыя дфлыя трансцендентныя фунвци во всей 
комнлексной илоекостн, 

5) Сравнивая эти ряды оф рядомъ для 27, изходимъ, что 
основная функщя 

фу =вевф т фе, 

Такой лызодъ безъ оговорки становится возможаыыь только лосдВ 
чого, какъ мы убёдились, чо с05ф и 5шф такъ же, вакъ и #°, 
представляють собой однозлачныя цёлыя фунипли. ` 

6} Остается описать ходь изм нон1я комнленсныхЕ 
фунЕц:Й п, 0081, С этой лёлью я прежде реето замёчу, что 
каждая изъ обратныхь функц! ш=вШ-—1 ви %=603—18 
хаетъ поверхность Римана съ безконечнымь чис- 
ДОМЪ ЛИСТОВЬ и СЪ Мфотьми разотален1я-—1,-{-1, 09, 
& именно нащь точивми «= 51 ложить по безколечному 
числу точекъ развфталешя нерваго порядкны, а надь точ- 
Кой 2==00 находятоя двё точки развётвлешя. безконочно 
зисоваго порядка. Чтобы лучше выяснить расположене 
днотовъ, разомотримь снова подраздёден!е плоскости 
на области соотвётетвующ!я верхней (замтри- 
`хованной) ‘и нлжкей (поваттрихованной поду- 
Тярскосви д (ря. 54), Для з==008 9 это подраздвлеще поду- 
Чается ‘съ. помощью зоществекной осн ок паранхедей въ мнимой’. 
9си, проходящихь черезь’ точки и-=0, Ел, 5 3,...; 'ПрЕ 
этомь, АКФ ВИДЕО ВВ: Нертежа,. получаются треугольных. обда: 
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сти, которыя всё простираются до бозконечноети; ихъ приходится 
поперемёнио заштриховывать и оставлять чнотими. Въ точкахь 
10, 5 2, + 4м,..,, бООТВФТОТВУЮЩЕХЬ у==--1, в ТОЧ. 
кахьъ и= +, Е Зл,..., СООТВелАуЮщЩЕхь у==-—1, Вотрё- 
чаетел но 4 треугольника, соотвЪллвенно четыремь полулистамь 
поверхности Рим ана, которые «кодитея въ каждой изъ точекь 
развъувленя, лежащихь надъ мфотами === 1, Е» значению 
в==со функщя сов приближается сколь угодно близко волк 


т 7 7) 7 7 7 


ылоекость 2. 


М. 
Й 


Рис, 54. 


фазт, какЪ мы удаллемся внутри одного какого-нибудь треугольника 
зверхь или вниз до безконечноети, ДВйствительно, двё отдёль- 
ных биотемы, состояния каждая изъ безконечнаго числа феуголь- 
нивовъ, ‘простираются въ безконечночть. въ соотвётолвЫх съ т8мъ 
обетоятельствомь, что на Римановой поверхности въ. точкв со 
сходятся деф отябльных системы изъ безхонечнаго: числа лиотовь 
каждая. Въ’’едуча в == внью дёио обетоить совершенно аняло- 


тично, 9ъ тою только разницей, что чертелуь пт, длекоети в едф- 


п 


дуетт представять себф порежвинутыхит на 5 вправе. На этихъ 


чертежахь находять подтверждеюе сдфланныя нами выше (ко 
иоводу теоремы Цикари) указашя отиоовтельно природы вужще- 
ственно особенной точки а о [етр. 263). 


2. Тригонометрическ1я табликы, 


На этомь я закончу крат обзоръ твори голюметриче- 
вкихь функ и перейду къ раземотрёнио того, что паиболве 
завно на прахтихЪ, а именно тригокомехрическихь 
таблиц. Одиовременно съ этимъ я буду говорить о табяи- 
цахь логаризмовт, раземотруле которыхь я до сихь поръ 
откладывать въ виду Того, что воставлене этихт поелфднихь съ 
самаго налала и до намиххь дней инет рука объ руку съ соста- 
злешемъ триронометрическихя табливь, Вопрос о тоМъ, БАКАМЪ 
образом таблицы логариемовъ получили спой тепереший виду, 
продетавляется, конечно, весьма важнымъ п нитереснымъ и для 
икольнаго преподавателя математики. Разумвется, я ив могу 
здвеь подробно изложить всю крайке продолжительную исторпо 
фазвитя таблинь; я хочу только отмфтить ифкоторые ланбо- 
Ве замВчательные моменты, чтобы дать вамь приблизительное 
лоняте объ этомъ развитш. Относительно другихь, тожё часто 
зосьма важниху произведен! 1, которыя допохняють обиую картину, 
зы сможете орентироваться съ помощью сочинешя Тропфяв*). 
или весьма подробныхь укаваы зъ реферат Мемъе (МешиЕе) *} 
9 числовыхь вычиеденяяе (ИпеуКТ., Г, Ё.), 


А. Чисто тригонометрическ!я табляцы. 


Подь этимь названюмь мы разумвемъ табданы, когорня 
были построены до изобрётен?я логариемовъ. Таюя та- 
блиды сущветвоваля ужо въ древности, а именно — первой домех- 
тей до насъ является таблица Нтолемея. 

1} Это такь навываеная таблица хордь Нтолемея, 
которую  посяёдЕЙ“ составиль ради астрономическихь пблей 
около 150-Ро годё посяф Р. Хр. Она помбщена въ 6го 
сотинен „Мерме  Зушах“, ‘въ которомъ Итолемей разви- 


*).См. примёчаныг на. отр. 24 и 4 `Р4д. 


2. 
заеть названную ого вменемь систему м!ра; эту книгу вы ви- 
дите зцёеь вт; иовомь издания). Это сочннене дополо до нает 
окольныхь путемтъ черсзь руки арабовь подх часто употребля- 
вмымь назвашемь „АБиаеезе, которое, быть можетъ, получилось 
изъ соединоши арабоваго члена „в“ съ язвращеннымь грече- 
екиыь назвашемь. Эта таблици Птолемея даеть для угловт, 
съ инторвамамн въ 30 минут не самый синусъ 
угла @ а соотвфтотвующую этому углу хорду 


(. е. 3. и 5) Звачена хордь даны здеь въ трехзнач- 


лыхЪ шестндесятиричныхь дробяхт, другими словами 

@ 5 с 

6+ 5 500516 500’ тв а, 6, с предотавляють пфлыя 
зисла оть куля до 59, Дия наеь самымъ. труднымь язляется то 
обетоялельство, что ати числа о, 6, с машисвлы, разумфется, 
фреческими числовыми знаками, 1.0. поередетвомть соче- 
чай греческихт, буквЪ. Далфе мы находимь здвев еще зпачен1я 
разностей, которыя позволяють производить интерполя- 
ц(ю отъь минуты до минуты. Впрочемь, Тропфее даеть 
для примбра (В4. И.З. 296) переводь отрывка изъ этой таблицы 
на современный с1особъ обозначенй, въ которомь вы сможете 
ближе орентировалься. Что же касается до вычислен1я этой 
таблицы, зо Птолемей, по всякомъ случай, пользовался приве- 
денной выше формулой для 315 (сладовательно, онъ примфияяъ 


ВЪ ВИД 


язвлечек!е корня) и интерполящей. 

2) Перенесемея теперь на тысячу хЪь дадфе — къ тому 
зременя, когда трисономотричеея таблицы были вычиелены 
зпервые на Запада, Эд®есь прежие воето приходитея назвать Ро- 
т1омонтана  (Веслошошализ, 1486—1476}, который соб- 
отвекяо назывался Тоганномъ  Мюхнеромъ, а свое цатия- 
ское имя получиль по. названо города Еёнигоберга (у Гильд- 
буртвузена), въ которомъ онъ родился. Онъ вычислил различныя 
тригономелрическя. таблицы, зъ воторыхь ясно видень пере- 
ходь отъ остатвовь 60-тиричной системы кф чи- 
стой двоятярденой систом$, Въ то время тригонометри- 


*) Ва. Быт. Лори: 1808/1908; 


ческихь лин не изображали, вакь теперь, нъ зидф дробей, при- 
вамая радусъ за 1, но вычлеляли ихъ для окружнотей ‘очень 
больнилюо радтуса, такъ что можно бязо-еЪъ не меньшей точ- 
поетью — ограмичиваться вырикещемь ихь въ цълыхь чис- 
лахт. Эти большя числа уде тогда писали мо десятиричной еи- 
стемё, но въ выбор рад! уса еще долгов время слышались 
отзвуки 60-тиричной скотемы. Такъ, въ одной таблиць Рег омон- 
тана радусь считавтся уавнымь 6000000; но въ другой табли- 
ца впервые рашуеь равонъ чистому десятичному числу 
10000000, благодаря чему се вызиелеше оказалось ностровннымь 
по чистой десятиричной систем, Достаточно ветавнть запятую, ч1о- 
бы число этой таблицы превратилось въ валиу десятичную дробь. 
Эти табляцы Рез1омонтана были напечатаны лишь много 
спустя послё его смортя, а именно въ сочинени его ‘учителя 
Пейрбаха „Трактать о предложеняхь Птолемея относн- 
тельно синусовь и хордь“ *). Обратите внимаш на то; что и это 
сочиневе, какъ и мномя друмя капитальныя матоматичесяя 
ивдашя — изъ вихь намъ уже извёетны произведеня Ка рдана 
и Штифеля, & дальше мы позиакомимоя и съ другими — быхи 
отнечатаны въ сороковыхь годахъ ХУТ-го отольыя въ Нюрнберг. 
Сам, Рег1омонтань провель большую часть жизни въ 
Нюрнберг ®. 

3) Теперь я предложу вашему вниманию вниру, ямвшую 
огромное значен!е вообще, а именно сочинене Мяколая Ко- 
перника „Ое зеуошбош ия отн соеевыии“ **), въ которомъ 
развита „Коперникова система м! ра“. Копернихъ (Кор- 
региЙеиз) жить отъ 1478 г, до 1548 г. въ Ториз; но упомявут0е с0- 
чиневе появляется енова въ Нюрнберг, всего лишь черезъ два 
года посл понвленя таблиць Рег}]омонтаяа, съ которыми 
Еоснерникъ тогда еще не быль знаком; поэтому для 06у- 
щесхвленя своей тори онъ долженъ быль самъ вычислить не“ 
большую таблицу сияусовъ. 

4). Но эти таблицы нк въ коемъ случа не могли. удовле- 
творить потробиости зотрономовъ, я воть. мы видимф, что одинъ 
ученикь и другь Коперника зскор приступаеть эх осуще- 


*) 9. Рертьасц, „Тевобций ворох ргоровопев РЕешав! 4е эпи- 
ия 96 ОБогаНа“, Могифахево, ар, до. Рертейила, 1541. 
=*) Молва, ар. То. Ревда, 1548. 


ствленно гораздо шире залуманнато дла. Это — Рэтикус® 
(ВлаеНоия), что тоже предотавляеть искусно лалякизировниное 
указала па этоть разъ его родной страны (Уогяеза). Олъ жиль 
съ 1514 г. по 1596 г. и быль профеесоромъ въ Витленбар. 
Во воомъ этомъ обзорь вы виегда должны принимать во вичиане 
общенсторическую оботановку: такъ, въ данкомъ случа мы на- 
ходимея ве зноху реформающи, ва время которой, какъ извфетно, 
Внутонберть, & также свободный импереый тородь Шорибергь 
стали клазяыми цоптрами умственной жизни, Но постепенно 
въ течене реформмцонныхх, войнъ дентръ тяжести политической 
и духовной жизни передвигается все болзе{оть городовь юь кия- 
жескимь дворам, и зоть въ то время, какъ до сихф порь все 
печаталось въ Нюрнберг, обширныя таблиды Ративу ва по- 
являютоя на свфть въ Гейдельберг при денежной поддержка 
пфальцекахо курфюрота; соотявтотвенио этому оли получають на- 
звае „Орив райаллию" (НеЧефегоав 1596). Онф появились лишь 
вокорв послё смерти Ратнкуса. Эти таблицы гораздо полне 
предыдущихь; въ нахъ содержатся значешя тригонометрическихь 
лай для каждыхь 10” въ десятизначныхь дро- 
бяхъ; правдо, въ нихъ ветрёчаетоя ещо довольно много 
онибокь. 

5) Въ восъма усовершенствоваюному видё переиздаль эти 
таблицы Питисвкусъ (РИ есоз) изъ Грюнберга въ Шлеви 
(1561—1618), кашланъь пфальцекаго курфюрота. Снова отпеча- 
танныя нь средства князя подъ козвашемть „ТВезаптив щафела- 
Меца" *), эти таблицы содержать тригонометрическя чнола для 
янтерзаловь въ ,10” съ 18 десятичными злаками, 
Он въ гораздо большей озененя свободиы отъ оштибожь и изданы 
лучше, чАмъ таблицы Рэтикуса. 

Мы должны имёть въ виду, что ве эти габвицы вычиолены 
© помощью одной только формулы для нодовины дуги и интерпо- 
лащуи, танъ кат, тогда ощо не были изпабтны бозконочные ряды дя 
еннуса и косинуса, Только принимая это во внимане, мы сможемъ 
зъ надлежолной мёрё оцёнитБ то невфроятное усердие и ту ра- 
боту, которыя вложены въ эти почтенныя произведевшя. 


*) гадости 1618. 


Кл эримь таблицам ужи непопредетвекнио прлмнвають но- 
выя таблицы, соединяюния тригонометричеевя данных ст, лота- 
`риомпчесниии. 


В. Логариомо- тригопометряческия таблицы, 


Вась мы наблюдаем удивитеньное совпалене, -- въ изв 
стной стенени какъ бы нронпо нотор!и: воеро лишь году опу- 
етя послв того, кашъ въ рукахъ Пятискуба та- 
блины тригоном отрическихе лян{Н достигли из- 
вветнаго совершенства, — появляются пиервые т& 
блицы тогариомовт, дзлающуя первыя, собственко 
товоря, излишлими, такъ кавъ теперь уже нужны це самые 
сннусы и госинуеы, в ихь хориомы. Прежде всего нриходитея 
лазвать уже упомянутыя мною дервыя таблицы логариемовъ: 

1} „Мое охатИ они сапога позор ею" Бепорь (1614). 
При э1юмъ Неперуъ до такой стецени имёля, въ вилу прежде 
зоего облегчен1е тригонометричесвихь вычиеле- 
н1Я, что сперва даль даже не логариемы натуральныхь чисель, 
а семизпачные логариеомы трилонометрическихь 
дны1И для каждой минуты, 

2) Впервые придаль таблипамь логариомо»ь ихъ обычную 
теперь форму англияанияь Генри Вриггъ*) (Непту Визвв, 
1556 — 1830), находивиЧйея въ личныхь отноменяхх съ Неде- 
ромъ Онь понялъ, какое громадное преимущество 
имзють дла практическихь вычиснек! & погариемы 
съ основантемъ 10, болве родетвепные нащему досятиричному 
письменному очищен, и ввель поэтому ото основаые выфето 
Неперова, Такнмъ образомь получилиеь „искусственные 
логариомы“, называемые также „бригговыми“. Кром8 того, 
Вриггь давть и логарнемы катуральныхе янсеат, 
{& не только логарнемы гонюметрическихь функ й), Эти ново- 
зведеня находятая въ его „АгИтене 1обагИиса“ (Бой 1623). 
Правда, Бритгу не успёхь задовчить вебжь вычисленй и дает 
только хогаривыы пёлыхь чиселъь отъ 1 до 20000 и отЪ 
90000. до 100000, ‘но зато 3 14 знаками. Замфчагельно, 
что’ нменко въ нанболфе старыхт таблицахь содержится наи- 
большее число десятитныхь внаховъ, между тёмъ какь въ 30808 


*) Установиашаяюя о русекая трачекриищят Вриггъ а ЯР 
Бритгот, происходить:оть латинской трапокрилди Вывоз. Ред. 
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премя въ большинотьв случаевъ довольствуются весьма. малымз, чие- 
люмт, знадовъ; къ этому я еще вернугь. Вриггъ вычислил» тавке 
искусственные логарномы туигонометричесяихь 
лин! й для промежутковь вв 10” в% 10 знаками 
н опубликоваль въ своей „Тывопошенты УтИапшеь“(бопане 1633). 

$) Пропуск въ лаблинахь Вригга заполниль внервые 
толландень Адр!анъ Влавыъ (Абеал У1804), живиби въ 
Гуд бянзъ Лейдена — малемитииь, типографъ и кингопроданець. 
Опъ отпечаталь второе издьн!е табляню Вуигка *), 
заклютазнее ка этотъ разь логарномы вефхь цвлыхь 
лиселт отъ 1 до 100000, но только съ 10 десятичимми 
знаками, Это изданте яьлнется основой вофхь нашехь те- 
порешнихь таблиит,. 

Что же коснется дальнЪйшаго развит табляцт, то я могу 
дать только сямыя общйя указашя относительно того, вз чемь 
заплючалоеь дальн®йшее резвите ихъ но сравненио съ указанными 
первыми шагами. 

8) Прежде всего существенное значене имёль прогрессъ 
зеорун, в именно лотариомическ!е ряды дали #0во6, 
храйне ирактнчное средство для вычислен1я ло- 
тарномовт. 0Объ этомъ вычиелители первыхъ таблиць не 
знали ничего. Ненеръ, кавъ мы видйли, вычисляль своп лога- 
фномы съ помощью разностнаго уравнен!я, другими сло- 
вами, посредством» послфдолателькаго прибавле- 


.- 4% : 
ня -, пользуяеь при этомь въ большой стёлени интерио- 


ляц1ей. У Бригга самую важную роль играло извлечен]е 
хвадратныхь корней; онъ пользуотея тёмь, чт, вная 


1ова и 1056, можно найти 105 Уа.6 во формул 
19 Иа. : (“ а--105 5) 


Этимь же самымь премомъ пользовалея и Влаквъ (\1864). 
$) Значительные уснёхя были достигнуты нутемь болве 
‘цз лесообравнато расположен1я. табжицъ, хоторое 


* Ноах ВуткиЙ АИБшонов ЛодатИАийса, Ва; вер, алое 
лаг. Ут аса,: Фовдлю 1028. 
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дало возможность помфетить больше мате р 1ала Нл мень 
шемтъ пространств ивъ форм, болфе достунной 
обозра ню. 

©} Но, что важифе всего, зналительно возроель правиль- 
хоеть таблиц» блатодаря тому, что отибки, воторыя ещо 
часто помаделног въ старинныхь таблицах, особенно ву, послёдь 
пихъ десятлчныхь знакяхъ, пыли устралены при помощи внима- 
тельной провёрки. 

Изь большого числа возникщихь такнмь образомь таблить 
я назову тольно самыя иавфотныя, 

4) „Гьевагив 1о таг Ен тогим сомр1е рая“ ( Поя- 
ное собраце большихъ логариомо-тригонометрическихт таблинь“), 
эзданныя австрАЙекимь артнллерЯекамъ офицером Вера {Уебя) 
2ъ 1794 тоду въ Лейиниг®. Оригинальное падане стало би- 
блуотрафической рёдкостьк, ко вф 1896 году мо Флоревци 
зоявилея фототииний церепечатокт. Эти таблицы го- 
держать 10-вначные логариомы натуральныхь чи- 
оелъ и тригонометрическихь лин!й, расположенные 
ло способу, ставшему съ тёхъ поръ тиличнымь; тажъ, вы видите, 
напримбръ, здвеь уже маленьын таблички разностей, предназиа- 
ченныя для облегченя интерполированя. 

Переходя кв ХО столвт1ю, мы замёчаемъ широкое п0- 
пуляризирован{е логариомовь, стоящее въ связи, во- 
первых», съ. тЁмь’ что въ двадцатыхь Родахъ лога» 
риомы были введены въ школу, & во-вторыхъ—0% тёмъ, 
что хогаркемы находять вев больше н больше примёнен1й 
зъ практик физиковь и техниковъ, При этомъ при- 
липось, конечно, согласиться на значительное сокращея!е 
числа знаковт, таюь кавь и школа и практика нуждались. 
зъ таблицахь, не слишкомъ объемиетыхь; къ тому же 8 или 4 
девятичиыхь знала продотавляють точность, вполвЪ достаточную 
въ большинствв олучаевь. Правда, въ мое школьное времл мы 
дользовались еще сомизначными таблицами; въ то время въ 3а- 
щиту употреблешя такого числа знаковъ приводили то сообра- 
жене, что ученики должны благокаря этому проянкнуться „вели- 
{емъ чисогь“. Теиерь. вв иадстроёны утилитарно и зеюду 
пользуются трехзначиыми, четырехзначными или, 
6 мое большее, лятизначными таблицьми. Здёсь. вы 


видите три взатыхь наудачу современныхь издан1я та- 
блицъ. Одна изъ нихь -— небодыыя табищы Шуберта?) съ 4 
знаками; въ инхь ры находите примфнене воевозможныхь 
зепомогательныхь ередетвъ, киь, капримфуь, нечатане въ двЪ 
краски, новторене надинией вверху п внизу каждой стравицы л 
Тому подобное, — все это для того, чтобы по возможности убтра- 
нить педоразумёя при полузовани: таблинеми. Еще остроумие 
устроены новыя амернкансйя таблуны Гёнтинттона”*), въ 
хоторыхь, папримрт, страници снабжены различиымя придатками 
к вырбзами, позволяющими еразу открыволь пннгу на нужной 
страниц и т. д. Наконень, вы видите здфеь счетную ли- 
нейку, которая, кажь извёетно, предотавляеть не что иное, как 
трехзначную таблицу хогариомовь пъ самой  удоблой форм 
механическаго счетнаго ацлората; вомт, вефмь, ховечно, изв®- 
стень этоть инструменту, который хемерь всяый инженерь 
всегда иметь ири себз для своихъ разечетовт. 

Но мы еще не дошли, конечно, въ этоме направлен до 
вонта и можемъ даже довольно лено предетавить себф, въ чемъ 
будеть состоять дальнЪйшее развит!е. А именно, въ последнее 
время вве больше и больше распространяетоя очетная ма- 
шипа, о которой ми уже говорили; ока дёлаеть изяищиями 
табливы хогариемовъ, тазь камь она позволяеть производить 
нелосредетвенное умиожене гораздо быстре и увёренее. Правда, 
тенерь още счетныя машины наетольно дороги, что ихь могуть 
прюбрьтать только крупныя учрежденя; но хогдв, он® отануть вна- 
чительно дешевле, тогда. начнетоя новая фаза в% ДАЛЬ вы- 
зислен! И. Что же касается товометруи, т0 только тогда 
будетъ отдако должное старинным таблицамъ 
Питяскуся, которыя тотчаеъ люслй своего появлешя оказалиеь 
устарфлыми. Овё дають прямо трятонометричемия величины, оъ 
которыми счетная мащина позволить удобно обходиться, мидуя 
окольный путь, ведущй черезъ логаряемы. 

Остается. ве  раземотрёть примВневя говометрическяхь 
фуньций. 


*) Вевоьрегь „УогеюЩие Тадет чад @обелёает.“. (Задию\, 

боввенал. Тецийи 1808) . 

х #*) С. У. Нав рифов, „Рог расе Ча/ ев”; аЪива. ойН: (Сала- 
маве №8зв. 1997). 
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3. Примфнен1я тон! ометрическихь фукки! Е. 


Здьев наеъ инторесують: 

А) Тригонометру которая вообще поедужила поводомь 
кл, наобуфлешю гопометрическихь функц, 

В) Механика, въ которой учен{е 0 небольшиху 
холебан1яхъ предотавляетъ особенно обширную облаеть ихъ 
примвненя. 

С Изображен!е нертодическихт функа!И по- 
средствомъ тригономоетрическихь рядовъ, которое, 
хажь изрфетно, играеть весма важную роль въ ‹амыхь разно- 
образиыхь вопросах. 


А. Тригонометруя, зв® особонности сфервческая 
тригонометрия. 


Тригонометиуя является веслма древней илукой; 
уже въ Егишт8 она достигла высокой степони. развимя нохь 
ваяшемь  запросовь двухь важныхь  наукь: гводезги, 
нуждающейся въ учени о плоскихь треугольликахь, и аетро- 
ном] н, нуждающейся въ учени о сфераческихт треугольникахь. 
Существует весьма оботоятельная монограф{я по истор: 
тригонометр!и, 910 — „Легцуи по истор!и тригоно- 
метр1и“ Врауныюля*). Нанлучиюмь справочиымь изда- 
немь относительно практической стороны тригонометрии 
служить „Учебнинь плоской и сферической тригоно- 
метр! и“ Гаммера**), а относительно теоретической 
стороны — второй томъ „Энциклопед!н элжементар- 
ной математики” Вобера и Вельштейна**); 

Харавтеръ настоящихь леклй не поззоляетъ, понечно, дать 
систематическое изхожен{е всей тригонометрии; 
это должно составить предметь снешальнаго курса; тъ тому 


*) ^, у. ВтапашйВ1: „Уомевиаяен @ъег. безсшонве Чех Тизоло- 
106546", 2 В-4е, Бейрах 1900.- 1908, 

#4) Я. Нвшшог: „ШеБтраев ег вфелеп пл@ эреймвевею Тызоно 
пей“, ББ аате 1906, 

#42) „Иосуорейе дет етегй. беото!е“, Ъеах®. уош Н. Уерет, 
ое афера; И. ФабоБВЪЪаЬ 2 Ав, Бешив 1907, (Въ русокбяь 
‘переводЪ: ‚ЭнцикхонедИя. элементарной математики“, томъ Ц, книга. Ш 
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же, вфдь, здфеь, пъ етинтен, практической тригопометри 
удфаяется влолнй достаточто внимая па обычныхь левщяхь по 
теодези и сферической астрономн. Я же хотбяъ бы поговорать 
©ь вами объ одной очень интересной главф теорв- 
тической триговометруя, которая несматря нь 
свою весьма глубокую древность, всо еще не мо- 
жеть считаться вполнф занонченной, такЪ как 
она до схт пор еще содержит много невы- 
ясненныхь вонроеовь и проблемъ, сравнительно 
элемоктарнаго характера, обработка которыхь ие ка- 
жетея мнф ноблатодорнымь трудомь: я имвю въ виду офери- 
ческую тригонометрЕю, Этогь отдвлъ какъ разъ равра- 
ботань весьма обстоятельно яъ книгф Вебера- Вельштойна, 
а именно — тамх приняты во вниман!е тв идея, которыя развялъ 
Студи (Вау) въ своемъ фунламентальномь сочинени: „Сфе- 
`рическая тригонометры, ортогояальныя подотеновкн и эллипти- 
чесмя функтии“*), Я попытаюсь предотавить вамъ обзоръ вефхъ 
относящихся сюда теор и, яъ особенности, указать на вопросы, 
остаювцесл досолф открытими., 

Элементарное понят1е о сфе- 


С 

> ричесвамъ треугольниив врядъ аи 

8 нуждаотея съ подроблыхь разъяспешяхь: 
ъ © три точки на сфер8 вполЕ опре- 


дБляюзъ (если только никаюя двё изъ 
нихь н6 лежать ва концахь одного дал 
№ метра) треугольникь въ которомъ 
каждый изъ трехъ угловь и каж- 
дая сторона ваключастся между 
блл (рис, 55). Но при дальЕёйшихь изолвдовавщяхь оказы“ 
вается пёлесообразнымь считать етороны и углы не- 
ограниченно перемёинными величинами, которыя мо- 
тутв становиться даже больше я или 2л или кралныхь 27; тогдь 
нриходится ‘говорить о сторонахъ, изньтающихея на 
самихь себя, нобъ углахъ, далающихь по н%- 


Рив. 55. 


*) уврайнзене Тивопотвене, огбозовайе Визы юнел пой е1р- 
Чзое РабЕЫосай“, АЪЬал. дог шаби.-рВув: Вано баг. Бвовывеве 
беведвснахй а; УЧазенаскайаи,: Ва, ХХ, №. И (феи 1898). 
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епольшо оборотову около вершияы. При этожь пря 
ходитен убловитьйя относительно знавн итихь незичинт, т, е, 
отновительно того направлентя, в6 которимъ ихъ надо изме 
рять. Заслуга послвдовачельнаго нроведен:я ирин- 
циия знаговъ, накъ вообще въ хеаметри, такъ и въ сфери- 
ческой трягонометруи в частиоети, принадлежить ведикому тео“ 
метру Мабтусу (Мбрь). Благодяря этому принципу быаъ 
зпервые прохожеюь путь для’ изолбкован!й налболбо общаги ха- 
рактера наль величитами, пеогранпчение измбняющимиея. Особеп- 
06 злачене въ дациомь откощени имфотъ сталя Мабтуса: 
„Выводт оснозныхь формулъ сферической тряго- 
нометр!н въ возможно болфе общей форм\“*). 

Эти усдовы относнтедьно зна- ра 
ка начинаются съ того, что убта» /ю а 
навливають одно опред% яен- / Я. 


ное нанравлен!е вращжентя, 
при котаромъ углы овало 
всякой точки 4 ка сфер 
счятаютея положятельны- 
ми; вели это направлене. указано 
для одной какой-нибудь точки сфе- 
ры, то это же самое налравлене 
переносить ио принцицу неирерыв- 
нато измёненя на всякую другую точну сферы (рис 56). Можно, 
напримфрь, кежь обыкновенно дфлаютт, считать за поло- 
жительное направлен!е вращен{н то, которое 
при набчюден!н еъ внфшней стороны прецета- 
вляетея обратнымъ движен!ю часовой струляи. 
Во-вторых», необходимо установить для всякаго большого 
круга на сфер% опред ленное напранленуе обхода, 
по здесь невозможно ограничиться устеновхещемть опредёленнаго 
хаправленя для одного какого-нибудь круга и затфмь непре- 
рывно переходить ко вс®мъ другимъ кругамъ, тацъ какЪ каждый 
хруф можно привести двумя существенхо различными способами 


Ре. 56. 


=) „БобуюкииЕ дог бгоаёогтеш ег зрыйнесвей Тидопотейче га 
втбъебибЕНеваг АИвешемисн“, Вобове Ант. а. Уегвала. дог К, Эвора: 
"без, & Ив, МЫ, руб. Кабае, 1860, Ва, 12.— без, Узеке П (Бещийкх 
4888); рай. 71. 
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Же сормщенио ео воякимъ другимъ кругоуъ. Поэтому каздому 
хругу пъ отдвльноети, съ поторымь намъ иредется 
имёть двло, мы будемъ иринисывать опредфлетиюе 
заправлене обхода и будемъ разематривать один и тоть ке 
пругъ, вакь два различиыхь образа, омотря по тому, какоо на- 
правлон!о для ного мы примем за положительное. Уетановивъ 
так! я онредфленр мы можемъ каждому боль- 
момт кругу а однозначно отнести опредЪ ленный 
пОлЮсЪ р, й ПМеннНо тотъ изъ ого Двух нолюсовъ 
зъ обычномъ емыслв слова, изъ котораго его 
паправлен!е предотавляется положительнымъ: 
точно такт же и обратно—каждому полюсу соот- 
взаетвуетъ однозначно опредбленный „полярный 
кругъ“ съ опредёленнымьъ направлен1емъ обхода, 
Этныь внодл однозначно усталавхиваетея столь 
важный въ тригонометрии „процесоеъ поляриаго преобра- 
зованрях. 

Шелн даны три как1я-нибудь точки 4, В, С 
из сферф%, то. (рие. 57) для однозначнаго опред ае- 
н:я сферичееного треугольника, имфющаго вер- 
шины въ этихь точкахь, недостает еще нАхото- 
рыхь данныхъ; прежде воего необходимо присвокть каж- 
дому изъ трехтф большихь круговтъ, проходящихь 
чорезъ точки 4, В, С, опредвленное направлен! е, 
в также нужно указать, сколько разь слфдуетъ каждый 
из$ нихъ обойти въ указанномъ для ного иа- 
правхлонри, прежде, чёмъ придти оть В вь С, оть С вь 4, 
оть Ч. кь В. Опредёленных танимъ образомь длины а, 6, с, ко- 
торыя мовуть имфть любыя вещеетвенных аначеныя, называются 
охоронами оферическаго треугольника; мы, ко- 
вечно, будемь привимать, что онё отнесены къ еферё еъ’радуу- 
сомв 1. При’ эомь углы подучають таное опредйлен’ 
уров а получается при тавомъ вращен! въ по- 
ложилельном» направления, при которомъ лол0- 
жительлое направлен!е дуги СА; кончающейся 
въ..; переходить въ положительное направлен! е 
дуги АВ, качинающейся въ 4; зь этому углу еще. можно 
добавить ть видё слагаемало. любое кранное 9л5; аналогично опре- 
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дЬляютен и проме углы. Раземитримь обыкновенный элемен- 
тарный треувольшико, каюъ указано па рис. 57, и уста 
зовимь направлешя сторон® такъ, чтобы величины еторонь а, $, с 
были меньше лу; тогда углы ое, В, у оказываютоя, согласно на- 
нему новому спредфленю, какт, это дегко вндфуь, виЗШнимЕ 
углами треугольника, а не его виутренними углами, каКЪ 
при обычномъ элементарномь опредёлеши. 

Тотъ факт, что при такой замёнф обычно прянимаемыхь 
угловь ихъ донолнешями до л формулы ефернчееской 
тригонометр{и получають болфе симметрниный и 
болфе каглядный виду, представляеть давло навъетное 
явлеве. Болфе глубокую ирачииу этого можно видёть въ сл5- 
дующемъ; указанный выше продеесь полярнаго преобразовавя 
отноевть каждому преутодьниЕ}, опредфлонному соглаено пра- 
звиламъ Мебрусь вполна 
однозначно другой тре 
тольникъ, „полярный“ 
по отноленю къ первому, 
и нетрудно ‘видёть, что по- 
хабдый при нажихь но- 
выхь опредбленяхь о ио- 
просгу имфоть угла- 
ми стороны первона- 
зальнаго  треуголь- 
ника, а сторонами его углы. Повтому воякая фор- 
мужа, НАПИСАННАЯ ВЪ ЭТИХЪ обозначен{яхт, Долж- 
ха имфть мЁсто и въ томъ случа, если мы въ ней 
обызняемъь местами в, 6, с5ъ а, В, т, тажь что вветда 
дохнна имЪть мфето простая симметр1я. При обычномь 
злементарномь измёрени угловь и сторонъ эта простая‘ симме- 
трияность нс имфеть мфота, такъ какь соотношеня между дан- 
нымъ треугольникомь и ето полярнымъ треугольникомъ зависять 
отБ ТОГО, 170 считАЮТЬ ВЪ ХАЖДОМЪ ОТЛЬЛЬНОмЬ случ0ф за углы 
и стороны, и оть выбора тото или другого. изъ двухъ полюсов 
урут®, заданного безь опредёленнаго паправден!я обхода. 

'Ясно поэтому, что изъ.6 опредёлелныхь такимъ 
образом. зкементовь сферическато треугольник 
только три можно. ИзыВ нить непрерывнымь юбра- 


Рис. 57. 


зомь невависимо одинъ отъ другого, — напримфръ,; дн®. 
стороны и заключенный между ними уголь. Формулы вфе- 
фической тригонометрри предетавляют с0б0й извЪетное 
число соотноменй меду этими 6 плементами или, вфрыфе, ал- 
тебраическихь востцошен1й между ихь 13 коси- 
усами и сянусами; этн спотношепуе появоляють произ. 
зольно измфлять только три язъ этихт 12 величинь, тогда вазъ 
друми 9 находятся вт алгейранческой завиенмости отъ первыхь 
трехъ. При переход къ косбнуеу и синусу мы перестдемъ, 
фазумБотоя, обраиналь внима! на то, какое имение кратное 27 
служить дополаительнымь олагаемымъ. Предетавляя себ® вообще 
тригонометр!ю, вак® собран!е ноевозможныхь 
зягебраичеенихь сротномен1й такого рода; мы мо- 
жемъ опредфлить сифдующимь обраомъ ея задачу въ еоотвьт- 
отв съ ‘совремелными взглядами: станемъ равематря- 
ВАТЬ ВОЛЯЧиИНЫ 


2 ==0034, д, ==0086, ху 220056: А ==008@, ,=26098, х, = 0087, 
А ЗЕВИ, у ==8ШЬ, уз==НШе; №, = 0, 5 ==5ЩВ, уз == ЗУ, 


как координаты точин въ пространств 12-ти 
измёрен!Н ЛЮ»; совокупность вефхъ тёхъ точень 
Этого пространства, которыя соотвётатвую г. 
дёйствительно возможнымь сферлчесокиме треу- 
"РОлЬНЯКаМЪ @,.,.,7, сОбтавляеть трехмёрное алге- 
бранческое многообраз:е 14, этого пространства 
КЮ» и вотъ. это именно многообрав!е №, въ А, и 
подлежить изучен! ю. Этимь сферическая тригоно- 
метр! я зключается въ. общую аналитическую гео- 
метрёю многомёрныхь пространству. 

Это многообраяе. Л, должно обладать различиыми простыми. 
сямметуями. Тежь, капримёръ, процесс поляркаго преобразова- 
Ня покаваль, что замфна величияз а, 2, с величинами р ри 
обратно веегла дзехъ ковый сферическИ треугольняк®; по от- 
ноленю. въ нашимь новымь обозначевямь это значить, что изъ, 

‚ вояной точ” въ 4, можно получить другую точку, принадде- 
жир тоне «А; еоти ЗВМбННТЬ. Хх ХХ» д, Л, 98 ВеДИЧИ- 
НАМИ: Ур Я Та Ур Уз И" нвоборотъ. Далйе, веякому трву“ 
гольнину: воотвфтствуеть 7 омежныхь треугольнилов т; 


хоотвфтечвенно даленю веето проетрихства на 8 оБтанячнуь пло 
«костнми трехь больнихь круговъ, элементы этихъ треуголь- 
циковЪ похучаютсхл изъ элементовъ первоявчалитаго треугольника 
поередетвомь перемёны знака и прибавлешя л; это ддеть для 
зачиой точки комилеьса М 7 новихъ точек, координаты пото- 
рыхф х:...., ув полутаются посредотвомь неремёны знака въ коор- 
ханатахь исходной точки. Совокупиость этихъ симметый призо- 
ить, въ конф концовъ, иЪ нВкоторой групив порестано- 
вВокЪ и поремфиь знака у поорлинать точекъ М 
хоторая преобразуеть комплекс 14; въ самого 
себя”). 

Улиболве валнымь явдяетея вопрос о тёхъ алтебра- 
ичёснихъ уравнен1яхъ, которымъ удовлетворяютъ 
хоординаты точакъ 1, и которых образуюту соно- 
вупность тригопометрическихь формуль. Тагь 
хакь веегла со?а-- Чи? а==1, то нто дать нам прежде всего 
$ квадратныхъ соотнощенй: 


я-я=ь @=13,...,6), 4) 
которыя, выражаясь геометрически, изображають 6 цялиндри- 
ческих поверхностей второго порядка Р“® вь мно- 
тообрайя Л.. 

Дручи 6 формуль даеть теорема кобикусовъ вфе- 
‘'рической тригонометру и, ноторая въ нашихь обовнаяе- 
мяхъ выражается такъ: ы 


608 а==0082. 6036 —ВПЕВ 9.008 а, 
чб при поляркомь нреобразонани даеть: 
воза == 003 В сз — а Ву с03а. 


*) Вели нзкоторая такая перестановка преобразовываеть точку 4 
многообраа!н М, въ точку В того же маохообраи, а другая переста- 
ковка зереводнтъ точку В въ точку С того же мяогообразя, то посл до- 
вательное пронаводство этихъ двухъ иереставововъ приводить точку 4 
зъ точку С того же многообразхт Мь;это значить что сововуциость этяхь 
передтавовокъ такова, что посяздавалельное производетво двухь хакихь 
первотаповокь продотавдявть собой также одяу изъ этихь переогано- 
зовв; это и обначаеть, что перестаиовки. образують. труппу; то, же 
‘относитоя мъ надлежащимь перемфнамь эназовъ к комбинащииь пера- 
‘тановокъ съ перекёнами знановь. 28. 


28. 


Эти формулы выфатё съ хфми четырьзот, которыя полутиотея при 
цикхнчеекой перестановка, б сн а, й, 7, опредфаяють въ 
общемь в поверхностей третьяго порядка Е® вх мно- 
тообрааи №: 


рая уз: 
ААА Я 


д: а — узо; (2) 
— юж. (3) 

Накопентъ, можно эще использовать теорему сннусовъ, которая 
получается, если приравнять пулю миноры сяАдующей матрицы: 


дм уу: 


Лай Ува Зал: 


За, зп, мтс 
зщ а, т В, эту 


рез 


ГУ Ук 98 | 
Иначе говоря, эта теорема выражается равонствами: 


Фасо у-ва дв. (9 


Э10 даеть 8 поверхности 2-го порядка 2®, изъ 
циторыхь, во воякомь случа, только 2 линейно нозави- 
симы. —Такимъ образом въ общемъ мы пол}- 
чилу 15 уравнен-й для точевъ нашего миого- 
образтя 1; въ проетранств% А 

Для вылфлевя изъ Л,;, трехмёриаго пространства оказы- 
‘вается, вообще товоря, недоетаточно имфть 12-—- 9 уравнен, 
так ходу, уже въ обыкновенной геометрия пространства А, как 
„извйотно, отнюдь-не всякая кривая въ простралотв можеть быть 
предоставлена, кахъ полное пересфчене двухь поверхностей; 
просфйтимь  примзромь служить пространственная кризая 
третьяго порядка, для опредфлевя которой . необходимы, по 
мзнылей мёрт, три уравнешя. Такъ и вт нашемь случа легко 
видёть, что 9 уравненй (1) и (2) еще не опредёляють 1х; ваюь 
извфогно, изъ теоремы косинусов можно вывести 
теорему синусовт, не считая одного знака, вопроеъ 
в воторомь разрышоють зафыь при помощи геометрических 
соображен. Представляется желателькымт знать, 
иак!Я именно уравнен!я и въ накомъ числв опре- 
дётяють внолнз наше многообраз1е 4Д4,. Вообще, я 
жодаль. бы ‘формулировать здёсь 4 опредёленныхь в0- 
проса; на которыю, нозидимому, въ литература до сихь пор еще 
нат. точнаго  отвбта; ‘они  заелуживалотт, я думаю, похробнаго 


изученьь воторое къ зому же и не добжио предетавить 060- 
беннаго труда, вели только ирюйрбчена цавфетная сноровка эъ 
обращени оъ формулами сферлчеекой тригонометрия, 

Воть эти вонровье 


1) Что падо нонимать подь „иорядкомъ“ няогообра- 
з1я М, 
2) Каковы уравинн!я самой низкой стенени, 
посредством которыхъ можно предетавять мио- 
тообраз1е М; нъ чистомъ вид 5? 

3) Какова полкая снетема независимыхт урав- 
пен} Я,  содержащихь М, т. © ташшхь  уравиенй 
Д=0,... |» ==0, изЗЪ которых воякое другое ураввешю, язобра- 
жающее цоверхвость, прохидящую черезь М», можеть быть в0- 
ставлено линейнымъ образомь посредетвомь пфлыхь рашональ- 
лыхь ‘множителей т... пывъ виды ину ани ЛЬ == 0, 
Для ‘атого можеть понадобиться больше ураюненй, чбмт, сколько 
требуеть пунить 2), 

4) Кашя элгобраическ1я тождества (ташъ назы- 
заемыя сизиг{м (Зухувеет)) имфють мФето можду этими и 
формами Л,-.. а? 

Во вебхь этихъ вещахжь мояжо орентироваться съ помощью 
уже произведенвыхь ивелёдован!, которыя превдбдують ту же 
овмую дёль, хотя исходить изъ нФекольно иной ноетановви во- 
проса. Эти изенвдованя содержатся въ теттингенекой. длесер- 
тащи госпожи СпузНо] м (тедерь гих Топиз), написанной 
въ 1804 году: „А|вебказсв отиррелеогонеере Тливтяцойиозен 24 
зрнйвспей Тевонолевие“, бБблиеи 1895, Это — первая диссер- 
тащя въ Прусши, написанная. женщиной. Среди различвыхь 
премовъ, примфияемыхь г-жей Ов15Во| а, наиболёе замфча- 
тельный состоять въ томь, что за незавноимыя коорди- 
каты ока принимает котангенеы половинъ угловъ 
и дуть; ‘дЬЙствительцо, въ зиду того, что основной функщей 
[1 
2 
значно выражаются 003 и вто, оказывается возможнымь зач 
писать всякое’ тригонометрическое  раззнство- 
въ видф апгобраическаго боотношен!я между 


а 
лвхяется. у’ д, сбдовательно, я 2.;› и что. черозъ нее `одно- 
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2082. Поэтому аферическ!е треугольникя 


в 
се - 
52 


22 
предетавляють тепорь трохмфрное алгебраиче- 
сков многообраз!е 1 въ шеслтимёрномь про- 


") ол а 
отранотьф А», которое ямфеть координатами о» ив, 


8 


[о В 
Я еше 
о, 


> 
многообразе 44% имфеть порядовъ, равный 8, и что опо мо- 
жеть быть  иродотавлено, какь полное пересфчен1е 
трехъ ‘поверхностей второго порядка (квадратныхь 
уравнен) въ прострапотв8 А, Авторь изолёдуеть ещё даль- 
нВйшИе вопросы, которые примынаютъ сюда не въ смыслё выше 
формуляроваяной точки зрны. 


о, т шт. Г-жа (Пызво|и показала, что это 


18 формулы сферической тригонометря, о поторыхъ я до 
сихь порь говориль и которыя связызають синусы и кослнусы 
стороиъ и угловъ, называють формулами первой ступени; 
имь противоноставляють грушиу существенно другихь фор- 
муть нодь нменомь формулт второй ступени. Эти фор- 
мулы предотаваяють собой алгебраичеся1я урьвнен1я, 
хоторымъ подчинены хригонометрическ:я функ- 
ц1и половинъ угловт и сторонъ; поэхому при изучении 
послёднихь представляется наибодве удобнымь разомелривать 
12 величия»: 


а са & 
035 МП». .› 0085» В 


2 2 


гакь координаты ховаго двАнадцатимрнаго простран- 
ства А = въ которомъ сферичесве треугонвники снова обра» 
зують трехмёрное влгебранческое многообраше 1/.. На первомъ 
ств ЗАВоБ стоять прежде всего 1$ изящныя формулы, 
зоторня.были опубликованы въ пачал прошлаго. отольтыт почти 
одковременко и независимо другь оть друга Деломбромъ 
{О@ажьте, 1807), Молльвейде (МоПлуе!е, 1808) и, наконёцт 
Тьуссом. (@алаз, 1800) зь его сочинения: „ТНеога шов 601 
Зогив совфевы ит“, -№ 54 (перепечатано въ’ „\Уехке", В; УМ, 1е* 
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зах 1906, рак. 67). Это —12 формуль, полрчаемихь нопред- 
«тломь круговой перестановки изъ формуль: 


Нёчто существенное м новое но отношению въ формулам нервой 
«тупени прелставляеть здфсь двойной знавтъ, который надо 
понимать слбдующимь образомт; для одного и того же 
треугольника имфють мфето одновременно во 
зерхн!е или вс%ф нижн!е знаки во вовхь 12 фор- 
мулахь; ири этомъ оказывается, что су ществують 
треугольники какъ того, такъ и другого рода. 
Такимъ обравомъ, комилекоъь М, сферическихь 
треугольников въ опредвленномь выше про- 
‹транств® А, опредфляотся двума соворшенно раз- 
хичиыми системами, состоящими изъ 12 кубиче- 
{кихъ уразхен!й каждая, и распадается поэтому 
на два отдёльныхь злгебраическихь ‘иногообра- 
31: М» дя котораго имфоть мйего одинъ знань, и М» дя 
котораго надо брать другой знавъ. Благодаря этому замёчательному 
ботоятельетву упомянутыя формулы прюбрётають особенно валу- 
ное зяачеше въ теории сферическихь треугольников; он пред» 
«тавляють нёчто гораздо большее; чВмъ простое’ преобразование 
прежних уравнени, годное — самое большее — для облетчешя три- 
тонометрическихь вычислен!й, кавъь полагали Доламбруз и 
Молльзейде. Гаусет первый взглявуль на дл глубине; 
дАйотвительно, онъ указываеть на возможность перемъны знака, 
увели; придавать идеф сферическаго треугольника ея маибольнгую 
общность". Поэтому мнё кажется вполий справедливымъ назы- 
звать ‘эти формулы формулами Гаусса, хотя и не ему прияад- 
зежить прюритеть ихь. опубликовав я, 

Но впервые Отюди. (6) поняль все значение этого оботд^ 
„атальства н разъясниль его въ своей уже цитированной важ 
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работй 1894 года. Его главный результеть наиболфе удобно мож- 
но выразить, если исходять изъ прюстраиства мести измаренй 
К,» для котораго координатами глуишеги вами значезия а, с, а, В, 
реземитриваемыя какт, неотравиченио-измфняюнииея переуфнныя: 
мы будемъ называть ихъ трансцендентными опрехёля- 
ющЕми элементами треугольняка в отличе оть алре- 
бранчеекихт опредёляющихь элементов еоза,,.. 


а 
ИЛИ 600, Табь как® первые предетавляюту транспендентныя, 


а вторые—алгебранчееня функтих обыкновенныхь проетранотвец- 
ныхь крордянелу, вершинъ треугольника. Въ этомъ пространстей 
Ю; совокупность вебхъ сферических, треугольниховт предотавхяеть 
„граяенондентное многообраз!е“ МР, отобраающемь 
котораго въ пространотв Вы служить продлено зышо алРо- 


браическое многообразе М,. Но татл, вакъ лослёдиее распадаетех 
па дла мяогообрамя, а отображаюния фуцкийя оз в *.- предета- 
зляютЪ однозиачиыя ни вепрерывныя фулюши траненендентиыхть 
хоордипать, то и трансцендентное многообраяе 10$” должно рад- 
падатрся на днБ отдбльныя части. Самая теорема Стюдя 
заключается въ слёдующемь: транспендентнае мното- 
образто 1 вейхь воличинь ар с а Ву, пав я 
ТОлБкО мбруаь быть эдементами сферическато тре-. 
угольника самаго общаго рода, распадается, со- 
отзётетвенно квойному знаку въ формулахь Гауеса, 
и дв отдбльяыя части, которыя, однако, предста- 
зллютт каждая сплошной континуум, Нанболо важ 
нымт является здаеь невозможность никакого даль- 
и йшаго распаден1я; это значить, что дальнёйш!Й анализу 
трагонометраческихь формуль ле можеть принести иь подобным 
и стохь ме глубокимь подраздфленямь ефорическихь треуголь- 
никоБъ, Троугольники первой крупиьь соотвфтетвующей. верхнему 
знаку въ формулахь Гаусса, называють соботвенкымя 
треугольникыии, а тувухольники второй трупии — несо б> 
стввиными, тамь что теорему Стюди можно выразить тажь; 
созокуциость воёхк сфорическихь треугольня- 
ховьъ распадается на коктипуумь собственвыхь 


н на контипуумъ негобствененхь треугольников ъ. 
Относянияея сюда подробности и доказательство теоремы Стюди 
вы найдете у Вебера-Вельштейна (томт ИП, & 47). Я же со- 
общаю злёсь только результаты вт, возможно краткомь обзор. 

Тенерь я остановлюсь  подробийе на различен!и 
обоихъ родовь треугольниковъ: вели имфется какой- 
вибудь сферический третгольнякт, т, ©. „допустимая система 
значеши“ величипь а, В, с, а, В, ›, косинувы и синусы кото- 
рыхъ удовлетворяють формуламь первой стушени и которыя по- 
этому предотавляють ибкоторую точку вт миогообразт М4. то 
какимъ образомъ можемъ мы р®шить вопросъ о 
том, является ли ртотъ треугольникъ воботвен- 
нымъ или нособочвенным? Съ этой цфатло образуемь 
прежде всего наименьшие положительные вычеты @о, бо, бо, в» 
В, У Бачныхь чисель по модулю 2; 


О щ<2л,..,. ам...) 
а (шой. 27),..., == а (104. 37),.... 


ву = 


Жосинувы и синусы этихь вычетовь равны тёыь ие тригопоме- 
трическимъ величинамь для @,..., ,..., тавъ что они, в свою 
очередь, образують сферичесюй треугольнику, который мы иа- 
зовем призеденнымъ или мёб1усовымъ треугольни- 
вом, соотвфтотвующимъ первому треугольнику, такт. какъ самъ 
Маб1усъ ие равоматриваль треугольниковь съ элементами, пре- 
зосходяшими 9л. Рышимь прежде всего, съ помощью небольшой 
таблицы, вопросъ о. томъ, въ вакихь случаяхт треу- 
тохьникх М&б{ уса является собожвеннымъ и когда 
он принадлежит въ числу несобственныхъ, 
Такую табличку вы можоте найти и у Вебера- Вельштейиа, 
чо только въ не столь наглядной форм (отр. 63 и 84 русек, 
ивданя 9-го выпуска 1-го тома „Энциклопеди“), гдё также (етр. 
92—98) помфшены риотнви различныхь типовъ собственныхь и 
невобетвенныхь треугольников®. Мы находимъ по 4 типа треу- 
тольниковъ наждаго рода; 


Т. Собственные треугольники  Маб1уса; 


о оторонъ >> луной; було ,.. > но < 
2.1 сторова `5 з 2 прихежалтих угий „ з 


8) 2 стороны >> п, но < 2л: Г аввлкувниний уголь а, ни < Е 
4) 8 еюроны „ „ Зума оо „ 


2. Несобственные треугольники №5 


1) 0 сторон > п, но За; 3 ума... .... лю 
2) 1 сторона „ 1 противолежанщий утоль „ „ 
3) 2 зтороны „ „в „ „ „ „ 
4) 3 елорины „ „= буть. соя „ 


Другихь случасвъ, кромё адвеь перечнелен- 
ныхь, ив существуеть, таюъ что съ помощью атой 
лабличики волн р шается вопрось о томъ, къ Ео- 
торому изъ двухъ зидовъ принадлежить данный 
треугольник Мёб1уса. 

Согласно сказанному ввиде, переходь къ треуголь- 
нику общаго вида @,..., @,.., отъ соотвфтетвующаго греу- 
зольника Мабууса цройзводитея поередетвомь слфдующаго рода 
Формуль: 


а=а,- фи. 27, са и.9л, 


аи, 9, ВВ. я, рта. я, 


при чёмъ иметь мёето теорема: треугольнике общаго 
вида оказывается однояменнымь сь пряводен- 
хымъ треугольником (т, е, одновременно съ зимъ 
Фобоявеннымь или несобственныму), сли сумма 
шаоти дзлыхь чисель вии, Г --, воть 
четное число, я разкоименнымь, когда это число 
жечетнов. Такимъ обравомъ, характеръ кажиаго. треугольника 
опазывается вполяф опредёлениымъ. 


Я закончу этоть отдёль нвоволькими зам чанями 
6: `цлощеди сфорическихь треугольниковъ. Объ 
этом совершенно не упоминають ни Стюди въ свояхь изолв- 
дованяхъ, ни Воберъ-Вельштейнь; но это поняе играет 
большую роль въ моихь прежпихь нослфдован1яхь въ 
области таор1и функц! о треугольшикахь, со- 
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етавлелныхь изъ круговыхь дур, Въ 10 прехя, какь. 
до сихъ поръ треугольлику предитавлялт, гобю в пошихт, гла- 
захъ по чти иное, какя, соеднневе трехт, урловь и трехь сторону, 
удоваетроряющихь теоремамь косннусовъ в синусивъ, -— зАЮЬ 
идете рёчь объ опредёненной части поверхнисти» 
ограничеп ОЙ ЭТИМИ сторонами и представляющей 
хакъ бы мембрану (церенонку), налянутую между тремя сто- 
рояами оъ соотрфчетвующими углами. 

Конечно, злфеь не иметь смысла ралематризать „вн ш- 
п!“ углы а, В, 7 треугольника, вакъ мы дфлали раньше ради 
симметрш; тешерь р®чь будоть илти о тфхъь углахь, кото- 
рыв сама мембрана обуезуеть у вершинъ; мя 
краткости мы будехь называть ихЪ „внутренними“ углами треу- 
тольника. Я привыкт, обознамаль ихъ посредогломь 4.1, вол, у 
(рис, 58). И эти углы можно разсматривать, казъ неограни- 
ченио изм няомыя ис- 
ключительно положи- 
тельный величины, такъ 
казъ мы не хотимъ исилю- 
чать и тото случая, когда вер- 
Шивы мембраны служать 
точками свивашя поверхности. 
Аналогично этому, обозначим, 
абеолютныя длины  сторонъ 
черезь (п, зил, дл; это тоже 
хеограниченно — измф- 
няемых ноложительныя величины. Но теперь уже 
уолы ин стороны не ‘могуть, какъ раньше, иокрывать сами себя 
неограниченное ‘число разъ независимо друтъ оть друга; иныкя 
словами — получать ‘въ вид слагаемего произвольныя кратныя 27’; 
тоть фавтъ, что должна существовать одиа сплош- 
лая мембрана съ этими углами. и сторонами, на- 
ходить ввое выражен:е въ ИЗЕФСТНЫхХ» 600тно- 
шен1яхъ между этими множителями при 2л; эти 
соотношешн л пазваль зъ моей работв „0’корняхь гипергеоме- 
трчеокахо ряда“ *) дополнитечьными соотношентями 


Рис. 58. 


=) „ОЪее в Зое: в6г Бурегдеотеемаевей ВеШе“ (МВ. Апр. 
37,1888). " 


ое. 


сферической триронометь!и. Они ныБоть олёдуювй 
видт, евян черезь А (х) обознамить нанбольшее пфлое подожи- 
тельное число, содержащееся въ х (Е () 


[Г 
и токъ кавъ, кацрюыеь, (5) обозначаеть число слагаемыхь, 


равных, 2л каждое, содержащихся въ сторон {.л. то ати 20- 
отношен1я каКЪ разь выражаютъ нохомыя крат 
ныя 27, всодержащ!ялея въ сторонахь (м, им, ил, 
если нзвфотны углы 2, дя, мл съ сокермащимися 
въ пихт пратными 3л. Въ частности ветрудно видёть, 
что ри положительных Гл в, » можетъ быть положительнымъ, 
самаб большее, одно изъ трехъ чисел А— мя, Аи 
—А— и +, таюь чаю только один изт трехъ аргументовь въ 
празыхъ частяяъ равействъ можеть быть больше 1; а така, важ 
при я < 1 зоегда # (4) =: 0, то только одно изь трехъ уномянутыхь 
кратныхь 2л можеть быть отлично оть нуля. Итак, у тре- 
угольной мембраны только одна сторона можеть 
превосходить 2л, а имовно сторона, ложащая про- 
тивЪ наибольшего угта, 

Что же хаовется доказьтельства этихъ доцолни- 
тельяыхь соотномея1й, 10 я олоынаю питервсующихоя 
въ моныъ литографированнымь лехщямъ „0 гипергеометричеекой 
фунюши" ®); влрочемъ, в нихъ, какъ и ръ упомянутой выше 
работв, тема разработана гораздо шире, чёмъ я указаль здвоь, 
а именно я тамъ разоматриваю таве „сферичесве треугольники“, 
хоторые ограничены любыми окружностями, а не тользо дугами 
большихь вруговъ,. Здфеь ще я хочу только въ изоколькихь 
словахь охарактеризоваль ходъ мыслей въ этом дока- 


*) УНовг - Вемозее 189, алезеать. зов В. В 148 г; — Мепйтиек 
Трах 1908, рав. 384 1: . 
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зательствф. Меходягь оть злементарнага  треугольнакя, 
нА который, комецно, весла можио  натянут, мембрану, и 
изъ цоя подучають послфдовательно мембраны самаго общим 
зида; а именно, привоодиниг по ифскольно разъ надлелищимь 
образомь мембраны, ихубющ!я форму круга, еь точ 
вами развётвлен!я въ ворминахт. Рисуновь 59 п- 
хезываеть, въ видА примбра, — въ стореографичевкой проезня,— 
треутольникь АВС, полученный изъ элементарнахо хроутольника 
через присовдинене полусферы, огранячелной большимъ Еру- 


Рис, 59. 


томь АВ, волфдотые чего хакъь еторона АВ, тако и уголь при 
С по одному разу погрывають сами себя. Легко видёть, что при 
этомъ процессов дополкительныя соотноменя остаются вт силз; 
оказывается, что это иметь мото и для треугодьныхь мембрант, 
оамато общето вида, ная только можно построить посредетвомя 
подобныхь процеесовъ. 

Теперь мы должеы точнфе присмотрёться въ тому, какое 
мото ванимаютть вти греугольники съ хополни- 
хельными соотнощенями въ ‘описанной выше 
общей теорТи. Очевидно, оки предотавляючь собой только 
частные блучви, а имОнНО — ЗЪ ВИДУ ЗОГО, что Вообще чиола, 


_в0+ 
показываюлия, сколько разъ отороны и углы сами себя покрывають; 
вподн® произвольны, —так]е частные случаи, воторые 
характеризуются именно. возможностью  обтя- 
нуть треугольнику, мембраной. Конечно, ка первый 
ваглядь это вызывасть нодоумВ Не: нь самомт дёлЬ, какъ мы ви- 
дьли выше, веб собственные треутольлния, даже н ТВ, которые 
вовее не удовлетворяють дополннтельтымь соотношетямь, обра- 
зують одинъ континуумт, таку что каждый изъ нихь можеть 
быть получен посредетвомь неврерывнаго измфиенит изь элемен- 
тарнаго треугольника: поэтому казалось бы, что мембрана, натя- 
нутая на злементарный треугольникт, не можеть при этом 
процесс погибнуть. Объяснене этому 
зазрудневию нолучимъ, если примфилмЪ 
прянцинт Мёбгуса опредёле- 
н|я знака и къ плошадямъ: & 
именно, площадь надо счи- 

Рио, 60, тать положительной кли отри- 
цательной, смотря но тому, обходаять лиеё въ по- 
хожительномт (противъ движенгя серёхки часовЪ) 
или въ отрицателькомь направлен!и. Если кривая» 
пораефкая самое себя, ограничиваеть нфеволько частей поверх- 
ности, то вся огравичиваемая ею ило- 
щаль равна алгебраической су 
м8 площадей отдёльиыхъ ча- 
стей. На рисункё 60 надо брать раз-. 
ность, а на рисунив 61 сумм) площадей 
объихь частей. Конезно, эти опредфле- 
я продетавляють лить геометрические 
выражен! того, что само собой выте- 
хаеть изъ аналитического опредёления 
площади. 

Рис. 61. Примфкяя. эти результалы въ 
чаотноети въ оферическимь треугольляхамь, найдемъ, что, дЁй- 
ствителена, ^ важдому собетвенному треугольнику 
можно отнести опредвлениую кхощадь ва сфера, 
но только приоэтомъ при одпократномъ обход 
поряфер:и треугольника однё части `отой идо- 
щади приходитоя обходить въ ноножительномт, 
другая же въ оприцательномъ направлен1ин; и #0- 
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этому при подечетф имт слфдусту приписывать 
различные знаки. Г\ треугольники, для которых 
имфеть м8сто донознительное соотноне не, отля- 
чаются только т мт, что они соетонть изу одной 
только мембраны, обфеземой въ положительном 
нвправхен1и; этям® дмвино свойствомь н объявляется ихь 
большое значете для ыблей теория фуякцЫ, ради хоторыкь я 
ихъ-и приводиль раньше, 

"Теперь и хотлъ бы пояспить эти пеши иа‘одномь при- 
м8рё. Разомотримь треугольникь 4ВС, изображенный ва ри- 
сункв 62 въ отереографической проешин, при чемт, „1 ееть боле 
удаленная отЪ дуги ВС точка пересфчоня большихь круговъ В. 
и СЛ; вторая точна пересченут обозначена буквой 4. Впутрен- 
в угхы треугольника дя, эл 
измфряють враищене стороны 2/8 
до совнадемя съ ВС и стороны 
ВС до совиадешя въ СА; оба 
они положятельны. Наобороть, 
утоль Ал, на который недо по- 
вернуть сторону СА, чтобы при- 
вести об совпадене со стороной 
„АВ, надо, согласно правилу М8- 
б1ува, пчитать отрипательнымь; 
положимь Д==—1. Троугодь- 
никь ’ВС иредетавляеть, оче- 
видно, элементарный треуголь- 
нивЪ съ углами № л, ил, эл, во- 
хорые вой положнтельны. При 
обходё треугольника АВС въ 
указанномтъ паправлени приходится треугольникь /{'ВС обходить 
въ положительномт, а сферичесый двусторонвакь 4.4’ въ” отри- 
цательномь направлени, такъ что. за площадь треугольника задо 
считаль, согласно уеломямь М8б1уса, разность атихт’ двухь 
частей сферы: Это распаден!е треугольной мембраны па. положи- 
тельную и отрицачельную часть. можно, пожалуй, сообразно на- 
празлению обхоля лериферши, предотавить себё нагладно, иранимая, 
10: мембрьна перекручеяа Въ тоякЬ 4’, така 170 нижний. двусто- 
рюнникъ. окавызаетея обращённымь <вовй задней, отрицательной, 

29. 


3068 


хтороной кверху. Нетрудко слетавать и боле сложные примфри 
въ томр же родь. 

Вь заключено я хочу показать на этомтъ ме прям’ зто 
при этомь обобщенномь ппредфден|и площади 
остветея вт силф элементарная формула площа“ 
дей вферической тригономотртя. Кзыъ извфотно, хло- 
зщаль ефорнмескаго треугозьлика съ углами Алу рыл, эт на сфер 
ращуса Е ранна танъ называемому „еферитесвкому избытку“ 
--и-». -Т)л, побкольву 1, р, >20. Уббдимся же въ томт, 
это эта формула справедлива и для нашего треугольника АВС. 
„Двпотвительно, площадь элементарнаго треугольника "ВС раза, 
{И--р--»— Пл; изь изя надо вычесть площадь еферическаго 
двусторовкика 4.4’ съ угловымъ отверстемъ 27, равяую Вл 
{ибо площадь двусторонника пропорювальна его укду, и при угль 
въ #л она равна поверхности всей сферы, т, в. 42), Получается 
олфдующая величина поверхности треугольника /ВС: 


аи плоде рии лиф м 


Анахлогичио этому, если попробовать натянуть 
мембрану изъ нфекольвихь кусковъ па собствен- 
ный треугольник съ произвольными углами и 
зторонами и затёмъ опредёлить на основан|и 
правила знановъ площадь, КАКЪ зигобраическую 
<умму отябльныхь частой, то. предетавляется 
эфроятнымъ, что формула (7-5 и--у—1)л окажется 
спразедливой, при чемт, разумфетея, Дм,... надо 
разсматривать, вахъ дъЁотвительные углы мем- 
Франы, д но вазЪ ея внЪшн|е углы. 

Отностиряся сюда изоябдовашя еще, правда, не вылолкены, 
ио навфрное не предотавляють очень большихъ трудностей, и я 
очиталь бы веевма желательным, чтобы этимт, вопросомъ занялиеь. 
Особенно завно было бы выяснить роль чесобственныхь 
Чреуголькиковт, 

Нь этомъ я оставляю область тригонометри и обращаюсь 
Жо второму важному приложению твори гояюметрическихь функ- 
Ц, тазжще относящихся къ области школьнаго преподаваня. 
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В, Учен!е о пебольшихть колебантяхь, в обибен- 
ноетк 0 кодеблцтяхь маятнява, 


Прежде пеёго я пацомню вамь вкратиь, нъ чимъ соРтоять 
тотъь выводъ закона колейбан!Я маяткиха, который мы 
обыкковенно излагаемъ въ универеитеть, иользуясь исчи- 
слентемь безкопечно-малыхт. Предположимт, что ма- 
ятинкь ВЯСИТЬ НА ИИ, длина хоторой равна /; обозналимь чере: 
ф утохъ, который маятникь составхлеть съ положенемъ равво- 
в я (рис. 68). Такъ хапь на маятнимь дфйотвуеть слла тяжести 
<. направленная вертикально риизь, 10, согласно основяымт урав- 
леншямь моханики, мы паходимь, что двкжеше маятника опредф- 
ляется слёлующимтъ уравненемъ: 


р й 
2 Тупо 1} 


Для небольшихь колобайй можно еъ достаточнымь приближешемъ 

замфнить зт ф через» ф, что двезт, для такъ называвмихь безво- 

нечно малых колебан!й маятника такое уравнек: 
ев Ф <) 
ав 7 

Общ интеграяь этого уравиешя 

выражается, как извфетно, наеред- 

<«твомъ. кругоныхъ функц! И, которыя, < 

такимь образомь, играють здёсь 

роль, — какъ мы уже указывали, — 1 

именно блаходаря ихь дифферен- 

цальнымь свойствамь (но- 

авлене тригонометрической вели- 

чины Чиф въ уравкени (1) не Рие. 63. 

играеть здфоь роли); именно, общей 

интеграль имёеть такой видз; 


ф=А за ФЕ фь 


тдё` М, В обозначают производьныя постоянныя, или иначе: 


ф==С. 5 у &“- . (8) 
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тд поетилиная С называетея амплитудой, а 4 фазой поле- 
баня; отоюда получаемь для времени полнаго колебантя 


эелячину } 
8 


Но совершению инале, — ио ерзиненно съ этими простыми 
и лопыми разеуждещямя, которые, понечни, становятся еще на- 
глянь при болфе обетоятельномт, изулеши вопроса, — склады- 
ваетея такъ пазывзомие „элементарное“ изложено за- 
кока качан!В маятника принятое въ школ%. При 
этом изложенш хотятъ совершенво избфгпуть всякаго поелфдова- 
тельнаго примфнены печислея безкопеуно-малыхь, между тёмъ 
кавъ физика какх разу злйсь, въ силу внутренней природы ея 
проблемь, повелиуельно требуетъ примбненя мотодовъ безко- 
нечно-малихь; въ результат оказывается, что прибётають къ по- 
мощи спешальнат приема, лзобрётекяаго ай №06 и содержащего 
пдея анахиза бозкопенно-малыхъ, но тольно не называють ихъ 
собетвеннымт, лменемъ, Разумфотся, при эТомъ получается крайпе 
слоаиюе здаше, если только отъ него тройуетея дЬветвительная 
точность; поэтому на ды этотъь лшемъ излагаютъ, большей ча- 
отр, ор такими пропусками, что, соботвенно говоря, вридь зи 
можно товорить о Доказлтельств закона хколебаый ма- 
ятника. Такимь образомь  получаечея такое курьезное явае- 
не: одинъ в хоть же учитель ка одномъ урок -- математики -— 
наиболае ‘требовательно относитея кт, логической строгости дока- 
зателрству, которой, по его мифнио, унаснЪдованному отъ традици 
ХУПЕто вфка, не удовлетворяетъ исчислене безконечко-малыхь, 
& ла олбдующемт урок — физик — прибётаоть къ крайне сомни» 
тельнимь заключенные и въ самому см8лому примфиепно безко- 
нечно-малыхт. 

Разрбшихе миё для хучшаго уяоневия изложить въ нвеколь- 
хихъ еловакь ходь мыслей вт эюмъ злементарноыь ви- 
в0д%8 закона волебан!|й маятаика, который дЁйотви- 
тельно примбняется зъ учебвикахь и въ школё. Въ этомъ дока- 
залельствв исходять изъ коническаго маятника; чамь па- 
зывають пространственный маятнихь, который съ равномарной 
скоростью # онясывавтт окружность вокругъ вертикальной оси, 
тань что нить малтнива описываеть при етомъ поверхность 
вругнаго ‘конуса (рис. 64); Такое двимеле въ мехаяикй. назы- 
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зають правильпой прецее й. Пазможниегр тазиго движены 
въ коль считать, хонечно, установаенной онытомеь, и задаютея 
лишь вопросомъ © томт, вным соотношен!я имфютт место 
между скоростью г и постояинымь отклонен ем 
маятника отъ вертикали фаза (1. е. угломь, измьряю- 
имт отверстю попуса, описывлемаго натью). Пачинають въ 
ТОГО, что находят, для радуса круга, онисываемаго маятликомт,, 
величину г == 7. та, 
положить, ито уголь & доеталочи» малъ. ЗатЬмь говорять о цен- 
тробж жной силЪ и выводить формулу, согласно которой наша, 
точка, описывающия пЕружеюеть 0 скоростью т, развяваетъь 
хонтробьжную силу, равную 


ь вмфсто я: © можно ветавить а, если пред- 


Чтобы двизеше не карушилось, 
ее должна уразновзшивияь равная 
по величин сила, ваправленная 
къ центру окружности, — тажь 
назыгаемая цектростремя- 
тельная сила. Но посдфдней 
чвлиется слагающая силы тя- 
щебти, расположенная ВЪ илос- 
кости окружности и равяая 2. 4: а, 
что. при. досталочно маломф @ 
можно. положить равнымь .а, 
Таким» оброзомь,  получаемъ 
искомое. воотнотене зъ охфдующемъ вил: 


С. 
вы 


наи и=за У.Е. 


Отсюда находимь, что время одного колебашя маятника 7, т, о. 
то время, въ течене хоторахо мяятпиз» опяеызаеть полную 
овружность 7 =: 27 а, равно. 


т ла в 
8 


другими словами, коничесь маятник вовершаеть 
=-в% случа? ДОСТаАТОЧЕО МЕЛИХЬ ОТЕЛОНОН:Е в -- 
правильную прецесс1ю съ опредфяеннымь пер|- 
одомъ, величина котораго пе зависить отъ а. 


Еели мы хотимъ подверслуть критик уже эту часть вы- 
вода, ти, прежде ноего, вамфну уиа в ва черезь « мы можемъ 
призиать допустимой; таковую замфну мы сами совершали въ 
иашемь точномъ выводз (стр. 308); дрИетвительно, благодаря ей 
молучается переходф отф „конвчныхч“ колебан1й въ 
эбезконечно- малым“ полвбантямъ. Въ противополож- 
ность этому, формула центробфжной силы можоту, быть получена 
„эчемецтарнымт путемь“ только пеной различныхь коточностей, 
хотормя находятт, свое истинное обоснован!е лишь въ дифферен- 
цальномь ночислещи. А именно, уже опредёлхен!е центро- 
бвжной силы нуждается въ сущности даже въ. понячи вто- 
рой производной, тавъ что при эдементирномь вышодё при 
ходитея исказить и позлфлное, Велфдотв!е этого возникають — 
за невозможностью ясно выразить 10, п чемъ идетт, рёчь — огром- 
ныя затруднения для понимании, которыя ири примфненш диффе- 
ренцальнаго исчиолен/я совершенно не имфли бы мфота, Минь 
не приходится входить здЪеь въ детали, твмъ болве, что я могу 
ухазать вамъ на очень легко написанныя программныя статьи 
локойнаго директора реальной гимвазм въ Гюетровф (СИчнгоя) 
Зегора. (Ц. 8ес8ог)*), въ которыхъ между прочимъ подвергнуты 
подробной критниф, воотвётотвующей нашей точкё зрёны, раз- 
хизные зызоды формулы пентробфжной силы, 


Но ва этомь еще далеко не кончается выводъ-за- 
вона колдебан!й маятника. Мы показали тользо в03- 
можность равномврнаго движен!я по кругу, которое 
ха языкф аналитической механики изображается нижеслдующими 


*) Черег 4е Б&еПилв 4ез Мезвеп Кедвутпав то уп етом Вв- 
ЗоЪааво Яве 1офифел. ВехЦиег ЭозлусотГетеля, `@баётом 1891, Вевицуюве. 
№ 649. Цебег Шо Варе 408 Ъюзшол. Воядушлаявиов ва деш Газа 
Чез ргопзьйвслай Озерова еитаз Уоп 1892 (1893, № 653). Вешег- 
Копрол Пъог Аъетешинае пад Усгустале 4ез Слиетцен Ш деп Вешен- 
{ип дес оНоНазипаеоВтииа 41894, 2 858). 


зи 


уравнешями, воли зозьмемь 0х ху яъ диюкоети это круга 
(т. ©. при пмнихь упрощешнхт, въ плоероти кнеательный къ 
сфер) (рие, 65): 


| х==1.4.105 и (1—1) 
} . @) 
| 1.в. и ия +) 


Но мы мелавмь получить АЗ 
плоск!я качантял маят- 
ника, дуфтныи словами, тя- 
желая точка моятниха д‘ а 
Явигаться ло нашей плоскости 
ху вдоль одной прямой -— оси ху 
А  птобы при  отклонени 


ь 


ф-=% 

7 
внен (8), его ураввене дви. 
жешя долл имёть такой 
Видь’ у Рис. 65. 


получилоеь вфрное ура- 


севу 2, ув, (5) 


Итакъ, намъ надо оть уравиенй (4) придти въ уравнению (5), 
при чемъ мы но должны пользовоться дифферен- 
и1альными уравнен!ями динамики, Этого достигвютъ, 
взодя принцинЪъ наложен!я жебольшихь колебаний, 
согласно которому, соли возможны два движен!я м, у и 
2.9, ТО ВОЗМОЖНО и двяжен1 6 д-|-л, У--у:. А менно, 
мы можемь комбинировать хёвовращательноет движен!е маят- 
‘ника, выражаемое уравиенями (4), съ правозращательнымь дви- 
ковемгь, опредфляемымт такими уравкенями: 


э== 194005 ив), 2 ат Фе 5). 


с : 
>» то движен!е ил 


Вь результать, соли взять а= 


эъ дЬЫствительноети предетавляос» то кохебатальное движеше 
маятника, вырожаемое уравнешлми (5), которое мы хотёли 
шызестя, 

При критик игихь разсуащен прежде всего возникает, 
конечно, вонрось п томт., какимт, образом можно обосновать 
или, по прайней мЁрЬ, сдфлать праздонодобнымъ, ие пользуяеь 
дифференц( вальиымъ счислен!емт, прянцинь ма- 
ложеня колебан!Й. Но, главиымъ образомъ, при вовхъ таких, 
ементарныхь премахь излощел веетда возпикаеть вопросф о 
томъ, не могуть ли таня послфдовательно допускаемыя неточности 
привести въ результат? въ замётной ошибкф, хотя бы въ отдфль- 
ности эти неточности и были допустимы. Подробиве останавхи- 
ватьея на этомь миё не приходился, такъ как, эти вопросы 
столь элементарны, что всныйЙ изь засъ можеть самостоятельно 
продумать ихь доконца, разу ваше внима на нихь обращено. 
Я же хотВлт, бы еще разъь отм®тить, что здфеь рёчь идеть в 
сязнующемь центральномь пункт проблемы пуепо- 
даван!я: сь одной стороны, эдФоь яено выступаеть потреб- 
ность принимать вп вниман!е сиислен|е безко- 
ночко-малыхч, я съ другой стороны, обнаруживается ньодб- 
ходимость введен1я гон] ометрическяхт функц! 
въ общемь видВ, независимо отъ яхъ спец! аль- 
наго прим нен!я къ геометр!и треугольника. 

Тенерь ‘я перойду кь лослёднему изъ тёхь прим- 
нон!й гон! ометряческихе функц! В, о которых я 
иывлъ въ виду говорить, 


5. Изображек1е пер{одяческихъ функцЕЙ посред- 
ствомъ рядовъ изъ гонрометрическихь функ! 
(тригонометрическ! в ряды). 


Хавт, извфетно, въ астровомш и въ матемалической физикв 
во множестив сдучаевъ приходится разоматривать и вычиснать 
перодичесыя фунили, и воть здВоь то упомянутое въ заглаши 
ивображен!е н представляеть самое главное я постоянна прим®- 
няемое средство изсядованя. 
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Предетавимт себф, ради большато удабетва, что одицица эёры 
зыбрана такт, что перфодь данной перюдической фупаци у == Иа) 
равень 2л’ (ри. 68). Вопроет, лючаетея въ тамь, нельзя 
ли такую функцтю /(х) приближенно изобразить 
посродствомъ атгротата военнусовь п синуборъ 
дфлочислениыхь кратныхт 2л, вилоть хо первой, 
зторой,,.., вообщи и-ой кратлоети, въ сосдинен:н 
въ подходяще выбранными постоянными мпажи- 
телями; другими словами, нельзя ли замёнить /(х) съ доста- 
зочно малой ошибкой выражещемь такого вида: 


а вх 0,008 95--...-- або их 
Е яр -Н оз м ,..-К бы зиенх, 


2) 


Рие, 66. 


Въ постоянный члень вводять множитель *,, съ тмъ, чтобы 
приводимое ниже выражен!е для воэффищентовь было дфйетви- 
тельно вполез общимъ. 

Прежде воего, я должен снова пожаловаться на изложене, 
принятое вь учебниках. А именно, вмфото того, чтобы по 
ставить ни первый плапъ только что указаниую’ элементарную 
проблему, звторы учебниковь очитають единственным заслу. 
живающимь внимая примыкаонН сюда теоретячесии вояроеъ 
© томъ, нельзя ли изобразить Г(х) жочно посред. 
ствомъ ‘безконечнаео рада; тешь смотрить на двло 
даже Шефферст (ЗепоНегз), который, льшь я недавно товоряль, 
отанчЕо попимаеть духъ элементарнато изложешя. Похвальное 
ивключен!е  предотевляеть `Рунге (Вавёе) въ своей кг’ 
„Твор!я и ираятивх радовь"*). — Но сама по `себЪ такая 


*} „Тьеочв пла, `Реах!а, две ВоШеп", Затие Войиегь 32, фйф- 
в» 1904, 


зы 


поотановка зопрова для практических цфлей совер- 
шенио лишена иктореса, ибо па правтихф можно сумми- 
роваль только конечние и то только не елишкомь большое число 
улеяовъ; ретеше указаинаго теоретическаго вопроса, совертенио 
не позводяеть само ио 696$ судить о практической пригодности 
рида: дбйотвительно, нзъ сходимости рядь никоимт, образомь 
нельзя закточать, Что 6го первые члены выражають сумму 
ряда хоти бы оъ самымт, грубимь приближенемь; точно тать же, 
кавъ в, обратно, нвеколько первыхъ членовь расходящагося 
ряда могуть быть весьма пригодными для прантическаго зыра- 
жешя фунюиия. Я нахожу нужнымъ особенно подчеркнуть 910, 
такъ какъ тогъ, кто знакомь только съ такимъ обычныме изло- 
женемт и затёмть“иродблывая фивичесый ргасЫ ив (общ курсь 
измЗрительныхь опытовъ по физикВ), хочеть на дел иримАнить 
конечные трагонометричесве ряды, обыкновенно вводитЪ вамъ 
себя въ заблуждене тахими ложными завлюченями. 

Еще поразительнйе покажется ото обычное пренебрежене 
конечными тригонометрическими рядами, если вопомнимт, что 
нхъ ужо съ давних поръ подвергали самостоятельному изучению, 
Основы отого изучещя далъ детропомв Беесель още въ 
1815 тоду, Подробности относительно неторх и нитературы озяхть 
зопрововь вы пайдете въ стакьВ Буркхардта (Ве’К№аг 6) 0 „три- 
тономотрической инториоляц! и“ въ „Юису. 4. МаНет. 
Мивзетаой,“ ГА 9, ред, 642 Н. Впрочемь, ть формул, о хото- 
рыхь здбо, идеть рЁчь, въ сущности совпадають оъ 2ёми, кото- 
фыя вотрачаются при обычныхь доказательствахь сходимости; но 
только тВ уден, которыя мы съ инми соедицяемь, прюбрытакюгь 
здесь иную окраску и облегчають практическое пользоване 
этими вещами. 

Теперь я перейду кь ближайшему разосмотрвя:ю 
нашей темы и начну сх вопроса о нанболфе цблеса- 
образкомъ опредвлен]я козффяц:ентовь п, $ при 
Денкомь чиолв чхеновь #. Ддя этой пфди уже Беосель 
выработаль одну идею, примыкающую къ методу нанменьнихь 
квадратовъ. Погршность, которую мы совершаемъ, замёняя /(х) 
въ точеВ х суммой 2=-|-1 тригонометрическихь фунящй—- 060- 
значимь ‘ее. черезь 5(х) равна /(х)—5(#). мврой 
пригодибети изображен!я функц!и /() во всемъ 


815 


р1одъ, можеть олужить сумма квадратозь вейхь 
ошибокт, т е. интегралъ: 


промежуть* 0 32л, воставляющемъ одинъ п0- 


эл з 


1= [| 9—5. |4, 
7 


Наиболье пфлесообразное приближене значешй функщи У(х} 
доставить, слфдовательно, та сумма 5(м), для которой этоть 
инчеграль / получаеть наименьшее значеше; на основании эгого 
хребовая Бессель опредфлиль значешя вофхъ 2 -|-1 коэф- 
фищентовь 4, а... ав, 6, бы... в». Въ самомь ЖЬЛ но- 
обходимыя услов!я минимума /, какь фунюши вмеихь 
2я-- | вехичивя, выражаются талимн уравнетныи: 


р 
9 ди * да 
2 
97 о (2) 
Ел > 96, ^ 


Тажь какъ 7 предетавляеть 0060 квздратичную, суще- 
ственно положительную функц! ю перемённыхь @%,... ди, 
то нетрудно вядыт, чго т значеня мтихъ перемфиныхь, 
которыя получаются изъ уравненй (2), доставляют для 7 дёй- 
Ствитольный минимумт, 

оли выполнить дифференцирован!е под знакомь интеграла, 
то уравневя (2) примуть такой видъ: 


2 


Го — 5.0 
о 
я 2я 


Г(гы-5.)овааи =... (Год $69 оя их йкые 0 (2!) 


р] 5 


т Ех 
ГО --5ь6д)тайх = .. (ие 569) няак ==0 
: $ 


Но интегралы‘ отв. произведен 5{») на косинусь ини синусь 


316 


можно зкочительно упростить, ЯЪйотвителько, ири ®=0, [,,,. Я 
находинъ: . 


2х 
"Г вовт хе 
$ 


2л ах ут 


= Дозалк-а вов оовож.е-, ..4на, [вони он 
ё $ 


$ 
Е 


эх 
а яп. аовики 4. -ЫЬ, [Гия созоя ох. 
ы 0 


Согласно извфотнымь свойствамъ интеграловъ, гонометричееких 
функий 308 члены справа развы пулю, кромё члепа оъ иЕде- 
хоомъ », содержащаго восннусь, который иметь, каюь извЪотно, 
простое значене а, т; такимъ образомъ: 


2 
Г» @) сових фена, т {#=0,1,...) 
в 
Эта форкуль справедлива и кри ’==0 благодаря тому, 10 мы 
1 . р < 
присоединяя множитель -- въ хооффищенту а. Тавимъ же обра- 


зомь находимъ далёе, что 


Е 
ДЗ» 0 мух 4х ь.ж (р==13,...1). 
5 
Эти простыя сооткощеня показызають, что каждое изь уравне- 
в (2!) содержить только одно изъ 2-1  неизвфотныхь; по- 
угому мы можемь еризу налисать значеня этихъ ненавфоеныхь: 
1“ 
а, ыы (#=0,1,...н) 
(3) 


.., Я). 


| = и ярехах (= 


Во веемт. дальнфИшемь мы будемъ очитать, что козффищеяты 
$5„(х) нмыоть эти именно зналеня! тогда 1 д®йетвительно по- 
дучить свое напменьшее значене, именно равное 


а а 


а: #&— "> 4"„—л > 5*„, 


Весьма важно отмфтять то обетоячельство, что получен- 
хыя такимъ образомъ значен:и козффид!ентовь 
созорщенно не зависять оть общаго числа чле- 
нозЪ ряда я; даже болфе тога, коэффиц!ентъ, при- 
цадлежащй члену созух или них, сохраняечь одно 
и 10 же вночен!е независимо отъ того, прим $- 
вяють ли для приближеннаго вытизиен!я функц: и 
/(® по тому же самому прянцицу одинъ только 
этотъ члонь цли же въ соединеп!и въ любыми 
другими членами. Вели бы, напримёръ, мы захотёли виз- 
можно ближе подойти хь значешямь фунюи /() съ помощью 
ОДНОГО только чхена съ косинусомь: аьеовох, тать что должно 
было бы 


эл 
(ге — @, бов ых } ау = щр., 
. 

10 и в такомь случаз мы полупили бы для а, кавъ разь напи- 
санное выше знечене, Благодаря этому указанный методъ при- 
ближешя оказываетел особенно удобнымь на практика. Еоди бы 
мы пожелали; наприм8ръ, приближенно изобразить функцию, холЪ 
измфненыг которой похожл, на ход измёнен! синуса, съ помощью 
одного только кралнаго зтя и залы увидфли бы, что то при- 
ближене не достелочно лочно, то мы могли бы ирисовдинить еще 
въ видЁ слагаемыхь сколько угодно чденовъ,— и вее на основа- 
ий: того же принципа наименьшей суммы квадратовъ оптибокт, — 
ие яэмфияя величины уже лайдевнато первахо члена. 

епер» миф продогоим показать вамъ, пасколько 
сумыы 5(л), опредфленкых указаннымь образомъ, 
приближаются вь отджльныхЪъ случаях вЪ дан- 
кой фуккцгя /(2). Но мнё предотавилется весьма цблесо- 
обравнымь предиослать такому иволбдовацио остественноия- 
учный зконериментальный мотодъ, а именно построить 
для ифокольцихт конкретныхк случаевъ правильное графическое 
изображен! е приближелныхь хривыхе 5,(л). 910 
Даетт живое предетавлеве о сути дфль и вызываеть даже у людей, 
не имвЮщЩихь. спотальной сулонности пъ матемазий, инторесЪ 
и потребмость въ математическом образован! и. 

Я покажу вамъ` вь орнвинал и на экран ифкоторые изъ 
тавнхь чертежей, язготовяеннныхь г. ШиммакомЪ, можгь 


вв 


бывшим ассистентомь, для леннй, читанныхь мною вт, замнемь 
вемеетрв 1908/04 года, въ которыхъ я подробно товориль объ 
этихь вещахл, 

1) Наиболье простыя функщуи, для которыхь вообще имвють 
смыель пои интетраны, служалие для опредфлетя коэффи- 
ентов», мы получамь, составляя кривыя изъ прямози- 
нейныхъ отрёзковъ, Пусть, лапримёръ, кривая у==/(я) 


идеть отъ 0. до 5 по прямой подъ угломъ 4 45° кверху, зат6мъ 
3т 
а. 
я, накопець, снова подъ угломъ въ 45% поднимается вверхъ до 


поль такимь же угломъ елускается внизъ до абециосм х== 


Рис, 67. 


точки х==2л, дахве фунишя ловторявть этоть перюдь (0, 2л), 
(рис. 67). Если станем вычислять соотв тотвующ!е козффищенты, 
50 увидим, что вов а,==0 такъ кань /(х) продотавляеть не- 
четную функцию и велвдотв!е отого остаются только чдены сл 
синусами, получается такой рядъ: 


$) = Эт 3х че... 


На рисуниё 67 представлень ходь кривыхт, изобража- 
ющихь сумму одного и двухъ первыхь членовъ. Онё примыдають 
8с9 ближе и ближе шъ даниой кривой у==/(х), при чемь число 
точекь поресфчешя ихъ еъ этой кривой постоянно возрастает, 
Особенно замфчательно то, какъь ати приближенныя кривыя ное 
больше и больше вдвигаютея въ углы, образуемые кривой /(х) 
. ля зп 
въ точкахь, съ абоциоовыи -,->`,..., хотя сами ОНЬ, аль ала- 
литичесыя функщи, не могут образовывать угловъ, 
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2) Пусть кривая }() оть 0 ло ж== подымаетея пверхъ 
лодъ углом въ 454 по прямой лини, затёмъ дБлаелт, внезапный 
скачегь внизь до значымя— п и потомь снове подымается 
вверхь подъ угломф въ 458 до х==3л; тавимь образом, кривая 
соетоитъ изъ ряда параллельныхь прямолинейныхь отрЬзковь, 
проходящихь черезъ точки х=0, 2л. 4л,,.. оси х (рис. 68), 
Вьтавляя въ м®отажь разрыва по вортикальному отрёаку, совди- 
няющему оба конца наклонныхь отрёзковъ, мы изобразимъ нашу 
разрывиую функцию поорелетвомь непрерывной лини, напомя- 


Рис, 68, 


нающей сё штрихи, которые вой вы двлали въ началь обучешя 
пяовму. Это опяхь лечетная фуници, тазь что вов чнены оъ 
кобинусами выпадають, и разложене въ рядь имёеть такой 


ВиДЬ: 
вшх _ эщ2х, 418 ЭщАх 
5) з( ия ик ). 


На ризунк® 68 изображены суммы перлыхь двухъ, трехь, четы- 
рехъ членовъ; и въ данномъ случа особенно замчательно то, 
что окь дань бы стремятся подражель разрывамь фунаци /(х), 
проходя, напримёрь, черезр. нулевое вначеше при л-=я’ все 
болйе крутымъ падеемтъ, 
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8) Въ качеств лосдёдняго примфра возьмемъ: кривую, ко- 


п. я за 
торая для == равна 5 для ить Ея равна 0 и для 


п ; . 
= 2л равна — р: 8 дальше перодически приннмаеть тамя 


же зналеня. Вотавлях, каюсь и раньзие, вертиказьных отрёзки въ 
уботахь разрыва, мы получим крючкообразную лншю. И въ 
ПАяНОМ случа только тдены съ сннусами отличны отъ нуля, 
ибо фушиця нечетная, а именно; 


: Вх, зп Зх 
5 (=) ни - 5 | 


Здьсь законъ коэффилентовь не столь простой; вакх въ преды- 
дущихь случанхь, н соотвбтетвенно этому пероходь отб одной 
приближенной кривой къ другой (на рис. 69 изображены грявыя 
для вуммъ изь 8, 5 и 6 членовь) не такт, ясень, камь въ преж- 
нихт, примйрахъ. 

'Перейдемт тенерь къ вопросу о ломъ, какъ велика вообще 
ть ошибка пря опредфленкомь вначенти х, которую 
мы совершаамъ, замфняя /(х) вуммой 5, (^); до сихь корь мы 
интерасоваляеь только интегралом этой ошибки, пеятымъ 
во воему интервалу. Тецерь, для отличия оть абецисоы х, которую 
мы очитаемъ ностоячной, будету, обозтачать пероманную интегряро- 
ваня въ интегралахь, входящихь въ выраженя кооффищентовв 
а,,.0. (8), перезъ & Тогда наше конечная сумма (1) приметь 
такой видъ 


2я 
ы=хГ ЧЕ. К. ]-оовисоьё-оахоово5-.-бобилоови 
$ 


Ех их чт Е. ебли, 


или же, соодиняя каждыя два слатаемыя; стояния. одно поль дру- 
тимЪ, въ оДиНЪ чледь: 


3 
5х (4) 51/418 ро (х—9--0082 (х— Эви 8]. 


Е 

Рядь, стояш въ скобкахъ, нетрудно суммировать; удобифе 
воего, пожалуй, олфлать это, переходя къ комилекеной показательной 
фулкии. Вт, результата, — въ детали я не могу здфеь зходить, — 
получается слёдующее выражение, — если восиользоваться тёмъ 
оботоятельствомь, что эт силу пемодичности подьинтегральной. 
функци, за предфлы интегрировашя можно прилять— м и: 


+= 


5 


Хо 


Х^. 


Рне. 89, 


Чтобы получить представлен о величин этого интеграла, 
лостроимъ сперва кривыя: 
1 1 
$ 


= ит &) 


для промежутка ип л--л оси &; онё, очевидно, похожи 
ха вётви тинербоды, Между этими вБевими совершаеть колебаня: 
кривая 
Зи 
О (— 
9 
2т. ния 


._ 8: 1 
я Бра ЕЦ) 
и именко ТАМ: чаще, фм божьите 2. Для &==4 она принимаетх. 


2: 


. _ вит Е 
зпачене, растущее одновреманяо сх я, разное 7 == ^_^. Поли 


+= . 
положить ради простоты /(&) == 10 5, (4) =, Г 7.4 иредотазить 
— 

площадь, отраниченлую кривой я и осью & (на рис, 70 заштри- 
хованкая часть), Но обладая хотя бы ву ЕЗкоторой отелени чув- 
ствомъ непрерывности, легко убёдиться въ томъ, что при До- 
статочно бодьшомъ значения канъ справа, таг 
и слфва площади, соотвётетвующ[я отдбльнымъ 
лолобан{1амъ, вкоторыя ноперемнно положительны 
и отридательлы, должны другъ друга компенои- 
ровать, такъ что остается только площадь очень 
высокаго и узкьго сродняго куева; послбунй ше, 
хакъ нетрудно видфть, при возрастани я переходить кавь разъ 
з значения /(х) -=1. Совершенно такъ ке въ общемъ обетонть 
дВло, когда /(#) предотавляеть любую не слишкомь разрывную 
фуняцио, но пепремённи непрерывную при х =. 

Таля же точно соображещя, выражениыя въ болфе отрогой 
формв, лежать въ осповаши доказательства Дирихле (111018) 
схокимости безконочныхь тригонометрическихь рядовъ, Это хока- 
зательство Дирихле впервые опублиховель въ 4-мъ чом 
журнала Крелля (СгеПез Фоцгла вт, 1820 году"). Поздийе онъ 
дахъ (1887) популярное изложене въ Веромоеиий ее РВуз топ 
Тоте ша@ Мозег, Въ пвотоящее время это доказательство приво- 
дится въ большинотв® учебниковь, тавъ что мн не приходится 
ЗдВоь на немъ оеталавливаться, Я долженъ лишь назвать 
18 услов!я, которымъь должна удовлетворять 
фунвьция /(х), чтобы ве можно было представить 
вт вид8 безковечнаго тригонометрическаго ряда. 
Продпохожимь основа, что фупищя #0) дала въ промежутев 
9 ==52л и затёмь продолжается пемодичеени. Дирихле 
дёлаеть сяфдуюния допущешя, пазываемая теперь просто уело- 
в1ями Дирихле: 

3) функция 1 (4) пенрерывна цблыми отрёвками, 
т, ©, въ проможутий (0, 3я) функщя дблаеть только конечное 
число окачвовъ, 

=) „Иврег (Ие Раза аа” вари \ИПКВЬЕВоНеР РипКНолеи дитей 


Я пия -и04. СозбливРенен”. ’Перепечатано въ собравфи сочинение Уве, 
Ва. 1, рав. 138 — 160 и въ издани Ознумав Казайсек, № 116 (Гори 1900) 


Е: 

в) функция /(х) мопотониа цфлыми отрёзками, 
т, в. явеь промежутокь (0, 27) можно разбить на конечное число 
такихь болёе мехкихь интерваловь, что въ каждомъ изъ нихь /(х) 
либо пе возрастаетъ, либо не убываеть-— другими словами, /(%) 
обладаеть лишь конечнымъ числомъ мах! шв и м]- 
п1ша. Поэтому приходится исключить твжйя, наприм®ръ, фучлийи, 


1 а 
вит, вт, для которой зъ окрестности точия &==0 скопляетоя 


бевконечное число ох решта. 
При соблюден!и этихъ услов1Й, накь показывает ь 
Дирихле, безконечный рядъ точно представляеть 


1 
ЕЕ \№ 
д В ЕН А— 

\ . 
=х Е Е = 
УЕ =" = ых“ АЕ 

= = 6. 
ы 
Рис, 10. 


значен!е функция /(х) во войхь точкахь Хх, въ Ео- 
форыхь цослёдняя лепреривиа: 


1 5, (4) = 76. 


Но далёе Дирихле показываеть, что и въ точках рав- 
зывз ‘рядъ  этоть’ охоцитоя, а именно вумма его 
при этихь значен!яхь х равна вриометическому 
среднему тёхъ значен!8, которымя принимаетв 
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=), воян приближаться справа и ел%ва кф точЕ 
разрыва; лли, вавь принято писать: 


т 5.) = АЕ О, 


не 


На рисунк® 7 отмёчены таня точки разрыва и тв значения, о 
тоторыхь идеть рёчь. 

Упомянутыя усломя Дирихле, наласаомыя на фунюцно 
1$), только достаточны, но ни въ коемъ случай 
не являютея необходимыми для того, чтобы /(х) была 
предетавлела ридомъ 5 (д). Но, съ другой стороны, не досталочно 
предполагать только непрерывность /(5); можно по- 
строить непреривкыя фуниши, у которыхъ безчиоленное множе- 
ство толебавй столь сильно сгущепо, что рядь 5(л) раеходитея. 

Посл этихь-— скорфе теоретических, — замчанй: я хочу 
сказать вбоколько словъь о практической сторон три\1‘0- 
зомотрическихъ рядов. Боле подробный разборъ относя- 
щихся сюда вопросовъ вы найдете въ отмёченной уже выше книгъ 
Рунге, Въ ней вы найдете обегонтельное изолёдован!е вопроса 
о вычислен1и ноэзффид!ентовъь ряда въ зислахь, 
т, . вопрось о томъ, кабь можно нанболве быстро вычислить 
для данной фунвши витеграль, входящ!е въ выражены для а, и $, 


Построены также спещальные механическе вппа- 
фаты для вычислен:я этихъ коэзффиц!ентозу, такъ 
называемые гармоничеся!е анализаторы. 9т0 назване 
объясняется тёыъ зналенемь, какое, кажь извБотно, имветь раз- 
хожене данной фупкии у == 7%) въ тригонометричесюй рядъ въ 
акустик8, оно въ точности соотвётотвуеть разложеню 
любого тона у==1(х) (тб х означаеть время, а у амплитуду 
колебле!й, соотвётетвующаго данному тону).на „чистые тона“, 
т, в, на чиотыя косинусондальныя и синусоидальныя колебавя, 
Въ нащемь собрави модехей и приборовь имфется анелизаторь, 
построенный Коради (Сога41) въ Цюрихв; отъ позволяеть опре- 
ДВлить коэффищенты первыхъ 6 чденовъ съ синусами и 6 члеповъ 
въ косинусами (у=1,;..6), такь что въ общемъ даеть 12 5004- 


фищентовъ. Коэффищелть г приходится вычислять отдёльно по- 
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средствомъ планиметра. Майкольсонъ (Ме 500) въ Чикако 
и Стрэттонъ (ЗаМоп) построили апперать, нозволяющй вы- 
числить даже 160 козффишентовь (у==1, 2,...80); вы найдете 
его описан! въ книгЬ Руньке. Э\оть апларат» козволяеть я, 
обратно, суммировать двяный тригонометричесый радъ изь 180 
членовъ, — другими словами, по даннымь коэбфищентамь возета- 
ховить самую фуякщю (5); конечно, эта задача тоже имфеть 
громадное практическое зиачене, 

Аппарать Майкельсона-Стрэттона внервые обра- 
чихЬ вниман!е ла одно интересное явлене, собетвенно говоря 
совершенно элементарнахго характера; приходится удивляться 
тому, что до тёхь поръ оно оставалось незамфяеннымь, Впервые 
заговориль о немъ Гиббоъ (618) въ 1899 году ка странидахь 
журнала „Мабиго“*), и поэтому его и назывеють явисн1емь 


Рис. ТЬ 


Тиббеа. Позвольге мн оказать о немъ нёоколько словъ. По тео- 
рем Дирихло значене безконечнаго тритонометряческаго ряда 
при опред ленномъ значении х равко Ето 9. 
Тавъ, во втором изъ нашихь примфровъ, — чтобы имфть въ виду 
конкретый случай, — сумма рада, въ этомъ смысл олова, пред- 
ставляеть функццо, изображенную на рисуньВ .72, еъ изолирован- 
ными точками дня Х=-л, 8л,... 

Но раньше мы омотрйли на тригонометричееное приближе- 
16 плаче, ч8мь Дирихле, который ортавляеть величину 
постоянной и ваставляеть и расти до безконечноети. Мы, нА- 


*) Ва, 59 (1898), рад. 200 шли 2ъЗеваыне ферегв. И (Меч док, 
1906), рав. 958; 
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противу, оставляли значен!6 п ностояннымь и 
разематривали 5, (4) при поремёиномъ 4 и, такимъ 
образом» строили послёдовательныя приближенный кривыя 5, (^} 
$,(*), 5,(),.... Вопросъ заключается въ сифдую- 
щем»ъ; что станеть съ этими кривыми, есни п 6у- 
деть возрастать до безконечности? Иля, выражаясь 
аривметически: вохругь калихъ значен1й сгущаются 
значенти 5, (2), когда и при перемнномх х отре- 
митоя къ безконечиости? Ясно, что теперь предзльная 
функщя не содержить болфе иволированныхь точекъ, 
какъ прежде, г. в. у Дирихле; напротивъ мы должны полу- 
чить сплошную лин} ю. На первый заглядь прелставлиется 
вёролтльшь, что эта кривая будеть состоять павъ разь изъ не- 
прерывныхь вётвей кривой у==/(5) и изъ вертикальныхь отрфз- 
ков, соединяющихь знанешя /(и-0) и /(х— 0) въ мботахь 


Рис. 72. Рис. 13. 


раврыва; въ упомянутомъ примёрё это была бы лины, напомя» 
нающая нёмецкую букву м (рис. 68). На самомъ же дёлВ охазы- 
вветоя, ‘что. вертикальный отрёзокъ предйльной 
кривой всегда ифоколько выходить кверху и книзу 
за предвлы значен1й /(х--0) и Г (&--0) на конечную 
длину, тавь что эта кривая имёеть замёчалельный вндъ, пред- 
ставлевный на рясункВ 72. Эти добавочные хвостики впервые 
быхи замёчены у крявыхь, построенных аппаратомъ: Майкель- 
сои, такь что они обнзружекы именно эксперименталь- 
нымъ путемъ. Вначаль нхъ, конечно, приписывали несовершек- 
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ству анпарата, лока Гиббсъ не выяеныль необходимость 
ихь появленя. Если черезь Д обозначить величину сказка 
{| 1-0) —1и—0)|), т, какъ показаль Гиббот, удляи- 
хан должно равняться. 


ато, 282 —=0,092. 


Что касается бооованы такого утявржщеня, го достаточно дать 
его для одной вахой- нибудь разрывной фунющи, напримфръ, для 
фунитуия, которой мы воспользовались въ качеств8 примёра, — 
тажь колу, вов друбя фунилуя ст тацимт, же скачком должим 
получиться изъ нея посредствомъ прибавлешя соотвтетвенныхь 
непрерывныхь функ. А для этого случая доказательство не 
особенно трудио, х именно оно получается изъ раземотрашя ил- 
тегральной формулы для о» (=) (стр. 321), Съ другой стороны, 
можно волн отчетливо прослёдить по наброеву приближенныхь 
тривыхъ (рис. 68), кахимъ образомъ возникаеть остр!е Гиббса. 

Я затель бы елишкомъ далеко, если бы сталь входить 
эдфеь въ дальныйшия, крайне интересныя, подробности хода при- 
ближенныхь кривыхь; но д охотно репомендую вамему вниманно 
содержательную и ‘легко налисаниую работу Кеег въ Май. 
Апи. Ва. 64 (1907, раз. 273). 

На этомь я закончу слешальныя замёчаюя относительно 
тригонометричеснихь  рядовъ, чтобы присоединить къ нимъ 
отетунлен!е, посвященное общему нонят1ю функ- 
ц!и, которое и по существу ивла и исторически очень тЬено 
сюда прямыкаеть: 


ТО. Общее понят! ао функция. 


Мы доажны заняться въ нашемь куров этимъ вопровомт, 
тёмъ болфе, что вВдь наша школьная реформа, по. самому суше- 
ству, свовыу стоить подъ девизомт зыдфленя ва первый илану 
въ школьном» обучении этого столь важнаго понят!я. . 

Сперва мы снова проелёдимь исторйю развития этого понятя. 
Прежде всего замётимт, что у болфе старыхъ ввторовъ, каковы 
Лойбняце и Вернулли, понят е о функ и вогр%: 
чается вобгда лишь въ примфнен!и пъ отдёл 
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нымъ примфрамъ, къ охепенямъ, къ трихонометрическимь 
функщамь и т. п. Общая формулировки веерёчаются выервые 
только въ ХУШ столёии. 

1) У Эйлера около 1850 тода—мы находимь два 
различныхе обтяснея!я слова „функц! я“: 

а) въ своемъ „бгодаеНо“ онъ называеть фунв- 
цей пеякое „аналитическое выражен! е*, содоржашее 
х, т.е. веякое выражен, составленное изъ степеней, логариемовъ, 
тригонометрическихь фувкшй и т. д.; точиёо Эйлеръ не опре- 
двляеть выражений, которыя онъ при этомь употребляетт. Впро- 
чемъ, онъ уже дётаеть обычное подравдёлен!е фуниш! на алге- 
браическы и на трансцендентныя. 

3) Наряду съ этимъ мы вотрёчаемь у него, что функц!я 
1) онредъдяется тёмтъ, что въ плоскости коорди- 
нать ху начорчена кривая просто отъ рушн 
„Пета зади Фиоба“ (рис, 74). 


з 
2% 


ОЭ 


Рис. 14. 


2) Лагранжь вь своей „ТЬбоо дез опоНовз ао] и68“ 
{около 1800 года) сильно отраличизаеть понят!е о функц, оподя 
вхо къ закь называомымь „аналитическимъ функц! яму“, 
опредвляемымъ посредотвомъ схепенного ряды 
относительно х. Мы сохракили этоть терминъ „аналитиче- 
ввая фунющя“, хотя, конечно, хорошо знавмъ, что здфеь идеть 
Тёчь только. объ одномъ спещальномь кнасев фуввщй изъ числа 
тВхъ, воторыя дфйствительно появляются въ анализ. Степен- 
вымъ рядом» 


реф Рая- вы. 


функщи  опрефляются только внутри области оходи- 
мости, т. е. въ ибкоторой окрестнооти значешя д=з0. Но 


зекорв быль найдень ©1000бъ. расширеня области, въ которой 
функшя опредёлена, за предёлы первопачальнаго круга еходи- 
мости: вели, напримрь, значеше 2, лежить внутри (рис. 75} 
области сходимости ряда № и если преобравовать этоть фядь 
въ другой сотепонной рядъ’расположенный по отененямь (и — 2); 


ъ 


:(#—=), 


то можеть случитоя, что область сходимости послёдняго ряда 
зывдегь за предфлы области сходимости первато ряды, такъ что 
у окажется опредфленнымъ въ боле обширной облалти; повторяя 
тоть же премтъ, можно инорда, эту область расширять още дальше. 
Этоть продессь „аналитическаго продолжентя“ хорошо 
язвёотенъ всякому, кто хоть немного занималея теорей хком- 
ллевоныхь фунец, 


9 =; 
Рие, 75. 


Обралиае ваше вииман!е въ особенности на то обетоя- 
сельство, что вс коэффищенты стененного ряда $ (л} и, сивдо- 
затбльно, и самая функшя у будуть внолив опредёлены, 
Фоли будуть извёстны значек!я функц1и у вдоль 
кавого-нибудь отр&зка оси х, сколь угодно ма. 
лой длины, напримёръь, въ окрестности точки х=0; 
дЬйотвительно, тогда будуть. иззфотны зкаченых воёхь произаод- 
лыхь фуннши у для х=0 и козффищенты можно опред®лить 
съ помошью формуль: 


Эа Уи: у" (6) = 4,.... 


Тахимъ обравомь, самый маленьк | отрёзокъ фтЕки1 и, 
зналитической въ омысль опред®лен1я Лаграцжа, 
вполяв ве опредбляеть на всемъ ох протяженли. 
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Это евойство стоить въ полномь противорё\и «0 свойствами 
фувещи въ омысяВ взорого опредёлея Эйлера; волый отрё- 
зохь такой фунющи можно продолжить произвольным 
образомт. 

8) Имфя въ виду даль шее раявите понямя о фувии, 
я долженъ назвать теперь Фурье (Рошев) — одного изъ мно- 
гочисленныхь выдающихся математиковь, жизшихь въ Изриж® 
въ началй ХХ отольтя. Его влавный трудь — „Авалити- 
ческая твор1я теплоты“ *) — появился въ 1822 году; 
первое сообшеше и содермащихея въ немъ теомяхь Фурье 
одфлаль Нарижекой Академш уже въ 1807 году. Это произведене 
Яваяотея нсточникомь воёхл тАхь методовЪ сояре- 
менной математической физики, хоторые можно охл- 
разтеризовать, какъ сводене вофхт проблемъ мь интегрировалю 
дифференщальныхь уравнеюй съ частными производвыми при 
заданныхь вначешяхь ца, границахь („Валет хафел“), Самъ 
Фурье занимается спещально вопровомь о теплопровод- 
ноети, позорый въ простёйшемь олучаЪ состоймь въ слёдую- 
‚шемь: край плоской круглой пластинки поддерживается при опре- 
даленной темиературв, напримёрь, одна часть края при темие- 
ратурБ таявя льда, другая —прн температур» китая воды 
(см. рис. 76); спрашивается, какое установить стадо на ]- 
ное распрелёхен!е томпературъ золёдетв!е рас- 
урострален1я теплоты вт, пхастиикЪ. Тавимъ образомъ, 
здвеь игрыоть роль значешя на границах, которыя можло по 
раю. пластинки въ отдёльныхь частяхь задавать совершенно 
произвольно, въ одной части совершенно независимо охЪ. другой; 
поэтому, здфоь на первый плань выступаеть само собой второе 
опредёлен1е функции Эйлерь, а яв опредфиее  Да- 
транжа, 

4) Это же самое Эйлерозво. опредблеше принимаоть, въ 
сущности, и Дирнххе вь упомянутихь выше работахь, но 
только онъ его переводить на язышь анализа ини-—какъ гово- 
`рять теперь -ариеометизирують ехо. И это дёйотвительно 
представляется необходимым, ибо никакая кривая, какь бы тонко 


*) «Твое зоуйаце 4е.1а слайеиг", нерепечатано въ’ собранёх 
<сочиноми: Роли Тат, Оецугев Т. 1 (Рама 1888). 
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она ни была вычерчена, някогда ие дасть точпаго опредбяеня 
сопряжения значе у и х по той причин%, что толщина черты 
не повволяеть произвести арномётически точивго измёрешя нуж- 
ныхъ знёченй, 

Дярихае формулируеть вриеметическое содержан!е Эйле- 
рова опредёхещя сдБиующимь образомъ: „Если въ нёхото- 
ромъ промежутк® каждому отдёльному значен!ю 
х отнесено одно опредёхеннове значен!е у, то пе- 
ремённая у называется функдтей отъ м“. Владфя, 
такямь образомъ, этимъ нанболве общимь понят1омъ 
функции, Дирихле ве шо веяюШ разъ иметь въ виду, 
ольдуя войми принятому обычаю, прежде веего непрерывных 
или не слишком разривныя функц! н. Воли въ ту 
пору и ечитали вполнф возможными сложныя сгушеня точекъ 
разрыва, по едва ли предполагали, что таке случая могуть иред- 
отазить интерест, для изучешя. Эта точка зрёвя находить свов 
отражене и въ томъ обстоятельств, что Дирихле воегда го- 
зорить © разложения вв рядь „виолнз произвольныхь 
функи1Е“ совершенно такъ же, какт Фурье говориль о „100- 
«Нойз епНётемелв акЪИтайто8“); а между тАмъ онъ ‘очень точно 
формулируеть свои „услов:я Дирихле“, которымъ эти функ- 
щи должны удовлотворять. 

5) Теперь мы должны принять во вниман!е, что вЪ то 
зремя (около 1880 года) начинается болёе общая разра- 
ботка тоор:и фунед1# комнлекснаго перем инаго, 
которая остановится постепенно, приблизительно въ течеше ближай- 
шихъ трехъ деситиль И, общимъ достоянемь математичовъ. Это 
развит1е связало, прежде всего, (5 именами Коши, Римана и 
Вейерштрасса; дервые два геометра исходять, каж извЪотно, 
оть дифференц:альныхь уравнен1й въ частныхъ 
производных, названныхт цо ихъ имели (отних уравнежямь 
уцбвлетворяють веществонная и мнимая. части #, 2. комилекеной 
фунишя /(х--1у) =в--й), между тфмь пакь Вейерштрассь 
опредёляеть функцио стененнымь. рядомъ и совокуп- 
нобтью ’ эго аналитическихь продолжена, при- 
мыкая’ атимь. въ извфотной степени къ Лагражу. 

И. воть. биввыввется, ито этотт переходь въ область ком- 
ллеконыхт воличииь-привель иъ сопоставяен1ю. и объеди- 
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пеню обёихъ раземотр®нныхь выше точекъ зрё- 
ж1я па функц! и; я остановлюсь на этомъ изокольжо подробнфе. 

Положнмь а==-|- у и станемт, разематривать степенной 
фядъ 


вины аа-нь + 


предиоложимь, что этоть рядь сходится при пебольшихь вначе- 
шяхт 3, опредфляя собой, по терми- 
нолойи Вейерштрасса, эле- 
ментъ аналитической фуни- 
ц1и. Разомотрамъ его значешя па 
небольшой окружноети ражуса ” ст 
центромь въ 2==0 (рис. 78», лежащей 
цвликомь внутри области сходимости; 
хх другими оловоми, подставимъ вызото 
д въ слененной  рядь величину 
Рив. 77. хуи (оф 1319): 
®= ег (в0зф -- 2910) -в12 (6052ф 112%) --... 


Еевли разложимь коэффищенты на ихь вощественлыя и мнвмыя 

части: 

9 № 
5“ 


Е] д = — В, в=а,—%,..., 
то. для вещественной части / найдемь таков выражена: 


4 
и (ф) == а, г осзф -|- в, 7? сова | .-- 


Резлф -- в вшоо |. . 


Мы предпамфренно взяли чисто мннмыя части пооффищентовь с 00 
внавлыи—оЪ тёмъ, чтобы въ посяёдиемь выраженя всё знаки 
были -|-. Тавямъ образомь, степенной рядъ для /(а) 
дзеть зыражен!е вещественной части и нь 
ньшей окружности въ функц! отъ угла ф, посред- 
отвомъ тригонометрическаго ряда точно  тавого 
же рода, хакой мы разсматривали зыше, съ коэффи- 
цектами“ ‘а, 79а» 7» Обратно, этоть тригонометрическй рядъ 
полн опредфляеть собой зоб вохичины ас, @,,:.., В» Вы 


=, слдовательно, и стененной рядъ, пе считая ностояннато слагае- 


1 . 
маг — Езсаяи задано каков-дибо распредфленте 


значен1й #($) по окружности, лишь бы его. удалось 
предотавить 3ъ вид тригонометрическаго ряда, —если, дру- 
тими словами, задана фунид1я въ смыел8 Диряхле, 
удовлетворяющая услов!лмъ Дирихле, то ей мож- 
ко указаннымъ образом отнести опредблениый 
стененной рядъ, сходящ!й ся внутри взятой окруж- 
ности (7), т.е, опредбленную аналитическую фунх- 
ц1ю, вошествевлая часть которой принимаетъ на 
этой окружности заданныя значен!я #($), Мы 
видим, что вт этомь порядЕкв идей нонятЕе функ- 
ци, въ смысла Фурье-Дирихле вполнВ совиа- 
даеть съ опредёлен!емъ Лагранжа, зюлько та прояз- 
Зольность, которая имёетъ мфото по отношекио кв ходу измёне- 
зия тригонометрическаго ряда #(9) вдоль всей окружноеги, 
отепеннымь радомъ вполнё ковпентрируется въ ближайшей окре- 
отности центра окружности. 

6) Но современная лаука ме остановилась, конечно, на 
образован этихъ понязй, ибо наука, какъ таковая, нихогда но 
знаеть отдыха и только тоть или друтой изсябдователь можеть 
придти въ изнемонен1е, 4 именно, въ противоположнооть тому, 
чт6 я охарантеривоваль выше, каюь точку зрёшя Дириххе въ 
послёдея три дёоятилЬ я при изучен!и вежественныхь 
фунвц!Н стали интересоваться возможно бол%е различ- 
ными функц! ями, которыя существенно выходять 
за предфлы услов}# Лирикле. Нри этомъ были найдены 
весьма. вамёчалельные сины функлй, содержайще „отвратитоль- 
ня” скопления“ самыхь непр1яхныхь особеняостей. Здфсь, прежде 
всето, возникаеть вопрось о томъ, чтобы ивелёдовели, въ какой 
бр” остаются въ сиё при наличности такихь „уродотвъ“ тв 
теоремы; которыя имфють М®сто для „приличныхь” функий. 

1) Наконець, сюда же примыкаеть соворщенно новое 
обобщен1е понят1я о функц1 и, идущее еже дальше. 
Ло визъ порт фуяюцио веегда очитали опредфленной въ каждой 
тоякВ континуума воВхъ воществонныхь или Вовхъ мнимых знал 
чей х иши ще, по крайней мёрё, во вобхь точках нёкотораго 
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интервала пли области. Во съ тёхъ порт, какъ все болбе и боле 
стало выступать на первый нланъ созданное Г. Канторомъ 
понят! е о вомплекей *), согласно которому колтинуумъ вебхь 
< прецетавлиеть лишь примёръ „соводупноеги“ объевтовъ, — съ 
этихъ поръ оталя разематривать и ташя функщи, которыя опре- 
дфяены только для значенй = какого-либо комплекса, и стали 
вообще называть у функц:ей отъ м, вели всяхому 
элементу одного комиленса объевтовъ (чисел 
или точек т) х соотв тотвуеть окредвленный эле- 
ментъ другого комплекса 3. 

Я хочу здёеь же отмётить одно отличе этихъ новыхъ пред- 
составлен! отт, прежнихь: понятфя, вылененныя въ пунитахъ 1) — 5), 
возцикли и развились, главнымь образомь, въ виду ихт, при- 
ложезнй къ изученно природы; стоить только вопомнить заглане 
сочниевя Фурье! Наоборот»; вовЪйшя ивсаАхован, упомяку- 
тыя въ 6) и 7) пунктахь, предолавляють продукты чисто матё- 
матаческой потребности изолдованя, которая ве имйегь вовее 
въ виду нуждь естествознаня; дЬйствительно, до сихъ поръ 
эти пзолбдованя ве нашли еще прямого примвнезня, Конечно, 
олтямясть долженъ полагать, что еще придеть, несомейнно, 
время дхя такихъ приложений. 

Но поставямь скова свой обычный вопрось о томъ, что 
изъ всего этого должна воспринять школа, что 
дознкепу знать о нихъ учитель и что должны знать. ученики? 

Прежде всего, если школа нфеколько, окажем на три. дося- 
тилёя, ототаеть оть ковёйтихь успёховъь нашей науки, воли 
обьвружизается, тать оказать, извфотный тистерезисъ, то это 
полн вотественно и отнюдь ке нуждается въ оправдаюш. Но 
въ дзйствительности иметь мото гораздо боле продожительный 
тиотерезиоь, обнимающЙ болве ототьця: в®дь школа, большей 
частью, игнорируеть все 'развиме кауки, имфвшее м%ето пос 
Эйлера; такимъ образомъ, для работы. реформаторов остается 
ещё весьма облиирное плоде. То, чего. мы требуемъ оф реформы, 


*) „Модеепрезт1 11“: терминъ „Мепвв“ мы переводимь 
ЗдВ6ь, ‘какьои въ „Энциклопед и оэпементарной матемазики“ оловомъ 
‚зкомиденсь“; пербводять этоть термин тавже „множество“, „писамбль“, 


„многообразию“. 
Ред. 
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лредставляетон весьма скромныхъ, сели сравнить пали требовая 
съ современнымь состоящему наукя: мы холлмъ, чтобы 
общее понят!е функи1и, въ емыслв того или дру- 
гого опредфлен!я Эйлера проникло, кахъ фер- 
ментъ, во все преподаван:о математики въ оред- 
ней школ; но его надо вводить но въ форме 
аботрактнаго опредёлешя, а па конкретныхь иримйрахт; кавые 
зо множеотв® имфютен уже у Эйлера, чтобы одфлеть это по- 
няте живымт, доотоянемьъ ученике. Что же касается прелода- 
зателей математики, 10, конечно, желательно, чтобы они, 
помимо того, были знакомы оъ эломентамя твор! и 
компаенсныхь функц! Е. Хотя и нельзя требовать того же 
по отношению къ новЪйшимъ концепщямъ учещя о компляексахь, 
но вое ще жолательно, чтобы среди многочиеленныхь. учителей 
нашлось хотя бы небольшое число самостоятельно работающихь 
людей, которые занялись бы и этими вещами. 

К» сказанному я хотёль бы добавить ибеколько словъ о томъ, 
хакую важную роль сыграло. учен1е о тригокоме- 
трическихт рядахъ во всей этой эволюц1и понят!Я. 
Подробных литературный указая по этому вопрову вы найдете 
въ работё Буркгардта: „Разложен1я вт рядф но пе- 
у1одическимь функц!ямъ“*)— въ томъ „гигентевомъ 
отчет“, какь мы его назызаемь въ болёе тёеномъ кругу, кото- 
рый воть уже 7 яёть, какь выходить отдфльними выпуеками при 
Х зомё „ЛартевЪеноьь 4ег десен Мабретакегтехот ети” ; въ 
болфе чамъ 9000 цитать этоть отчетв объединяеть тажов мно- 
жество. литературы, какого не найти нитдф. 

Первый пришель къ изображен! ю произвольныхь 
функц! пооредствомъ тригонометряческихь ря- 
дов Дан!иль Веркулши, сыкь Ивана Вернулли. 
Изучая (около 1750 хода) акустическую проблему о колебащяхь 
отрувы, оиъ замётиль, что можно получить самый обшйй виду 
колебан!В струны посредотвомь наложеня сикусокдальныхть. коле- 
базй, соотвфтетвующихь осиовяому тону. и чистым» обертонамъ; 
& изъ этого вытокаеть возможность разложить: фунищую, изобра- 
жающую форму струны, въ тригонометричесвй рядъ. 

+) Визкнаеаь. „Вомионощиел ласв ов Иезешуен, РолеНолец" 
{въ сообенности во 2 и 3 выпускВ} 
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Хотя въ дл овпакомлешя съ отими ряцами векорв были 
сдзланы значительные успёхи, одпако, пикто не’ хотёль вёрить, 
что съ помощью такихь рядовъ моло предетавить любыя функши, 
заданныя. графически. Это можно объяснить неясноетью предота- 
влешя о такого родв соображеняхь, кашя теперь вь учен!я 
о комплексахь стали совершенно трив!альными. 
Повидимому, принямали а ргЮРЬ не умя, конечно, выразить эго 
точно, — что комплексь вофхл произвольныхь непрерывныхь 
фупишй больше помнлекса вобхь возможныхь системъ чнеловыхь 
значенй а, в, @»..., 6, в&,...:”) которая соотвётетвуеть, 
совокуиности веёхъ тригонометрическихь ряжовъ. 

Но точный логичесвя построея совремеяной теор ком- 
илексовь пролили овфть на эти вопросы и обнаружили ложность 
уиззаялаго предразсудкв. Позвольте мы подробяйе остановиться 
на этомь важномъ вопросф. Легко видёть, ч10 непрерывяая 


и 


аННННЫН-НЫНН---Н--Ни = х 
Рив, 78. 


фукки1я, опредъленная произвольнымъ образомъ 
въ иАвоторомъ промежути®, напримёръ (0, 2), 
будетъ даны на вбемъ ея протяжен|и, если 
будуть даны ея зкачон!л во вовхь рац!ональ- 
ныхь точвахь ‘этого промежутка. ДАйствительно, въ 
ВИДУ ТОРО, ЧТО эти значешя во веякомъ промежуткф образуютъ, 
сгущенный комплекоь, то ко всякому прращюначьному значению х 
можно подойти сколь угодно близкс 0 помошью (рив. 78) ратфо- 
нальныхе значенй, и въ силу непрерывноети фунищи значение 
вя (=) должно равняться предзлу значен въ этихъ бевхонечно 


*) Каждая комбипащя @» @, @,...., 6, 6;..., опредфляеть три- 
гонометричвовй рядъ, вели смотрёть на эти числа, кавъ на его к0эё- 
фишщенты, 
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близкихь ращональныхь точкахъ. Далфе, какт извфотно, совок ул- 
ность воёхь рац!{ональныхь чисель „исчиолима“, 
другими словами, вю ев можно расположить въ тавой рядь, что 
въ немт за опредВленкымь первымъ элементомт слВдуеть опредя- 
лекный второй, за нямь трей и т.д.*). А изъ этого сяфдуеть, что 
звдаль произвольную непрерывную фуницую значить валать иечи- 
слимую совокупность константт, —значенй функц въ раъюхожен- 
пыхъ танимт образомъ ращюнальтьскь точкахь. Точно такимь же 
образомт, посредством» исчиедимой говокунности поотояиныхъ 
в, а, 6: @ь, в... можеть быть заданъ опредьленный тритоно- 
метрическй рядъ. Тазимъ образом. мнё и! е, будто совокуп- 
ность вовхъ непрерывныхъ функц! по самой своей 
природ& существенно больше сововунноети ря- 
довъ, оказывается лишенныме всякаго основан я. 
Ниже мы снова займемся этимъ вопросомъ боле’ оботоятельно. 
Фурье ‘первый отрёшилея огъ такого предвзлтаго мефея, 
и въ этомъ заключаетя его громадное значен1е въ 
истор1и тригонометричесвихъ рядовъ. Хотя онь и 
не даль приведеннаго выше объяснешя въ лухз учешя о хом- 
плевеахъ, но онъ первый имфль мужество ув#ёровать въ 
способность тригонометрическихь рядов ивображаль произвольных 
фуньши; руховодясь огой зв® рой, овъ, дЙствилольно, вычислняъ 
нВополеко характерныхт примфровъ разрывкыхь функщй (додоб- 
НЫХЪ ТАМЪ, ная мы равемотрёхи выше) и т®мь поставил вв 
сомнё ЕЙ правильность своего убфждешя! Дадетвительныя общя 
докедвтольства сходимости даль впервые, кашь. я ужь говорил, 
Дирихле, бывшИ ученикомь Фурье, Выстуллене ‘Фурье 
быле настоящей резолощей; чтобы посредетвомь рядовъ изъ 
эналитическихь фуницй можно было изобразить тавя произволь- 
ния функция, подчиненныя въ равшичныхь частяхь разомалрива- 
емаго промежутка, различанмт, аналитаческимь “Заковамт, — это 
представлялось тогдёшиимь малемажикамь чём-то совершенно 
нозыфь и неожиданнымь, Въ благодарнойть ва открьмо этой 
истивЫ. тратонаметричес ие ряды окрестили именемь Фурье, 


#3 (5; брощюру Дедекинца. „Иепрорывность и иррашональных 
чиста“. ОДебсь, „МаиеЫа“ въ ирнложенной къ этой брошиорь статьь 
т, Шетубизаваго ати нден достолочно выяснены. 
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которое, дЗЙствитехьно, пользуется лирокимъ рабпроотраневемь. 
Копечно, всякое тажое прислособлене собственпыхь имевъ къ 
научкой термеполог!и всегда ипредотавляезь значительную одно- 
чторонность, если не прямую несправедливость. 

Въ вокнючене я долженъ, хотя бы вкрати®, упомянуть о 
второй заслуг% Фурье. А именно, онъ. равоматриваль 
также н предёльный случай тригонометрическяхь 
рядовт, который наступаеть, ебли пер!одъ изобража- 
емо функп!и возрастаеть до бозконечности; & 
заль кавь функшя съ безконечно больтимь перодомъ предота- 
зляеть попросту кеперюдическую фупкцио, произвольно заданную 
вдоль веей оси х-овъ, то это даеть сродство изображать 
я непергоднческ!я функц! Чтобы выпохнить ртоть 
дереходь, нзходять сперва посредетвомь линейнаго предбразова- 
ня аргумента: ряда изображене функц оъ любымт перодомъ 7 
вмфето опредфленнаго перюда 91, в затвыъ заотавяяють { 
воврастать до безконечности. При этомъ рядь переходить въ 
танъ называемый интеграхъ Фурье; 


да = (осн фояшь а) №, 
И 
тдё Ф(), +() выражаются опредёленнымь образомь через 
интегралы, взятые отъ — со до-- оо, отъ функи!и Г (л). 
Тавиыь образомь, разлище заключается эъ том, что теперь 
Индезсь » изибняетоя непрерывно озь 0-хо со, тогда канъ раньше 
опх принималь только значошя 0, 1, 8, 8,..., ий что вмФето 
хозффищентовт, а» 0, стоять функши ф (9) и 4) 4. 

На этом. мы можемт разетаться ов зиементарными трано- 
цендентными функями, которыми мы до вихь порь занимались 
въ отдёлж, посвященномь Азализу, и перейти’ въ разомо- 
трМИю иочислоня безконечно-маныхь въ собственном омыеи®. 


11. Исчислен!е безконечно-мальхь въ соботвенномь смыси® 
слова. 


Конечно, и проедиолегаю, что всё вы умфете дифференци- 
ровать и интегрировать и ие разъ примёняли это умёне. Эту 
тлаву мы посвятимь только вопросамъ общаго харахтера, кажъ 
напримвръ, вопросы о логическомъ и ценхилогиче- 
скомъ обоснован! т, вошросы о преподавании н 1 д. 


1. ОбщЕя зам чьн1я относительно нсчиолен1я без- 
КОоНеЧно- МАЛЫХЪ. 


Я хотёлъ бы предлослать зам чан!е общаго. харат- 
тера относительно объема. матоматикя. Вы можете 
часто улышать отъ не-математикозь, въ особенкости оть фило- 
софовь, что математика ЗАЕИМАеТСЯ яскхючительно 
выводами догическихь слёхетв:й изъ ясно задан- 
ных повылокъ, пря чемъ совершенно безразлично, что 
именно означаютф. эти. посылки, истины ли онв ини ложиы, — 
лишь бы только онф ие противорёчнли другв другу. Совершенно 
иначе смотритъ ня двло вон, иго свыь продуктивно занимаетея 
математикой. Въ дёйствительноети т люди судять исключительно 
ло той выпрясталлизованной формЪ, вт, хакой принято излагать 
тотовыя матемалическя теори; но изолВдователь работаеть 
зъ математивй; пакь и во венной другой наук, совершенно 
иначе; онъ: существенно пользуется своей фашта- 
31ей и подвираотся впередт инцуктивно, опирвясь 
на эвристичесв1я вопоморательныя. средства. Мож- 
хо’ привести немало примёровъ того; какъ велише математики 
каходили самых важныя теоремы, не.будучи въ соотоящи строго 
ихъ доказать; Неужели. можно не-цёнить такое великое творче- 
етво, ‘неужели пало’ нь: угодр призеденному выше опредвленио 
математики. сказать; что это не математика и чго тольшо т 
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пюзинАИние математики, хоторые нашии наконень вылощен- 
ны доказательства теоремъ, — только они одни двитали ма- 
тематику? Конечно, въ конц концовъ, присвоить ли олову то нии 
иное ‘значен!е, вешь усливная; но при оцёнкЬ заслугь научныхь 
работников приходится сказать, что индувтявная работа 
того, вто впервые установилуь какое-пибудь пред- 
дожен!а, имфеттъ, конечно, такую же пынность, 
Бакъ и додуктивная работа того, кто его впервые 
довазаль; ибо то и другое одиналово необходимо, 


Какь разъ при изобртейл и первопачальной разработк® 
исчисления безконечно-малыхь зто индувхивное творчество, не 
оонованное ив овязныхь логическихь выпводахт, сыграло большую. 
роль; при этомъ весьма. часто самымъ д Иствительным 
эвриохическимъ средствомь являлоск чунствен- 
ное воспр1ят1е, —я имфю въ виду непосредетвенное 
чувствениое воспрым!е об войми его неточностями; напримвръ, 
досияе, при которомь кривая предотавляетея деботвительно 
чертой опредёленной толщины, а нс тёмъ абстрахтнымъ 
воззрёемъ, которое постулируеть, кажь ифчто заранве ‘вы- 
полненное, предёльный переходъь ль точной одномёрной лиш, 
Я хочу въ подтвермене этого изложить въ пратвнхь чертах, 
хавь иоторичесны вырабатывелиеь иден исчисленя безконечко 
малыхъ. 


Обращаясь прежде всего вк понят! ю интограль, при- 
ходится замётить, ч10 оно исторически возникло по поводу 
проблемы изм*рен!я цлощакей я объемовь. (ква- 
дратура и кубатура). Какь извёотно, оботрактное логи- 


чезное опредёзоне интеграла / Ка) 9х, т. в. площади фигуры; 


ограниченной кривой у==/(х), осыю х-овз и ординатами х==а в 
х==5, заключветен въ томъ, что это ‘воть предёлт. суммы 
зейхь. увкихъ прямоугольниковт, о внисанныхь 
въ79з7-фигуру, когна число ихъ безиредёльно вовраетаеть; 
&. ширина: одновременно неограниченно ‘убываеть (рис. 79).: Но 
съ «точки: ария -чувотвеинато  воопрыиуя предотавляется: воте- 
отвеннымеь: бпредёалуь разоматреваемую плотхадь Не. кажь точный 


предфль, а просто, какь сумму очень большого числа 
довольно узкихь прямоугольнихову; ибо и бевь того 
дальнзйшему уменьшено прямоугольниковь воегль положить 
хонецк неизбежная неточность чертежа, 

Съ тащими наивными продставленямя мы дЬйствительно 
ветрёчаемоя у самыхь выдающихея малематиковь въ перюдь 
зозникновен!я исчислея безьонечпо-малыхь. Прежде всего я 
зазову Кеилера, который занимается вопросомт объ изыврени 
объемовъ въ своей „Новой зтереометр!:и винныху 
бочект" *). Главный интересь для Кеплера предотавляеть 
изм#реше бочекь и ихъ нанболфе пфлесообразная форма. При 
ЭТОМ ОНЪ СТАНОВИТСЯ пВаикомъ ‘на только -что отывченвую наив- 
ную точку зрфвя: онъ предотавяяеть себф бочку состоящей изъ 


$ 


> Хх 


Пена, 5: 
Ри. 79. 


большого числа токкихъ листовт, напримвръ, изъ бу- 
маги, и считаоть объемъ бочки равнымь сумм объемов отихъ 
листовъ (рис. 80), каждый изъ которыхъ предотавляень нилиндрт. 
Подобяымь же образомъ постушаеть он и при вычисления объ- 
емовъ проотыхъ твометрическихь тЁлъ,— напримёръ, шара. Но- 
савдый Кёплеръ разематриваегь, какъ . образованный изъ 
очень большото числа (рис. 81) небольшяхъ пнрамядокъ 
оф зерщилой въ центрв шара; поэтому везъ объвиь 


равен, п навфотяой формул ‘для пирамид, произведеню т на 
# у деть оснований плрамидонь. Полагая послёднюю сумму 
рано, цоверхности. лтара ри Кенлеръ получаеть для. объ 
виз прежние формат > Впрочемь; Кепхер®” подчерки: 


нинниь 
®) „Мох шов „ЗоМотоии Аатотии“, лов, 1615. 
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заетъ практическое, эвристическое значен!е тадихь разеужденй, 
а относительно строгихъ математическихь доказателкотвъ отеы- 
лезть въ сложнымъ разсуждешямь Архимеда (методь 
истощен! я), 


Рис. 80. Рис. 81. 


Подобныя же разсуждещя вотрёчаются въ книгф 1езуита 
Вонавентуры Кавальери „Сеотвенма, зоб Ь ов сов 
пог“ *) („геометрая ‘подёлимыхь“), въ которой сонъ устана- 
вливаоть принпить, нося! теперь эго имя: объемы двух 
т®хЪ равны, если равны площади св чен:й, прове- 
Денныхъь на ОДИНАхОвОй ВЫСОТ} въ 0боихт тёлахт. 
Объ этомь принципи Кьвальери очень много, какъ изв 


= 


Рис, 82. 


отно, говорять 7 насъ въ школё, думая съ его помощью лабёгнуть 
ИНтегральнаго ибчисленит, тогда какъ нъ дьЙотвятельнооти этот 
‘Методь‘вполна привадлежить интегральному исчиоленю. 060- 
сново, которое даеть Зазвальери, свопится въ тому, что он% 


*) ВолбБйа:.1688,.цервов иадазие: 1635 г. Подробнве ом. на схр. 350, 
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представляеть 06% оба, тфла построенными изъ зонкихъ листковъ, 
аложенныхь другъ на друга и по предположентю. попарно 
хонгрузитныхь между собой; другими словами, одно тво 
можеть быть получено изъ другого посредетвомъ сдвиганыл отдёль- 
ныхь листковъ; при этомъ, конечно, объемъ тёла не можеть 
измёниться, тахъ цель онъ бостоить изъ однихь и тёхь же 
слагабмыхь и до’ и поел этого процесса. 

Подобнымь же образомъ наивное воззрёве приводить нь 
понятно о производной функц; и, т.е. жь понят! ю о ка- 
сательной ‘къ кривой, Для этого замфияемъ, — и такъ 
дВйствительно я поступали, кривую прямолинейпуюъ  много- 
утольникомъ, вершинами которато служить достаточно большое 
Чясло точешь, русто раополощениыхь на кривой, Въ силу природы 
нашего чувотвеннаго вооцилячя на большомъ разстояьи едва ли 
возможЕо отличить кривую оть такой вереницы точевъ и тУмь 
болёв о®ь самато многоугольника. Но въ тахомь случай каса- 
тельную къ привой приходитея опредфлить просто, какъ 
прямую, соодяняющую дв тая почви, неносред- 
ственно сл$дующ!я одна за другой т. е. кавь 
продолжее одной’ изъ сторонъ 
многоугольника, Съ  аботравтно 
хогической точки зря такая пря- 
мая, конечно, всегда, — какь бы Вис. 8 
близко ни лежали сосфдн!я точки, Г 
остается только оВкушей по отношен!ю къ кривой, в 
касательная является тфмъ предёльнымь поло- 
щен1емъ, къ которому ата оЗкущая иоограниченно 
приближаетея при уменьшенги разстоян1я между 
точками. Аналогично этому, подъ кругомъь кривизны 
©ъ этой наивной точки зря надо понимал кругъ, прохо- 
дящ!В черезъ три побслёдовательныя вершихы 
мЕогоугольника, между тбмъ кажь, выражаясь точно, надо 
сказать, что кругь иривизиы есть предёльное положен1е 
тавого круга при поорраяиченномь облищьен1и 
трехъ точекъ. , 

Убз длительность такого рода наивныхь ‘разсужденй 
лредотавляетоя, конечно, различнымъ лицамъ весьма различной, 


ва 
Мноле,-- и къ нямъ принадлежу и я свагь, — чувотвують себя въ 
высшей отелени ими удовлетноренными. Зругв эсь, будучи одно- 
сторонние расположены въ чисто логической сторонф, находят, что 
таня соображеня ничего не говорятъ, в не могутъ согласиться 
съ тВыь, чтобы ла нехЪ можно было вообще смотрёть, казъ на 
обноваше для математическихь разсужделий. 

Съ другой стороны, тазе панвные пр1емы мышлешя и въ 
настоящее время очень часто ипримёняютея псякИ! разт, когда 
хотятъ—въ математической физик, въ механикА, 
въ дифференц:альной геометр1н— примутить, капое- 
нибудь математическое положена, такъ камь тамь эти премы, 
кавь ве вы знаете, весьма иёлесообразня. Конечно, чистыв ма- 
тематики часто омфютсл над тарнмь нанвнымь ивложенемъ; во 
время моего студенчества говорили, что дия физика дифферен- 
Шальр—9т0 кусокь латуни, съ которымь он обрымаетея, такъ 00 
своими аппаратами, 

По этому поводу я хочу отивтить достоняства обозначе- 
и! Лейбница, которыя теперь господетвуютъ новсюду. ЛВ- 
отвительно, они соодиняють съ цвлосообразнимЪ ухаза- 
н1емъ на наивное зозарфн!е также извзотный номе 
за тоть аботракный предёльный процесстъ, который 
дйотвительно въ этихъ понямяхь содержится. Тань, оимволь 
Л 4у : . 

ойбница ря обозначен производной указываетъ на’ то, 
что посябдияя возвикаеть изь частпато, но при эюмт знакъ 4, 
3 противоположность знаку коночкой разности 4, показываеть, 
что туть привходнть и иёчто новое, & именно. предвльный 
пореходь. Точно таюь же скмволь для обозначешя интеграза 
/. у4х ухазываеть, чтб послфднйЕ возникать изъ суммы ма- 
дыхь воличинь, но при отомъ обычный знать суммы Х вамА- 
зяется стилизированнымь 5 (приходится удивляться тому, что не 
206 знают, что. знак У имфетъ такое значение) и это указываеть 


а 10, что здЪеь къ суммированио присоединяется новый процесеъ- 

"Телерк мы должны, нококець, бииже подойти къ вопросу о 
дотическомъ обоснован:н диффербиц!альнаго н 
интегральнаго исчисления; мы непосредственно. присту- 
памь ‘ив’ равомотрение вого вопроса въ его ноторическомь 
развити. 


46. 

1) Основная идея заключается — какъ лемерь изла- 
таютЪ во ворхь выОшихь школахь, такь чт0 миф приходитея 
только въ .двухъ словахъ вамь это наломнить--въ томъ, что 
исчиелен!е  бозконочно-малыхь предетавхяеть 
попросту приложен!е общлго понят2я о предё лв; 
производную опредёляютъь какъ предёль ча 
стнаго соотв тотвенныхт конечныхь пряращеуй 
перемвниоё и функц! и: 


ду 

= Ша. = 

дк во ДУ’ 

предполагая, что этоть иредёль сущеетвуеть; это ни. въ 
коемъ случа но ость частное, въ которомь 4у и 4х 
имфють самостоятельное значен!е. Точно такь же интеграль 
юпредъляють, вакъ предЪль суммы: 


5 
‘Дь= Ши. 3%. АХ; 
. 4; > 
в й 


тдь Ах; обозначаеть коночныя доли промежутка а ам 
юбыя значеня фунжщи въ нихъ; всё Дх; должны совмбетно стре- 
миться ив вулю; но нн-въ какомъ случаф не дохжно 
приписывать реальнаго значещн символу у. 4%, 
изпримёръ, вакъ олагаемому суммы. 910 обознечене 
удержано лишь изъ выше ужаванныхь соображенй песо“ 
обравности, 

2) Такое поннмаше можно найти уже у Ньютона въ 
очень тотной форм®. Я приведу одно мёото въ его тлавномъ 
произведения: „Руасцие рыЙоворае вабга 3“, выледшого въ 
1687 тоду*): „ОТ\ишае гаНодез Шае, Зазеи чате Найез вуа- 
повеши, гвуега ‘пов зат таМопез диап абит аНИтатуи, ед И- 
пбев, а@ 00’ ЧбаабИаяна зле Ише Песгезбвибдии гаМопея 
зетрег врргоричиель 56 (ов ргора аазеци{ розвол, Ччаш рго 
Чая цоолав НРегетЫа, пилите чего фгалзртей: печие риа ай 
Чрщеоге уаата доалывафев” Фо пиральме 1 общиви“. Влрочемъ, 
Ньюйоно совершенно избёгнеть въ эгомь сочиненя примёнених 


*) Кергимей (от %. Рлошзол зад Н. Ваекфати, б1аа50% 1871, рав. 88; 
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иечислешя безконечно-малыхъ, хотя онъь несомяфиио пользовался 
имъ при первоначальномь выводё своихъ результатов, Дйстви: 
тельно, основное произведене, въ которомь онъ развиваеть свой 
методъ. безконечно-малыхь, Иьютонъ налисаль уже въ 1671 т., 
хатя появилось око зпервые лишь въ 1786 году поль назвашемь 
„Метойия Пахотий её земегил: шИоИатат“ *) („Метохь. флюкеи 
и бозконечныхь рядовъ“). 

Вь эюмъ произведейи Ньютонъ развиваеть, не 
вдаваясь въ разъяснешя прияцишальнахо характера, новое счи- 
слеше па многочисленныхь примёрахъ, При этомъ 
онъ примыкоеть къ одлому представлен! ю изъ повсе- 
дневной жизни, которое ‘дёлаеть весьма. понятнымь пре- 
ДЯЛЬВЫЙ переходъ; а именно, если разсматривать дви 8- 
н16 х==У() вдоль оби х-овЪ въ ‘моменть № то всяый имветь 
опредёзениоё предетавлене о томъ, что назылаехоя скоростью 
звхого двяжезая; воля присмотреться ближе, то увидимъ, что это 
въ сущности и есть’ предфль отношещя конечныхь наращенй 


Эту скорость съ которой перемённая х изм&- 


няетоя во времени, Ньютон и принимветь за 
основан! е своих разсужден!й, кавъ „флювоЕю“ 
перемфкной х. Онъ представляеть себ, что всё перемн- 
ныЯ д, у зависять отъ этой первичной перем иной, 
времени # таюъ что производная явдяетол частнымъ двухъ 


4 


флюко: что мы золисали бы тенерь подробиве такъ; 


ду. 4х 
( . г) ` 
3) Кь этимь здеямь Ньютона примыкаеть дёлый рядь 
математиковь ХУПГ столвт!я, которые съ большей или 
меньшей строгостью строили иечиоленйе. безконечно-малыхь на. 
цовязМи о предёлВ. Я назову лишь п®еколько имонъ: Маило- 
рень (С. Мваалинт), нацисавыий „Тува ве о лх1008“**) („Грак- 
тать. о флюкс1ях 5“), который въ качестве учебника имёиь. 


*)-1. Мою Орпяоща, Т. 1 (Гапзаллае, 1748), рад: 29 
=) Ваши, 1749” 


зат 


обтирный кругь вщяня; зазЯмь Даламберь (@’Аетрего; 
Учаотвовазний въ большой французской „Методической 
энциклотед1 и“ („Басуюорёе по ио“); накопець, №э- 
стнеръ (КАзиег), живиИй здбеь, зъ Тёттингеяв, проводнль тв 
же идеш въ своихь ‘лекшихь и книгахь. Наконень, и самъ 
Эйлеръ иринаднежить, главнымь образомт, кз ‘этому же: напра- 
зленцо, хотя у него, пожахуй, проглядывають уже и друг!я тенденши. 
&) Но во вофхь этихь построешяхь анахиза оставался още 
одинъ существенный пробёть, безъ заполнешя лотораго не могло 
быть и учи о послфдовательной системв исчисле» 
н{я безконечко-малыхт, тотда, хотя и знали. опредфлене 
производной, какъ предфха, но не хватало ‘еще средотва диял 
того, чтобы, обратно, по данному зваченио производной опред%- 
лить величину приращен!я функц!и въ колечномъ 
промежутка. Такимъ средотвомъ является теорема о сред- 
ненъ значен!и, и пеликой заслугой Кожи (Салс№у) является 
то, что онъ виолиВ оцфниль цеяральное вначея!в этой теоремы 
и соотвётетвенио этому лостазиль ее вотлав8 диффе- 
ренцтальнаго исчиснен!я. Поэтому по будеть преувехи- 
четема, если мы назовемъ его оспозателемь точнаго 
анализа безконечно-малыхъ вЪ современномь смысив. 
Основное значене имЗють въ данномь отпошени его „Везиб 
4ев 106018. зах 18 сай! шинели“ *), составленное на оено- 
ван ето левши въ Паряж{, & ‘также второе  издан!е ихь, въ 
когоромъ появилась только первая часть подь зазлавемъ „12018 
зиг 1е смещ ИИетелае" **). ` 
Теорема о средяемъ значен1я заключается въ олё- 
дующемь, вели 7(+) продотавляоть непрерывную 
функц! ю, обладающую пепрерызною производною 
7’), то воегдь найхется между хи х--й такое зна- 
чен{е з-- 0, что 


Херв=Неле-Ны, 05658) 


Въ это выражене входить харантериая для творемъ о среднихь 
зиаченяхь неличина @, которан начинаюлему чаото ка первыхь 


+) Рама, 1823: перьдечахвно въ „Обуугев созпр1 88", Бе. П, ТПУ 
(Рама, 1889), 2 узи . ` 
**) Рама, 1829; „Осиутея сотретев", 96г, П, Т, ГУ (Рама, 1889). 
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порахь предотавячетоя такой удивительной В% твометри- 
ческой форм8 эта теорема нредотавляется весьма наглядной: 
ола’ утверждать лишь, “о между точками я и х--# 
всегда найдется па кривой такая точны х-- 84, въ 
которой ‘касательная кт кривой паратлельяа 
хордв (рис. 84), совдиняющей точки хи х-- Л, 

5) Какь же доказать строго ариометически тео- 
рему о среднемъ значоен1и, не прибфтая къ теометриче- 
слимъ предотавлещямь? Такое довавательство должно, конечко, 
боОтОять ТОЛЬКО ВЪ ТОМЬ, ЧиО доказываемую теорему сводять на 
аботравтно уотановлекныя ранье въ самой точной форм® арне- 
метичесыя опредзлешя перемённыхь, фунецИ, непрерывкости и 
тому подобныхь понятяхь. Въ этомъ емысив впервые нашли 
виоднё отрогов ‘доклзательство Вейермтуассь и ‘его по- 


= ЗИ зы” ® 
Рис. 84. 


слёхователи, которымт мы вообще обязаны современ- 
ным ариометическимь предотавленяих о числовом континуумв. 
Я хотёхь бы отм®тить здфоь лишь характерные моменты этихъ 
равоужденй. 
. Прежще веего нетрудно свести нашу теорему юь тому олу: 
чаю, когда. фиущая, ограничивающая кашу дугу, горизон- 
талька, т в вода /(а)==7(х--й) (ржо. 85); въ этомь 
317188 `трабуетоя похавать, ‘что существуеть точка, въ 
воторой касательная гориаонтальна. А для э10гд 
служить знаменитая теорема Вейорштасва, по которой 
всяжая ирирерызная въ иАкоторомъ промежутий 


ЕВ 
функцЕя дайствительно прикимаетф въ немъ, по 
крайней мфрё, одинь разъ свое наибольшее и нё- 
именьшее значен!е. По крейней мёр, одно изь атихь 
наябольнихь и наименылихь значени должно дежаль внутри 
промежутка (м, #-Рй), воли лоключить тривальный случай, 
хогла фунющя равна постоякной величин. Предположим, что 
это— маноямумь и что окъ приходитея въ точкв мех ТОГДА 
2) справа п слфза отъ этого мфета иметь: менецня знамоняу 
поэтому отношене конечныхь наращен имфеть справа отрица- 
тельное, & слфва положительное. значене, Саздовательно, произ- 
зодную, которая, по предположению, должна, сулдествовать вв каждой 
чочЕВ, можно предотавить вь точвЁ х-Р0, как предьль либо 
только положительныхь, либо только отрицалельныхь зкаленй, 
смотря по тому, будемь зимы разематривать ее’ какь предфль отно- 
мени конечных разностей слава, илл какт предёлъ тажихъ же отно- 


Рис, 85, 


лен справа отъ разоматриваемой точки, Поэтому произвокная мо- 
жеть равняться только нулю, и, таким образомъ, оказываются 
докаванными сушествоване горизонтальной касательной н, вмфот®. 
оъ тёмъ, и творема о среднемь значения, 

Пбраллельно съ отимъ направлощемь, съ коорымт мы 
теперь Жбзявкомнаись и.вЪ духф хотораго Ностроека. современная 
научная Математика, въ теиоме столётН существовало и распро- 
отранияось другое: существенно отличное цонимьн1е 
иефиоловуя безконечно-малыхь: 

1) Оно исходить изъ  отарыхь метаф ИзЗИЧ 6> 
окижь СИВуАнЕаНыхь боображен!й о построен 
Контянуума и еразаожимыене дашйе поблЬднихь „безе 
нечпо-иалкоы“ соббаныяь чаброн, Уже ве древибсти отв» 
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чаютол намеки. на тахого рода предетавленя, а. у схоласти- 
ковь в залёмъ у философовь-1езуктовт они ветрётини 
Фольшое сочувствие. Какъ на характерный примёръ я укажу ‘на 
заглае уже упомянутой клиги Кавальери „Соотейла 
тагувН Тиз. сопИпмомии". („Геометрия сололныхь величинъ, 
зоетоящихъ изъ нодзлнмыхь“), которое указываеть на его 
истинное основяое возарфие. ЛВНствительно, точка зрёыя при- 
Флиженнаю опредёленя играеть у Къвальери лишь второ- 
отеленную роль; оть фактически очитаеть пространство состон- 
шимь изъ недфлимыхь послёднихь соотавныхь частей, изъ 
1041918151 а“. Вообще, ‘ддя полнаго улененя’ этого рода 
пондепци, очень важно и интереено быть знакомымъ съ. тёми 
‘`равличными” расчленещями, кашя представлене о континуум 
спыхало въ течеше ряда стол (и даже тысячелдьтий). 

2) Кь такого же рода возарвшямь примынаеть и Лейб- 
виць, ноторый раздфляеть съ Ньютономъ славу изобр- 
тевйя исчислешя безкопечно-малыхъ, Для.мего первичнимъ эле- 
ментомь иечисленя бозконечно-малыхь изляотся не произ- 
зодная, кькъ продё ль, а дифферонц!аль 4х пере- 
м8нной х, который имфетъ реальное существова- 

`н:6, какъ поблёдияя нодфлимая составная часть 
©еи абоцисстъ, хахь величння, которая меньше вонкой конеч- 
ной воличины и лее ко не равна яулю (бозкокечно-малая 
величина). Аналогично этому ‘днфферени!алы высших 
порядховь 4'м, 4х... опрелёляютоя, кахъ безконочио-малыл 
величины 2-то, 8-то,,.. порядковь, изъ хоторыхъ каждая безно- 
‘ночно мала по сравненно съ предыдущей; такимъ оброзомъ, мы 
золучаемъ рядъ качествелно различпыхь систомъ. величину. 


. Впрочемь, у Лейбница это воззрён]е. отнюдь не является 
эдинотвеннымь; зо млогихл случаяхь у ного выступаеть 
на первый лланъ точка зрёшя приближеннаго опредёле- 
н{я, согласно. которой дифферови!аль ах. предста- 
вляеть конечный, но столь малый отрёзокъ, уто 
вдоль него отклонен! е кривой оть касательной 
зовершенно. нозамётно, неуловимо, Эти метафивиче- 
«я спевулящи прбдотавляють, разумйетбя, лишь идеаливащию 
‘простыхь пеихохогическихь фактов, имёющихь зл8сь. мвото. 
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Совершенно отдёльно стоить у Лейбница трет ‘взглядь, 
который, пожалуй, нанболве ндя него хараитерены; это — фор- 
мальное иредставлен!е. Я уже не. разъ имфть случай 
отмётить, что въ линё Лейбница мы должны видёть оено- 
вателя формальной математики. Идея, 0 которой 
идеть рёчь, заключается въ сльдующемь: совершенно безраз- 
лично, кахое именно значете имфютъ дифференщалы и даже 

` мють ли они текояое вообще, лишь бы были воотвЪотаен- 
вымъ образомъ опредфлены правила дВйсзвИ съ лимя: въ такомъ 
случай, золи постумажь оъ дифференщалами согхаено правилам, 
то должно, во веякомъ случаЪ, получиться нёчто ‘разумное, ира- 
зильное. При этом Лейбниц» постоянно увазываеть на зна- 
логНо съ комплексными числами, о которыхт 7 него были втолнй 
соотябтетвенныя представления. Говоря о празилахъ дёЯ- 
ств1й съ дифференцалами, мы ‘имземъ въ виду, тлав- 
нымъ образомт, формулу: 


еда д. 

творема-о среднемь вначени показываету, что эта формула бу- 
доть вёрна только въ томь случай, воли написать въ пей 
7-0.) выбото 1’ (2); но содержажияся здфоь ошибка, есть 
безконечно-махлая зеличина ^выешаго . (второго) 
порядка, а ка таня зеличины—я въ этомь заключается 
гхавное формахьное правило —яе должно обращать вия- 
маня при вычислон1яхъ съ диффоренц:алами. 

Самыл важныя работы, онубликованиыя Лейб- 
ниномЪ, помбщены въ знаменитомь лаучномъ журналь „Асфа 
ого ого м" ва 1684, 1695 и 1712 тоды*). Въ первомъ изъ 
этихь томовъ находится отатья подт заглашемь „Моча лей: 
рго шазлыв её. пушутиа" (отр. 467 и сл.); она препотавляетт 
собой ‘первое вообще почетное произведению, посвященное диффе- 
ренщальному яочисленно, а именно Лей бниц® изльгаеть ВЪ 
ней попросту правила ‘дифференцирован!я. ` Поздизйция работы 
дають уакже разъяононя принцип! альнаго характера, 
въ - которыхь’. особенно залётно выстунаезь формальная 


*) Частью переведены ль собраюб: Овриудйз Кавзкем №188. 
(Негодевек. уод @. КоувочеШ, Мерыв 1908). 


352 


точва Зрён1я. Въ особенности характерна въ этомъ отпомени 
небольшая работа, напечатанная 2% 1712 тоду*), т.е. вт, посл д- 
н1е тоды жизни Лейбница; въ ней Лейбницъ говоритъ 
нажь равъ о теоремахь и опредёлешяхь, которыя суть лишь „0- 
Легапцег чега“ или, по-французски, „разза ев“: „Вхогем диет 
пои зизбтейь Павень ащеп ибии шабтила ле са]си]ав4о еф ай вает 
тичешова ппгуегемевие содеерыа тен“ („ибо ояк не выдер- 
кивають строгой критики, но чёмъ ив мерёе ваходятъ большое 
примфнеше въ вычисленяхь и годятся, кавь эвристическое сред- 
ство и для уясненя общихь понят)“. Это Лейбниц относить, 
каквь къ комиловонымь числамъ, такь и въ безконечности; ваз 
примёрь, когда мы говоримъ о безковечно-маломъ, 10 „вотуто- 
ЧИвЫ вхртезуошв вец ФгетПодие мещаНз ЗивегуЦииз, зе@ поп 
18} Чоеталёег тега. Лоийиит, ‘доае ахрЦевбюле мелЧашии“ (поть- 
зуемся ими для укоботва выраженя и для сокращещя рёчи, но 
высказываемъ лишь отноеительныя истины, хоторыя укрёпляются 
объяенешемь“), 

3) Начиная съ Лейбница, новое исчиелеве быстро рас- 
пространлетея по континенту, при чемъ каждая изъ трехь его /о- 
становокь находить своихъ представителей, Прежде веего я 
должень назвать первое руководетзо по дифферен- 
Ц!альному исчиелен! ю, какое только было вообще опубли- 
10—„АпаТузе дез и Ти: менЕ реф! 5$. рошг Гтп- 
$е115епсе 4ез сопгЬез“ (Раг, 1696, 2 64. 1715) маркиза, 
Дехопиталя (4е ГНозрИа), одного изъ учениковъ Ивана Вер: 
нулхи, хоторый, съ своей стороны, поразительно быстро перевяль 
новыя идеи оть Лейбница. Въ этой княтё проводится точка 
зрак!= приблищеннаго опредёден!я; чёшь, напри- 
Эврь, правую Делопиталь равоматриваоте, какъ многоутоль- 
НИБЪ” СЪ ОЧЕНЬ малыми сторонами, касательную, кавъ продолжен 
такой стороны (отр. 11). — Распространеню диффервнщельнаго 
иочиолья Лейбница В Гермаши особенно соджйствоваль 
Христ1виь Вольф (СвмаНар 0 вы Галле” (Нае), 
опубдиковавлий содвриаже свойхь лекщй въ „Еелет» пла е5е08 
зиухетвае“ **), Водьфь въ самомъ нечалв дифференщальнаго 

*)-„ОБвегуано: 
167 — 169. . .. 


**) Вцервые Зоаь в: 1116 тоду.- Новов издаме: В4. поу, 
НаНае, Мававроце ао, 4742, раб. 545. 


К я Це увхо звизп Медобл шИлНевуияИ5“, рав» 
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очислешя вводить диффервнщалы Лейбница, но при этомь 
особеяло подчеркиваеть, что оли ие имвють никакого реаль- 
него эквивалента, А относнтельно воего того, что для па- 
шего восщилтя является безконечно-малымть, оть проводять 
снова исключительно точку зрёшя приближеннаго опредфлен1я. 
Тихь въ вид примфра, Вольфъ говорить, что высота горы 
ие испытаеть измёневя, замфтнаго для практическаго измёреня, 
вели внять съ нея или прибавить пылнинку, 

4) Нервдко вотрёчается чаще метафизическое пред- 
ставлон!е, приписывающее дифференталалгь реальное суще- 
сотвовав!е. Особенно оно распространено среци философовъ: ло п 
вреди представителей математической физики оно находить ие 
мало приверженцев. Жь числу послфднихь принадлежаяь, между 
прочимъ, Пуассокъ (Ро15з0п), кохорый въ предислови къ своему 
знаменитому трактат? по механиЕВ („Та де тёеаю ие“, 2-06 
изд., Раз4з, 1883, 5, Г, стр. 14) въ очень категорической форм вы: 
сказывается въ томъ смысль, что безконечно-малыя величины 
о тольхо предотавяютъ оруде нзехфиованыя, но даже вполнв 
реально существуютъ. 

5) Вёроятно, воявдотве философекой зрадиши, это предета- 
злене перешло въ попузяриую учебную литературу 
и играеть въ ней большую роке и’по сю пору. Для примбра я 
назову учебкикь Любеена (Т5зет) „Введеше въ иочисленю 
безконечно-малыхь“ *), виервые появявиИЙся въ 1856 тоду и. съ 
яАхь порь имёвийй долгое время—быть можеть, и теперь еле — 
пеобычайное вляне на широые круги публики; въ мое время, 
несомЕйинно, веяый — въ ученическАе годы или позже — брал въ 
руки эту кингу, и мкоме изъ ноя впервые почеринули побуждене ю5 
далькЬйиему изученно’ математики. Люб ввнъ сперна опредВ- 
лиеть произвощяую при помощи понямя о предфлв, но на ряду 
съ этимъ, начиная со второго издазя, помфщаеть тб, 310 он 
очитабть истиннымъ исчислен!емъ безхонечно-ма- 
лыхъ, — мистическ!я операции надъ безконечно- 
малыми величинамя. Соотвётотвуюня главы помечены 
звздочкой въ знак того, что он не содержать новаго мазо- 
Мали. Здвоь дифференщалы зводятся, какь  поолёдийя доли, ко- 


*) „Вшеоое шп @4е ТаноЦезраятесвииив", 8 АМД; Бефрае, 1899, 
53 
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торыя возникают, напримёръ, при вослфдовательномь дфленйх 
кокочной величины пошоламъ, въ безвонечнохь, неподдающемся 
опредфлентю чисяв; каждая изъ такихт, долей, „хотя и отлична 
оть абеолютнаго нуля, но не поддается установхевцо; она иред- 
ставляеть собой безкоявчни-малую (тбицезаиа!ят0з5е), дувовен!в, 
мгновен!е“, далфе слёдуоть англская цитата: „Безконечно- 
малое — это духъ отошедшей зеличины“ (отр. 89, 60}. Дальше, 
ль другомт мот» (отр. 76) читаемъ еще: „Методь безконечно- 
малых, вакъ видитт читатоль, очень тоны, но правильный. Если 
216 это недостаточно явотвуеть изъ предыдущаго и послёдую- 
щаго, то причиной этого являются недостатки пазего изложения“, 
Весьив питереено познакомиться съ этими разоуждещями бляже. 

Для сопоставлешя я назову еще распространенный „Куроь 
Опытной Физики“ Вюлльнера®), вк которомъ первому тому 
предиослано краткое издожете. дяфференщальнаго и интегральлаго 
иечиеленя, этимъ автор® имфетъ въ виду дать возможность овна- 
хомитьея съ необходимымя для физики свёдённия изъ анализа 
безконочно-малыхъ естаственникамъ и медикамъ, которые въ гим- 
на н ке пр!обрфяи этихь зкавй. Вюлльнерь налннаеть 
(стр. 81) съ опредёлея того, чтбф такое безконечно-малая веци- 
чина Ах, и затАмъ переходить къ болво трудному опредфленю 
второго дифференмала а’. Просмотрите э10 введено съ точки 
зрьв!я математика и подумайто о томъ, какое получается проти- 
воре: въ школ изгоияють авализь безконечно-малыхь, накъ 
сяншкомъ трудный предметь, а потомъ приходится постагнуть 
его при помощи такого рода изложейя па 10 строницахь, не 
только совершенно неудовлетворительнаго, но и крайне труднаго 
для пониманя. 

Прачику живучести подобныхь возарвЕ наряду съ мате- 
матичеоки-точнымь методомъ предзловъ мадо покать 3% весьма 
распространенной потребвооти заглянуть, минуя аботрактло-хоги- 
чвомя разсужлен!я способа предфловъ, поглубже въ самую при- 
роду непрерывных величину; желають составить себё 0 
ней бодфе понкретныя предотавлешя, чзмъ тв, которыя возки- 
каютЬ, когда мы подчеркиваему только пенхологичесте моменты, 
опредёляющуе поняте о предёлВ. Въ этомъ отношен1и характерень 


*) УП век, „БоБЬоов авг Екрееипеплнийрвув“,-6, лай. Лай 
21,1907. 
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одинь афоризмь, который, пасколько я знаю, пренадлежнть фи- 
лософу Гоголю и въ прежнее время часто новторялен ть кни- 
тахъ и лекцыгхъ; ошъ ухверждаеть, что функц! я у==У(и) изо- 
бражаеть быт! е (4аз Зет} вещей, а производная — 
ихъ отановлен?е (43 УУегйеп). Конечно, въ этомъ утвер- 
эждени есть ибчто заманчивое; но только надо ясно сознавать, 
что подобныя фразы нясхолько не содфйетвують дальяаему 
развито математики, ибо цослёлияя нуживется въ болёе точных, 
поняяхт,. 

Въ новЪйшен математикв „актуально“ безконечно- 
малыя величины основа попали въ честь, но только въ с9- 
вершанно иномъ порядкВ дей; именно мы встрёчаемъь ихъ въ 
геомотрическихь изолёдованяхь Веронезе (Уе- 
гопезе), а также въ „Основан1яхь Геомвтр! и“ („Отиша- 
1авеп ег @еотоыуе“, 2. Атй., Тефрие 1908) Гильберта (Ш 
фе: Идея, которую я амёю въ виду, в самыхь краткихъ еловахъ 
сводится хь слёдующему, Разематривають твометрию, вЪ хото- 
рой звдаше х==а (а— обыкновенное веществекное. число), опре- 
дёляеть вобой не одну только точну оси х-овъ, в безколеч- 
ное множество чочекь, абоциевы которыхь отличаются между с- 
бой на конечныя кратныя безкокечно-малыхь величинъ разхич- 
ныхъ порякковь 1, &. тацямь образомъ, точка будеть 
опредълена, если дано 


а 


гдё а, 5, 6,... означають обыкновенныя зеществеп- 
ныя чиоца, У Гильберта зопровь поетавлень тахъ; онъ 
‘устанавливаеть отиосительно введенныхь чакямъ образомъ ввли- 
чинь. 06обыя положен въ качеств акоомт и ири ихъ помощи 
обнаруживает, чтосъ ними можно оперировать безъ 
риска впасть во внутреннее противорв че. Самый 
важный моментъ предотавляеть при этомъ недлежаний выборъ, 
критер!еръ сравиеншя числа х и второго числа, х: ==. 8-18 --- 
Прежде мовго, конечно, устанавливають, что х> ниши «я, 
эели 2 > иши «а, если же а-=а:, То вопросъ о срав- 
нен1и величинъ рашають вторые коэффин!енты 
въ томь смыелё, что хам, если 22Ь:; если жен 
$=6, то козффиц!енты с даюль р&шен!е вопроса. 
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итд. Вы поймете это лучше всего, если не будете пыталься 
связывать съ паписаиными буквами пикакихъ особенныхь иред- 
ставлен!й. 

Оказывается, что съ тавими объектами можно оперировать 
110 этим» и еще друтимъ, указываемымь далфе, правиламь совер“ 
пенно аналогично тому, какъ опорируютъ ов конечными числами; 
при этомь отпадаеть только одна существенно зажная теорема, 
тифющая мото въ системв обыкновенныхь вещестренныхъ 
чивелт, п именно теорема, гласящея, что ко воязиыь двумь но- 
дожлтельнымь числамь сои а, какь бы мало ни было первое изъ 
лихь и кавь бы велико ни быдо второе, можно подыскать такое 
цёлое чиело м, чтобы было нс > е. Въ данномь случа» изъ при- 
веденныхь опредфлев непосредственно вытекаеть, что любое 
конечное кратно н.д величины 1) воагда будет 
меньше всякваго конечнаго положительнаго числа 
а; 370 именно свойство п характеризуеть 17, накъ безконечно-ма- 
лую величину. Точно такъ же воешда и.ё< 1), т.е. & зоть без 
хонечно-малая волячина высшаго порядка, чёмъ 
1. Такую систему чисель называють не-архимедовой, такъ 
какз” упомянутую теорему 0 конечных числахь называютъ 
акетомой Архимеда; Архимедъ устанавливаеть ее, ваъ 
педоказуемое-— вфрнфе, какъ но допускающее дальнёйшаго дода- 
зательства основное допущен/е относительно конечныхь чиселт. 
Тоть фактъ, что эта вкеюма перестает амть мфето, авляетея 
характернымъ момектомъ для появлен: я акту- 
ально безнонечно-малыхь величинъ. Вирочемт, при- 
ввоене этой акоюмВ имени Архимеда, какъ и большияетво 
другихъ нмеинихь обозначен, являетея исторически. неточнымь; 
уже за со дыф до Архимеда ее высказаль Евклид», по 
торый, повидимому, таже но самъ ее чашегь;, а занмотвовалъ, 
халъ н очепь многя друйя изъ свонхъ теорем, у Евдокса 
Родосскаго; 

Изучен не-архимедовыхь величина, примёняеныхь, въ 0с0- 
бенносхи, въ калестзь координать для построеши „неархи- 
медовой геометр{ и“, имфеть цёнью бодфе глубокое про- 
никновене въ сушноеть тёхЪ. положен, которыми устака- 
вливается. непрерывность, и принадлежить къ общирной групи 
ивсладованй о логической зависимости различныхь аноюмъ обык- 


новенной теометрн и арнометики; съ этой ифлью обынноненио 
отроятъ такую лекусотвенлую чпеловую систему, въ которой пмфетъ 
ыРет0 ТОЛЬКО Часть ВОВХЪ акомь, и изъ этого заключають о 10- 
тической независимости прочихъ акоюмь отъ первыхт. 

Естественно возникаетт, вопружъ о томъь нельзя ли 
распространить на так]я числовыя системы ана- 
лизъ безконечно-малыхь въ строгой современной 
его постановки: другими словами, нельзя ли поетроять ево- 
эго рода не-архимедовь Анализтъ, Первая и самая глав- 
нан задача заключалась бы вт доказателеств®, па осковани при 
нязызхь ако1омт, теоремы о средпемт, значени: /(и-- 1) — (+) = 
=. (#-- 0%). Я яз хочу утверждать, что вЪ этомъ каправло- 
нм узиёхь невозможент, но во, воякомь случаз, до сихх поръ 
никому изъ тах (а ихъ не мало!), кто заннхаетоя актуально без- 
конечко-малыми величинами, не удалось добиться какихь-либо 
положительныхь результатовъ въ этомъ направления. 

Чтобы помочь вамъ аучше ортентироваться, я замфчу еще, 
что 0 времени Кози тоермият „безконечио-малый“ стали упо- 
‘треблять въ современных учебникахь въ друтомъ омыелв. А: 
именно, теперь никогда яе говорять, что величина безконеч: 
на-мала, но говорять лишь, что она становится безко- 
ночно-малой, и видязть въ этомъ лишь удобное сокращенное 0бо- 
значене того обстоятельства, что разсматряваемая величине ие- 
ограниченио убывавтъ, стремясь жь нулю. 

Теперь я должень упомянуть еще о 10й ровиц! и, к010- 
рую выввало такое обосмован!е анализа на поняти о безковечио- 
малыхь величинахь, Въ этихъ предотавленихь очень скоро по- 
чуветвовали что-то мистическое, нёлоказуемое; въ результате 
нерёдко возникало даже предубёждене, будто дифферевщальное 
очислене является особой философской системой, когорую` нельзя 
доказать; но въ которую можно только вёрить, или даже прямо: 
таки, выражаясь грубо, — подвохомь, плутней. Наиболве рзкямт, 
критикомъ въ этом смыслё явдяетсн философь Вёркли (Вег- 
х@еу), который въ небольшой киижкё подъ заглащемъ. „Ана- 
листъ“*) въ весьма забавной формё вышучиваеть ‘неясности, 
Паривиця въ то времи въ математнкв. При этомь Вёркля 
хоходись изъ той мысли, что по отнолевю мъ принципемь и 


*) Тне влаув", Годдол, 1784, 
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‘методамь математики критнка должна предоставить, себз такую 
же свободу, какую математики примфияючь, въ свою ‘очередь, 
къ тайнамеь релии, н затёмь самым окосточеннымь образомъ 
нападиетт, на веб методы яоваго Анализа — какъ на иочнелево 
флюжой, тазь и на опорироваще сь диффоренщалами: въ ре- 
зультать онъ приходить къ тому зыводу, что вее построеве 
Апилиза неясно совершенно непонятно. 

Подобныя воззрёя сохранилиеь и до вастоящаго времени 
именно среди фихософовъ; они все еще знають линь опе- 
ралли съ дифференщалами и соверленяо ле уеводли себ способа, 
предфловъ, разработаннаго въ нов®йшее время до полной отро- 
тобти. Для примвра, позвольте мяё процитировать одно только 
мфото изъ книги Ваумана „Пространство, время и матема- 
тика“ *), напечатанной въ тестидеснтыхь годахь: „тавимь обра- 
зомъ, мы отвергаемъ то логическое и метафизическое обосноваше, 
тоторое даль Счисленно (КаЙи]) Лейбнипьь, по самаго Очиоле- 
ны мы не касаемоя. Мы очитаемь ого гевальнымь изобрётенемь, 
оправдавиимь себя на практикь, скорве исвусетвомъ, чёмь нау- 
кой; построить его чисто логичееки невозможно, изъ элементовь 
обыкновенной математики ово яв получается...“ 

Этой же реввтуой противъ дифферекц!аловт схёдуеть объ- 
донять и не разъ уже упомянутую намя попьчку Лагранжа (яъ 
ето „Тивогге Чех ГопеМотз ана иез“), которан представляется 
намъ теперь опять въ новомъ освёщеши. Лагранаъ хочеть 
совершенно удалить изъ теор и ие только безконечно-малыя вв- 
зичины, но и вообще вс% предёльные переходы; онъ ограничя- 
вается разомотревемь такихь функш И, которыя можно опредфлить 
‘носредетвомъ отеленныхъ рядовъ: 


да ааа ща... 
& ИхЬ „производныя фуньц1и 7” (4)“ (Латранжъ не 
признаетв производяой, казъ откошен дифферентеловь и ка 


4 
употребляеть символа, 22 опредёляеть чисто формальнымь обра- 
зомъ, а именно поередотломь воваго степенного ряда: 
= ива... 


о) Вамшашь, „аш, Рыб пра Мора, Вен, 3889, ВА, 1, 
стр. 55; 
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Въ соотьфтеть и съ этимь, онъ говорить не о дифференщаль- 
номъ иочислеши, в объ „ночнолен1и производных“ 
(РегртаНопаеа]си]). Но, конечко, такое изложене не могло долго 
удовлетворять математиковь. Дайотвительно, съ одной стороны, 
опредьяеше фунюия, принимаемое Лагранжемт, слишкомь 
узко, какъ мы это выше подробпо выяснял; в съ другой стороны, 
я это наиболве важно, тан исключительно формальных опредё- 
ления дёлають кевозможлымьъ боле глубокое понимие сущности 
опят о производной или объ интегралф; опи совершенно не при- 
нимають во внимане того, что мы иазвали пеихологиче- 
сЕиМмЪ моментомъ; вопрось о томь, чочему занимаются 
именио такими своебрезиыми „производными“ рядами, остается 
безъ отвёта, Нахонень, безь изучевыя предфловъ можно обойтиеь 
только въ томъ случа, воли оставить совершенно безь 
ВЯИМаЕ1 Я вопросъ 6 сходимости этихъ степен- 
ныхъ рядовъ,; но лишь только мы захотим заняться этим 
воиросомъ, —& это являетея, конечно, меобходямымъ для дёй- 
отвятельнаго примёнея рядовъ, — какь увидим себя выкужден- 
яыми приб\ркуть къ тому же самому понят! ю о пре- 
хвлй, ради устрален!я ноторато и придумана вся система. 
Этимъ я закончу кразюй исгоричесый очеркь развийя 
анализа безконечио-малыхь; я по необходимости ограничился 
тфмъ, что отмётиль значене напболёе выдающихея июдей, играв- 
шихь руководящую роль. Конечно, такой очеркъ слфдовало бы 
дополнить бояве подробнымь изученемъ литературы этого перюда. 
Много интересныхь въ этомъ омыслё указав вы можете найти 
въ рефератё Симона (Мах Зпаоп), предетавленномь съёвду 
Еотествовопытателей въ 1896 тоду зъ Франюфурть, подь вагла- 
вемр; „Къ истори и фияосоми дифференщальнаго счисленя“. 
оли въ заплючене мы окинемь быогрымъ взглядомъ от- 
ношен!е школьнаго преподаван!:я къ исчноден1ю 
безкопечно- малыхт, то увидихь, что ла первомъ отразился 
весь ходъ развит] послёхнаго, Веюду, глф въ прежнее вуемя зани- 
мались въ школЪ анолизомь безконечио-малыхь, мы видиМъ,— 
судя, по крайней мёрё, по учебникамь, а янвче и нельзя судить 
© двд преподавания, полное отсутетв:е. яснаго иред- 
ставленуя о точномъ научномъ ностроея1и ана 
лиза безконечно-малыхь при помощи метода прв- 
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да лов; этоть метолт, выступаль лишь вт бозфе или мевфе рао- 
плывчаномт вид, на первомъ плане отояли операщш съ 0ез- 
зонечно-малыми величинами, а подчась и исчиелеще производ- 
ныхъымкь его попимаеть Лагран:кт, Разумфется, таное препода 
зван!е было ляшено не только строгости, но и доступности, и нётЪ 
ничего удивительнаго въ томь, что поетенно стало распроетра- 
няться весьма рёвкое отрицательное отношене иъ пренодаванно 
зпалива въ шкохВ, Въ сомидесятыхь и восьмидесятыхь тодахь 
дошли каже до прямого запрещеня пренодавать анализъ, не 
пеключая и ревльныхь шкохв. 

Но это, конечно, не помфиало, хакъ я уже раньше лиёлъ 
случай отмётить, прим нен1ю способа предёловъ въ 
икох вь ТАхЬ случаяхь, когда въ пемь оказывалась иеобхо- 
димость; но только при этомъ избфгали самахо назвая или даже 
иной разъ, пожалуй, думали, что занкмаются чёмъ-то другимт. 
Я приведу только три примвра, которые большинству изъ 
зааъ знакомы изъ ватего школьнаго времени: 

а) Общеизявотное вычизлен!е длины окружности. 
и площади круга по способу приближешя къ кругу посред- 
ствомь вписанныхь и описанныхь правильных многоугольниковъ 
представляеть, конечно, точное интегриров ануе. Каюъ 
изВЗОТВО, Этоть опособЪ весьма древнято проясхожденя, & кмевко 
принадлежить Архимеду; этому своему возрасту, восходящему 
до античной эпохи, онъ и обязант, "Ам, что сохранился въ школ. 

Ъ) Преподаваню физики, въ особенности вя механичеекаго 
отдёиа, нуждается безусловно въ поляяяхь о скорости и уско- 
ренш и въ ихъ примвневи хь законамъ паден1я тёлъ. Но 
ИХЬ ВЫВОДЬ Предотавляеть ке что иное, какь интегрирован! е 
хифференц!альнаго уравцен1я 2“ ==, приводящее 
кь фувищи а==фей -Ра!-- В, тд а и 2 суть поохоянныя инте- 
грировавя. Эхоть выводь школа вынуждена даль въ виду требо- 
зв, предъявляемыхь физикой, и т методы, казе школа при 
макяеть, предотавляють, конечно, болве или менбе точные ма- 
ходы яктегрированя, ио только въ замаскированноме вид. 

©) Ви многихь школахь обверной Германи проходят тео- 
р1ю шах] ша и шп! та по способу, которой пазываюту 
тамъ методомь Шоельбаха (Зенеась), выдающегося ‘пода- 
гога-мажематика, о котором всё вы, в®роятно, слыхали, Этоть спо- 
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с0бь состолть въ томь, что для нохождейя ежгота ры 


у=/(® полагаютъ: 
Ша (= Си) 


&=м фм 


о. 


но это вфдь и есть мегодъ днфференщельнато иечислевя съ тою 
лишь разцицей, чжо не проязновятъ слова „производная“. Сам 
Шельбахь воспользивалеи, конечно, этимъ прремонь въ тахомт 
вид, когда преподаваяе дифференщальнаго иочислевя въ пко- 
лахъ было запрещено, а онъ ке вахотЪль отказаться ть этихъ 
идей. Но его ученики переняли пыемъ отъ него въ томь же 
ВиДЪ, назвали его по имени учителя, и такимъ образомъ — это 
дЬластся даже сле и чеперь— ученикамь преподковять, как\ 
открыте Шольбаха, вещи, которыя были извъетны Лейб- 
ниду и Ньютону. 

Позвольте миф въ связн съ этимъ охарактеризовать отяо- 
шев!е их этому вопроеу яышыхь реформаторскихь отре- 
мленЕй, которыя въ настоящее время вотрфчають въ Германи, 
хашь и въ другихь странахь въ обобенноети во Франции, все 
больте и больше сотувотыя и, надо надвятьея, будуть итрать’ 
руководящую роль зь преподаванн матемаликя въ ближайтия 
десятил я, Мы хотимъ, чтобы понят] я, обознача- 


8 
емыя символами у=/(х), >. Да, стали знакомы 
7. 


ученияу вмз ст съ этими обозначен! ями, по не въ 
видВ новой абстрактной хисциилины, а въ органи- 
ческой связи со всёиъ преподаван1емъ: при этомь 
нужно подвигаться впередъ постепенно, начиная 
съ самыхъ простыхъ прим ровъ. Такъ, въ 4.мъ и 5-мъ 
хлаосажь надо начинать съ подробнаго нзученя функдуи у = ах-- 8 
при опредёлекныхь  численныхь значешяхъ коэффищентовь 
а, $ ин функши у-зл?, пользуясь клфтчаАТОЙ бумагой; 
при этомъ нужно стараться постепенно выяслить учащимся 
понят о подъемв или падеши кривой и о площади. Въ но- 
сдёдЕемь классв можно будегть сд®лать общёИ обворь пр!юбр®- 
ченныхь такимъ обрезомь знанй, при чемь само собой обкару- 
жиится, что ученики влодЕ владйють основами или на- 
чатками анализа безконечно- малых. Главная пфль 


_3. 
при этом должна завлючаться въ томтъ, чтобы выленить ученику, 
чео здфар ибть ннчего мнотического, что вее это простыя везти, 
который веяк можеть понять. 

Неоспоримая необходимость ганихъ реформъ явствуеть нзъ 
того, что они имфють вт, виду выяснеше тВхЪъ математическихь 
понят, которыя и теперь господствуютъ во вовхъ безь 
исключех!я ириложен!яхь математиври в0 106803- 
можныхь областях и безъ которыхь совершенно теряет 
зючву воякое обучее въ высшей школь, начиная съ проетёйшихь 
вание по опытной фязнкб. Я могу ограничиться здфер этими 
краткими замчатими, тлгь боле, что канъ разъ этотъ вопрось 
иодробно разобранъ въ княтё Кап -Зов!тасЕ (сх. прим$- 
звне на стр. 3). 

Чтобы показать приложен!е этихъ общихь равсукдевй къ 
конЕретвымь зещамт, я разберу подробиве: одинъ изъ вопрововъ 
исчислещя безконечно-малыхь, & именяо теорему Тэйлора 
({Тауог). 


2. Теорема Тэйлора, 


Обращаноь юь этому вопросу, я отклонюсь оть изложешя, 
обычно принятаго въ учебнккахь, въ томъ же направлении, какъ 
и выше в5 глав о тригонометрическихь рядахъ; а именно, на 
первый планъ я чоогавлю конечный ряду, важный вк прах- 
чичаскомь отношени и наглядное выяонен1я веего 
матер!ала при помощи чертежей. Благодаря этому 
вов прюбрётаеть волн влементарный харажзерь и становизел 
весьма понятнымъ. 

Я исхожу изъ такого вопроса; яельзя ли праближенно 
изобразить ходъ любой кривой у (=), на п като- 
ромтъ вя протлжен1и, при помощи другихь возмож- 
но бохёе простыхь кривыхъ? Проще воего было бы 
замфнить кривую въ окрестности точки х==а прямолинейной 
пасательной къ ной въ этой ток: 


э=иА- Вх; 
такъ именно я поотупмоть зь физик и друрихъь прило- 


женгях\ всяюй разъ, когда при равложеяи функция ва, рядт 
бохраняютьъ только цервыя стелени независимой перёмённой, & 
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остальныя отбрасывають. Можно получить подобнымъ же обра- 
зомь еще лучш!я приближенел, если воспользоваться 
параболами 2-го, 8-го,... порядка: 


= А Вы си, уе А Ви Ся -- ай 


-..: 


или, выражаясь аналитически, мкогочлонами высших 
степеней, примёнее ихъ особенно цфлесообразно ‘по той пря- 
чин, что ихъ удобнйе неего вычислять. Мы будемъ такъ про- 
водить эти привыя, чтобы он примыкали какъ можно 
тенфе въ данной кривой в точкё ха, т, е. бу- 
демъ брать соприкасаюлияся параболы. Тажь, напри- 
мЪръ, параболе 2-го поряцка будеть инёть съ крилой 
у=(х) не только общую ординату, но и одинаховыя первую и 
вторую производную (т. е. будетъ „воприкаевться“ съ нею); 


о у- АВ» 
5 
а: >> 
Рие. 86. 


кубической параболы также и третья производная будеть совпа- 
дать съ 8-ей производной функши у =/(&). Простое вычисяен!е 
даеть для соприкасающейся параболы я-го порядкь 
такое аналитическое выражеще: 


. о] 
а С) (а) м. 
у о + ео 
ел, 8...) 
а 310 какъ разъ первые и членовъ ряда Тэйхора. 
Изеяфлован!е вопроса. о ‘томъ, представляють ли эти 


многочлены годныя къ употреблен1ю приближен: 
ныя кривыя, и, если предотавляють, то нъ какой именно 


_вв1. 
форм, —это иаолбдовыме мы начиемъ еъ разоуждениЕ споре опыт 
наго характера, вакъ н вЪ случаз тригонометрическихь рядовъ 
(стр. 817— 818). Я могу показать вамъ па экранф нёоколько 
чертежей соприкасающихся караболуъ первыхь порядков, 
для нфкоторыхт, простыхь кривыхь, которые изготовиль также 
г. Шимизкъ. Это, прежде всего, слвдующ!я 4 функц: н 
вмботВ оъ ихъ соприквоающимися параболами въ точ 0; вов 
ов имБють пря #==--1 060бую точву: в 

пм м 
1) 108 @а--х) = — Я;-чЕ 
2 аа ера. 
Заира... 
4) ар ад... 


\- Уи) 


Рис. 87, Рие. 88. 
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Чамь выше поряломь соприкаслющихся параболь, тёмт, 
больше он приближаются къ оригинальной кризой въ проме- 
жуив (-1,--1); но замфчательно, что справа отъ, х=4Н о 
отклоняются оть кривой вяерхь илн внизь тёмт сильнфе, чфмъ 
зыше ихъ корядокъ (см. рис. 87-90). 

Въ особой точкё х-=—1, въ которой фунющи 1), 8), 
4) становитоя бозковечно-большими, ордикаты послфдовательныхь 
зоприкаоающихея ивраболь пранимають веё больня в больния 
значеня. Во зторомъ же’ случай, зъ которомъ кривая, изобра- 


жаемая оригинальной функшей, имветь въ точкВ х==— 1 вер- 
тикальную ховалельную и ве имветъ прододжев!я вл®во отъ этой 
точки, поелфдоватедьныя параболы, хотя и продолжаются влво 
оть этой точки, по вое боле и болёе приближаются въ ней ит, 
оригинальной кривой, все круче и круче опускаясь книзу. Въ 
симметрично расположенной точкё х==--1 въ первыкъ двух 
случаяхъ параболы примыкають все бянже и ближе кь орягя- 


%- ину" фея 
Рис, 89. Рио, 80. 


нальнымь кризымь; въ 3-емъ случа ихъ ординаты поперемённо. 
равны 1 и 0, а ордннать оригинальной кривой равна 1; въ 4-мЪ 
случаз параболы получають поперемёнио положитохьныя и отри- 
цательныя значеня, растуния до. бевхоночности. 

Ером того, у меня эдфоь имфются чертежи соприжасаю- 
щихся параболь для двухъ цвлыхь трансцендентныхь 
функц! Й: 


Бета 
ал 
ий 


ИИ ЕЕ 
6) зшх==х -яНя— 


_886. 
Вы видите, что уротяжен!е, на которомь сопрякаваюлияся пара- 
болы прецетавляють годкын приближеня къ оригинальной кризой, 
становятся тВыь болыла, чёыь выше ихъ порядокъ. Въ случа 
функции зи х особенно 
доко видно, какъ иа- т 


р 
раболы отараются вее № 20 


больше и больше под- 
ражаль  холебащямь 
ежнусоиды. 

Замчу, что вы- 
черчизане подобныхь 
кривыхъ для нанболфе 
проетыхь влучаевъ > 
предетавляеть, пожал 
луй, подходящий мате- 
таль и для школы. 

Собравши,  та- 
КИМ образомъ, опыт- 
ный  матераль, мы 


—х 


у-иия 


Рие, 92. 


должны теперь перейти въ разомотр®н1ю вопроса съ 
математической точки зрён!я. ЗдЪоь, ‘прежде всего, 
зозниваеть крайне важный въ прахтическомъ отвошен!и вопросъ, 
0 ой точности, съ кокою вообще соприкасаю- 


_ват. 
цаяся парабола и-то порядка изображаеть орп- 
тинальную кризую, -- тах называемая оцфнка погрьш- 
ности пли остатка; сюда же примыкаеть, конечно, вопроеъ о 
переходв въ безконечно большому м: нельзя ли при ло- 
мощи безконечнаго степенного ряда точио изо- 
бразить данлую кривую? 

Я могу здесь ограничиться тфыъ, что ириведу навболве 
назфотную теорзму о величинф остатка 


хе 


„— 
о оа 


веда 


зылолъ ея вы найдете во всякомъ учебник, вромв чого, я вернусь 
еще позие къ этому, исходя изъ болфе общей точки арёя. 
Между а их существуегь таков промежуточное 
значен{е & что Л, (1) можно предетавить въ таномъ 
вии; 


В -. 


Вонроеъ о переходВ вь безконечному ряду сводится теперь ке- 
посредотненно къ вопросу о томъ, стремится хи этоть остатонь 
Г» (=) при безиредфльномь возристани # къ предьшу 0 или иЪть. 

Въ примёнени къ нашимъ прим%рамъ отоюда вы- 
водятЪ,-- и 970 вы тоже найдете во всякомъ учебникВ, — что 
прежде воего въ 5) и 6) примврахь безконечный рядъ сходится, 
для вефхъ значе! м. Что же касается перныхь четырехь прим%- 
ровъ, хо оказывается, что безкопечный рядь сходится для войхь 
значенй ж, заключенных между Ги —1, при чемъ. сумма 
его равна первоначально заданяой фулктя, но вн этого про- 
межутка рядъ расходится. При «== — 1 во второмъ примёр® 
ряжь сходится, имя суммой величину функши въ этой зотиб; 
а въ 1), 8) и 4) примёрахь сумма ряда стремится въ безконеч- 
ности — такь #6, какь и значеше самой функц, такъ что и въ 
этомъ случа можно было бы, собвелно, говоритя о сходимости; 
на по традиши этого термина не употребляючь въ случа рядовъ 
съ авно` бевконечнымь ‘предфломь. Нокояець, при х==--1 
мы имбемъ лло со охолимоотью въ обоихъ первихь и съ расхо- 
димостью въ обоихъ постринихь примфрахъ, Вев это прекраско 


388. 
согласуется съ результатами изученуя кашихъ чертежей, Но можно 
задать себф, какъ и въ случа тригонометрическихь рядовъ, такой 
воврооъ: къ вакимъ предфльнымь ноложен1ямъ стре- 
матся соприкасающ:яся нараболы, когда мы смотримъ 
на нихь чисто теомотричееви, накъ на кривыя? Вдь онё 
пе могуть внезанно оборваться при #== 21. Для №8 (1-4) 
эти предёльныя кривыя нзображены приближенно на рис. 93; 
& иыенко оказывается, что четныя и нечетныя параболы 
отремятея къ двумъ различнымь прелфльнымь положенямт, 
соотоящимь иаь часты логарнемической кривой, заключенной 
между— Ея --Ъ н пзЪ приммкающей къ пей въ точкё х==--1 
нижкей, и соотвфтотвенио верхней, полсвины вертикали х==-|-1. 
Аналогично оботоить дёло и въ остальныхь трехъ случаях. 

Теоретическое изсявдовае рядё Тэйлора находить свое 
завершене дишь при иереход къ мнимымь перемёы- 
нымъ, ибо только тогда становится 
повятнымь внезанное прекращ в- 
н!:68  оходимости  степен- 
ныхъ рядовъ въ совершенно 
опредёленныхь чочкахь функ. 
Конечно, въ нащихь четырехь при- 
мврахь можно считать, что ато явле- 
18 въ 10456 х==-|-1 объясняется 
въ доотаточной степени тёмъ обетоя- 
тольстВомъЪ, ЧТО рядъ Не можеть схо- 
дитьоя справа дальше, чёмъ онь 
сходится олёва; олёва же сходимоеть 
должна прекращаться въ тОчЕЁ х==— 1, ибо это — особая точка 
дя разсматризаемыхь фуяюй, Но уже въ нижеолбдующемъ 
зримёрё это разсуждене оказывается непрям®нимымъ. Рядь 
Тейлора для вётви функ агое я, которая остается пра 
вльной при вофхь зеществекныхь значешяхь #7 


Рис. 93. 


сходится только въ промежутив (—1,--1), & соприкасающясл 
параболы. лоочередно стремятся вь предёльнымь кривымь, изо- 
браженлымъ черточнымь и точечнымь пунктиромъ (рио, 94). 
Впезапное прехращён!е сходимости въ вподий опредфленвыхь 
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точкахъ х== + 1 совершенно не поддается понимашю, если оета- 
затьсл въ области зещественныхь неремёуныхь. 

Объяснен1в заключается въ зам чательной теоремь 
6 вруг# сходимости, нохорая предетавляеть еамов прекрае- 
ное открыт! е, сдфлалное Коши (Салену) въ теори функц; 
самая теорема гласить; если отмтить въ комплексной 
плоскости х всф особенныя точки аналитической 
фунищ!и (5), то рядъ Тейлора для этой фумицуи, 
относя щЬЙся къ ТОЧЕВ ха, еходитоя внутри той 
окружности, опнеаиной около а, вакъ центра, ко- 


Ри, 94. 


торая проходить черозь ближайшую особую точ- 
ку; этотъ рядф не сходится ни для одкой точки, 
лежащей ви8 этой окружности (рис, 95). 

Для фунити атом, какъ навфетно, значешя х == 5 # пред- 
славляютк особенных точки; поэтому крутом сходимости для раз- 
зожешя по степенямъ л’ является кругь радГуса 1 05 центром въ 
ТОЧЕВ и==ё0. Волйдегв!е этого оходимость должна прекражщаться 
въ точкахь %=-1, въ которыхь 0еь вещественныхь чисель 
выходить за предёлы круга сходимости (рис. 96). 

Что ` же’ касветоя оходимости ряда на самомъ 
кругё рад!уса 1, то по этому вопросу я, долженъ ограни“ 
читься олёдующимь указащомь, примыкающимь въ подчеркиттой 
выше связи между степенными я тригокометриче- 

2% 


Е 
свимя рядами: упомянутая сходимость зависить отъ того, 
можно ли вощественную и мнимую чаеть функци на круг схо- 
димоети вмёетв въ тВми особенностями, какнмя онё тамь необ- 
ходимо обладають, разложить въ оходяцевя триголомотричесве 
ряды. 
Я хочу еще оживить тео- 
— рему Тэйлора тёмъ, что 
покажу, вв какомь отно- 
Шен ОНА СТОИТЬ К 
› проб лдемамф интер- 
. .а полирован1я и разно- 
стнаго нечислен1я. И 
ВЪ ЭТИХЪ ДИСЦИНЛИНОХЬ 38- 
вимаются вопросомъ о томъ, 
чтобы приближенно 
изобразить заданную 
кривую при помощи 
параболы; но здвевь во- 
проеъ ставится иначе; здесь 
ларабола не дояжни примыхаль къ дапвой привой въ одной опре- 
„вленной точи®, а, каиротивъ, требуется, чтобы она перес®хала 
заданную кривую въ нзоколькихъ, зараше ука- 
занныхт точкахъ; лопрось оновв зацлючается въ хомъ, въ 
окой мрё такал „интерполяц!ои- 
вая парабона“  нредотавляеть 
‚пригодное приближеве. Въ проотёй- 
шемъ олучав разница сводитоя въ 
тому, что кривую замжияють ие ея 
касательною, авя сфкущей (рис. 97); 
далфе, аналогично изол®дують квадра- 
личную нараболу, проходящую черезъ 8 
точеи данной припой, кубическую парв- 
болт, проходящую черезъ 4 точки ит, д. 
Такая постановка вопроса въ 
творя ннтерполировышя является виоли® естественной и прима- 
няетея необычайно часто, —напримйръ, при употребленк числен- 
ныхь логариомическихь таблиць. Дёйствительно, въ этомъ случай 
какь разъ допуокають, что потариемяческая кривая проходить 


их 
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Рис, 96, 
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между двумя значонями, данными въ таблица, по прямой лан?и, и 
повтому интерполнрують линейно по обычному способу, пользуясь 
„забличками разностей“, Если же 970 не даеть достаточно точныхь 
результатовъ, 10 примияють и квадратичную ннтерполяциюо, 

По отнощен1ю къ этой общей задач, опред5- 
лен!е соприкасающихся параболь по теоремь 
Тэйхора предетавляеть частный случай; а именно, 
ЗлАсь всё точки пересфчешя кривой съ интерполящонными пара- 
ботами сливаются въ одну точку. Конечно, пря такой замйив 
кривой соприкасающимися параболами слово „интерлолврован!е“, 
воботвенно говоря, не подходить; но, съ другой стороны, въ задачу 
инториолирован|я звоегда рключають такле И „окотра- 
полирован!е“; тажь, напримёру, сфкуную сравиивають съ 
кривой ве тольхо между ея точкоми пересфчешя, кои вы 


— в 


> з. 
Рис, 97, 


ихъ. Поэтому для обозначеня всего способа въ пбломъ боле 
двлесообразнымъ продотавляется, пожалуй, общее выражене „три- 
ближен!е“ (АррхохишаМот). 

Теперь я намёрент указать ньибол8е важныя иитер- 
поляц!ояныя формулы, Постазимъ 0568 прежде всего 
лью опредфлить параболу (и — 1)-го порядка, которая пересвкала 
бы дакпую вривую въ м произвольно звыбранныхь точкахъ 
а, п...) @, Т. ©. Чтобы вя ординалы въ этихь толкахь были 
равны /(а-), /(а:),...,Л(@4) (фас. 98). Эту задачу разрышаеть 
интерполаян1окная формула Лагранжа: 


(а) (ха)... (и — а») 
а боты 91 
 @ в) 5-49 ‚.. 


Та, — а) @,— 5... (а, 
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Въ этой формул® въ общемь содержится и членовъ съ множите- 
лями /(а1), /(а,),...,/(а»); въ чиелятелей этихъ членовъ не вив- 
сены послёдовалельно множители (х-— а), (*—@3),..., (вы). 
Справедливость этой формулы можно сразу провфрить: съ одной 
стороны, воЪ слагаемыя зыражешя у, а, елбдовательно, и само у 
предотавляють многочлелы (и: — 1)-ой отепояи отпосительно “—а; 
съ другой стороны, веф дроби, кромЪ первой, обрашдются 
пря ‚ ВЪ 0, а первая обрацаотел ирн этомь въ 1, такь 
что у оказывается равлымь /(а,); точно такь же у==/(а,} 
при ==, ИТ, д. 

Изъ этой формулы можно получить, нажъ вя частный слу- 
чай, формулу Ньютона, которыя историчееки, конечко, го- 
разло старше формуды Лагранжа. Формула Ньютока отно- 
оитея къ тому случаю, погда даны равноотстоящ!я &6с- 
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с, ©, о, 
Рис. 98. 
циесы а, а,....а» (рис, 99}. Въ этомь случа имёють боль- 


люе преимущество обозначен!я, принятыя в разно- 
етномтъ исчисленГи, и поэтому мы сперва познахомимея съ 
послёднимя. 

Пусть Ах обозначаеть н®которое приращеню перемвнной х, 
а 4}(х) — соотютотвениое приращеше фунищи /(#), такь что. 


ею --аДи. 
Но А} (х), вк свою очередь, представляеть вфкоторую функцию 
оть м, ноторая при изизненых перемвиной х на Дх имфетъ опре- 
двленнух разность танъ называемую „вторую разность“ Д® Аз 


Ах -- дл) = Ак 4° 7); 
энаяогачно нолатаемь далве: 


уе Ая У 
ит, д 


Этн обозналешя виолн аналогичны обозвачещимь дийфе- 
фенщальнаго исчиолен1я, оъ той только разницею, что здфеь мы 
имфемъ дёло еъ опредфленными конечными величинами и ви ‘о 
жакихь предфяьныхь переходахь нфуь рёчи. 

Изъ написанныхь выше равенствь, выражающихь опредё- 
лешя разностей, нопосредетвенно вызекають таыя выраженя для 
злачен1й функции У зъ посл довательныхь равио- 
отстояжихь точкахь: 


А@-Е 4) =} 416), 

Дала Е А- АД) 

==) А) -Е 4* А, ® 
Лева») == Ах дю -- АР 244), 

= -вА А) 4-34? 9-48 Ах) 

Ло--ада) = Ааа 64° у) 94° 4* 6. 


Такимь же проетымъ образомь выражаются значешя функ Г 
я въ дальнёйшихь равноототоянихь точкахъ черезъ носл%до- 
ватезьныя разности { въ первой точкВ м, при чемъ въ качеств 
множителей входят» бином1альные ковффиц!еЕты, 

Формула Ньютоха выражаетъ интердолирую- 
щую параболу (м—1)-тго порядка для я равноот- 
зтоящяхь зочекъ; 


=, а.-==а-- 4х,.., ‚в =а-Р(®Ы—1) 4х, 


т. в. такую параболу, которая при этихъ абециесвхь иметь 
ординаты, равных соотвфтотвующимь значенямь функди У(5); 
эта формула ныжеть видь; 


— —а— А 4* 
ое еее тела... 


Е) 
(и—а)и—а- 4%)... —а—и— 2) 49 4 (о ® 
Ми @—\ ДЕТ 


Въ самомъ дёлЬ, это, во-порвыхь, многочлень (и — 1)-ой степени 
охяосительно а’; во-вторыхъ, при х==а у приводится къ./(а); 
при х==а-- Ах во члеяы лося второго отнадаютъ и остается 


.8т 
у=/(@®-Е4Ау(а), что, вогласко равеногвамъ (2), какь раз равно 
На-- 4а), вт. д, Табдицо (2} показываеть, что этоть мкогочленъ 
то веёхъ и точкахь принимаеть ефрныя значения. 

ели мы хотим въ дёйотвительности примфнить еъ усна- 
хомъ одну изъ этихь формуль икторполироваля, то намь задо 
еще знать что-нибудь относительно той точности, съ которой они 
выракоютьъ фульцио /(хх; другими словами, мы должиы умёть 
одфничь погрЬшность, Эту ощёнку указаль Коши въ 
1840 году), и я охотно приведу здёев ея выводъ, Пусть х сеть 
ханое-нибудь значене, заключенное между значетями @., 24,..., @ 
(мы исходимь изь общей формулы Лагранжа) иди вн® 
ихь (интерполироваше или экотраполирован!е). Черезь Р(х) 
обозначимь значене нятерполирующей парабокы (и — Е)-го по- 
рянка, изображаемой формулой Лагранжа; черезь Л (%) обо- 
ЗПаЧИМЪ ОСТАлокЬ, ТАБЪ ЧТО: 


о =Р@)--В®. (4) 
Согласно опредфлению фунеши Р (=), обтатокь А() нвоо- 
мныфико обращается въ нуль при х==аь, аъ...,@5; помому мы 
лозагаемъ: 
вы, 


1 


Выхьлек!о множителя #! предотазляетсл удобнымъ по той при 
чинф, что тогда множитель 4 {») оказываетоя равнымъ 
значеню я-ой производной объ /{(х) для нёкото- 
рой промежуточной точки &, — промежуточной въ 
Том смысл, что она заключена внутри проме- 
жутва, занимвемаго и#-|-1 точками 4, 4.,...,0,%. То 
оботоятельство, что отклонеше фунищи /(л) оть многочлена 
(и— 1)-08 степени завиепть оть общаго хода измфномя произ- 
водной #-аго порядке /"® (4), етановится волн встестленнымт, 
если принять во винманю, что фунвщя /(2) отановится равЕой 
этому многочлеву, если производная р ““(х) обращается тождо- 
ственно въ нуль, 

Чо же касавтоя доказательства этой формулы 
остатка, то ето удается продеоти при домощи такого према: 


=) Сотрфев` Вепив, ХТ, раб. 175 д сл. или „Оеугев“, Г Бег. Т. У, 
(Рав 1885), рак. 422, 
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составляемъ функщю оть новой перемфиной 2: 


Е=/9—Р® воде)... мы) (а, 


р 


тв перемвнную х въ функши 4р(х) разматриваемт, какъ лара- 
метръ. Такъ какъ по опредёленио `У(а,) == Р (а,) (+==1,:..,п), то 


Ка) = Ра) =, == Ра») 


Далфе находимъ, что к Е (2}=0, тает какъ пря #==л посяёциее 
слагвемос переходить въ А () и вол правая часть въ силу ра- 
зенотва (4} обращается въ 0. Такимъ образомъ, мы знаомъ #1 
корней: 2==4;, д,....@, х функыи (8). Теперь примфиимь 
теорему о средномъ значении въ обобщенномь 
видй, получаемомъ посредотвомъ повторнато примёнев!я этой 
теоремы въ ея обычной форм (етр. 847): если нйкоторая 
непрерывная функц! я, имвющая # непрорызныхь 
производныхт, обращается въ 0 зв® я--1 точках, 
то ея я-ая производная обращается въ 0, по край- 
ней мВрё, въ одной точх промежутка, содержа- 
ЩАгО всё эти #-|-1 корней. Поэтому, если тольно функя 
(а), авмвотв оъ нею и 2 (2) обладаеть я непрерывными лронз- 
водными, 10 сушествуеть такал точка $, заключенная меду 
крайними изъ значенй я, @,,...,@», #, ЧТО 


Еф =о. 
Но 
О -л-Ф, 
такъ какь я-ая производная многочлена (и—1)0й степени Р 
равна нулю, & въ послёднемь елагаемомъ только высший членъ 
те (<) даеть и-ую производную, отличную отъ нуля. Тажимт 
образомъ, въ результатв находим: 


Ро О-ф=о те =", 


& это именно и требовалось доказать. 


тв. 


Я выпяшу подробно, въ частности, ннтерполяд1ониую 
формулу Ньютона с вя остаточнымь уленом 


— дела 
лося в лав... 
® 


4 ео а 049 в, 


я! 


тдв & овпачаеть иёхоторое среднее значен!е, за- 
хлюченное зъ промежутки, содержащемь я--1 
точекъ а, @-| Дх,....а-- (в — 1) 4х, х. Эта формула дъйетви- 
тельно незамёнима въ примёпетяхъ. Я уже указываль на линой- 
#0 интерполировак:е при пользовани таблицами лога- 
риемовъ; для {(л) ==105 (х} и н=2 формула (5) даеть; 
‚ ж--айюра _(я—а(и—е—9 М 
юех=Юва-- т ат = 


(6 ры Е —м воля черезь Л обозначить модуль взятой 
системы зогариемовъ); это даетъ намъ выражене для той оптибки, 
какую мы совершаемь при линейномь интерполироваи можу 
двумя логариемами чнеоль а и а--Дх, взятыми изъ таблицы, 
Между прочимъ, изъ этой формулы видно, что эта ошибка полу- 
чает Тавличный. знанъ, въ Зависимости оть того, лежщить хи 
число х между числами а и а-|- Ах или внВ ихъ. Отрого говоря, 
эту формулу должень быль бы знать волк, кому приходитея 
инфль двло оъ таблицами логариемовъ! 

Я ко буду больше останавливаться на приложешяхт, & пе- 
ройду №ь замфчательной аналог!и между интерцоля- 
ц1онной формулой Ньютона и строкой Тэйлора. 
Въ основ этой аналоги лежить слвдующее оботоятеньство; изъ 
формухы Ньютона можно очень легко и притомъ 
совершенно строго вывести рядъТэйлора ст оста- 
точнымт членом; этот выводь вполн. соотефтотвуеть 
переходу оть интерполящи въ приближеллымь параболамь. Въ 
самошъ дёив, если при постолнкмхь х, а и я приращене Дл стре- 
мдтоя къ нулю, то каждое изъ и 1 отношен! между конеч- 
ными резноотями, вотрёчающихея въ равенотвй (5), переходить 
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въ соотаётетвующую производную (по предиоложею  вёдь 
существуютьъ первыя и пропеводныхъ функщи /()); 


О о, и) 


ит. д. 

Отсюда слёдуеть, что множитель у (© послёдняго члена 
правой части тоже стремится къ опредвленному предёлу, а велёдотв!е 
непрерывноети функщи {9 (=) этимь предбломъ опять является 
среднее значен!е /(&. Итакъ, мы нолучаемъ совершенно строгое 
равенство: 


Да =у@-- 


— а 
г ое «-... 
; й 

А В ада. 
'Такимъ образомъ, мы вполнф доказали теорему Гэйлора 
п въ то же время покзвали, съ какимь изяще- 
ствомъ ее можно привести въ связь съ общимъь 
учен{емъ объ интерподядти, 

Благодаря этой тфелой связи съ очень простыми вопросами 
и благодаря тому, что предёльный переходь здфоь ташь легокъ, 
я очитаю оэтоть выводъь слроки Тэйлора лучшим» изъ 
вов хи возможныхь выводовъ. Но не 308 математики, 
даже хорошо знакомые съ этими вещами нужно, зирочемъ, за- 
мётить, что, какъ это ни странно, ихъ часто не знають даже 
составители ‘учебняковъ, — держатся этого миёя; они. обыкно- 
зекио принимать очень серьезный видь, приступая к предёль- 
вом персходу и предпочитають дать непосредственное дока- 
затольстло теоремы Тэйдора, чёмъ выводить ее при помощи 
равностнато нечиеленй. 

Но я не могу зяфеь не отмётить, чо исторически 
источЕикоме открыт(я ряда Тэйлора было‘ именно 
разпоетное ночислен!е. Кашь я уже упомиваль, въ первый 
рая этоть рядь лостроиль Тейлоръ (Вгоок Тауюг) въ овоемъ 
„Месвоймв } похемепфоги т *)“; оиъ тазеь выводить сначала 
формулу Ньютона — конечно, безъ остаточнаго члена— и потом 
полагаетт въ ней одновременно Ду==0 и #==00; Обь виолнВ 


*) Боваш 1715, раб. 21 — 23. 


38 
правильно получаеть изъ первыхь членовъ этой формулы пер- 
вые члены новаго ряда: 

ера ха Ча) | (х— 0 а) 4..5 

ея ЧАТ 

и ечитаеть очевиднымь, что этоть рядъ можно продолжать до 
безвонечноети, —ни объ остаточномь чшен®, ци о сходимости у 
него пт и рн. Это песлыханный по своей вмё- 
лости предфльный переходе. Первые чдены, въ кото- 
рыхь вотрёчается #—в— Ах, х—в-2Ах,..., Ее предета- 
вляють трудностей, таць какъ при Ц Ду ==0 иосчезаоть также 
Ах, повторенное конечное число разъ. Но при дальнфймемь з03- 
расташя и появляются въ постоянно возрастающем чиелв члены, 
содержание множителей ;-—а — # Ах съ постоянно возрастающими 
знечевяии №, и мы, конечно, не имфемъ права обращаться еъ. 
ними ть, камь ст первыми членами, и предполагать, что мы 
получаемь сходящуйся рядъ. 

Вь сущности Тэйлорь здфов оперируеть съ безьонечио- 
мапыми величинами (дафференщалами) гораздо, эели можно так, 
выразиться, логкомыслецнйе, чАмъ это когда-либо дёлали 
послфлователи Лейбница; интересно отм№тить, что онъ еще зъ 
молодоети (ему было 29 лётъ) и еще на глазахьъ Ньютона 
тажъ увлонилоя отв метода предфлов», козорымь ипользовалоя по- 
слёдьй. Каць бы тамь ни было, ему удалось тажимт образомъ 
сяблать свое очень важное открыт!е. 

Отличное критическое изложен!е истори развил4я этой те0- 
ремы можео найти въ работ Альфреда Прингстейма (АНте“. 
Репизвент: „Фаг безс№ се дез Тауогзорел Глетвайтез“ *), Я здфеь 
хоталь бы еще сказать нвокольно словъ мо поводу дъхаемаго 
обынновенло различ1я можну раядомъ Тэйпора и ря- 
домт Маклорена. Какъ извфотно, во вовхь учебникахт подз 
наззашемъь ряда Малорена отдбльно разомагривають частный 
случай ряда Тейлора при а=0: 


. 
О АЫ 
и легко можетт придти въ голову, что очень важно строго отли- 


чать одниъ рядъ оть другого. Каждому, внахомому оъ дёломтъ, 
ясно, что ©5 мелемахической точки зрёшя ото разлище совоймь 


*) „ВЪНовнесь тланетаНол”, 3 серня, 1 (1900), рав, 483—470. 
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несущественное; менфе извЪотно т0 обетоячельство, что оно 
ясторически тожже явллется безсиызлицей, Во-парвыхъ, 
Тэйлору принадлежить несомнённый прорететь въ отношении 
общей теоремы, къ которой онъ пришелъ, какъ указано выше. Но, 
хром того, опъ дальше (рас. 27) слощальшо останавливается ма 
той форм}, которую его рядъ получаетъ при а==0, и замёчаоть, 
что въ ртомъ случа рядь можно получить также непосредственно, 
при помощи тажъ вазываемао способи кеопродфлевнихь хозффя- 
ентовъ. Этимъ способомъ воеспользовалоя въ 1742 году Макло- 
ренъ въ своей упомянутой выше (стр. 846) книгё „Тхеяызе оЁ 
Пахюпз*)“, при чемъ ошъ совершенно ясно ссылается я Тэй- 
хора и не заявляеть претекаи дать что-нябудь новое, Но на 
эту ссылку впослдотви не обратилк внимая и стали вчи- 
тать автора учебника вмботВ съ тёмЪ азторомъ теоремы; тавимь 
образом вЗдь часто происходять ошибкя. Только еше лозже опять 
вспомнили про Тейлора и назвали его именемт, общую теорему. 
Очень трудно— а можеть быть даже левозможно — бороться оъ 
тажими укоренившимися педфпостями; можис только выяснить 
иотинное положен! е даль въ махенькомь кругу тёхь математи- 
хОВЪ, которые интересуются истоууей своей науви. 

МиЁ хотёлось бы прибавить нь этому еще ифкотория зам 
чанИя исторяческаго и педагогическаго хараллера. 


3. Замачан!я историческаго и цедагогическаго 
характера, 

Я отмачу раныше всего, что связь, которую ТэНлорт 
уотеновиль между разностнымь я дибференщальнымь иочисло- 
ями, сохранялась въ течене продолжительнаго времени: ещо 
у Эйгера, въ работахь его, ноовященныхь анализу, эти ив 
диецинлины твоно свявоны одна съ другой, х формулы диффе- 
ренцальнаго исчноденя разоматриваютоя, какъ предёльные случая 
совершенно элементаркыхь соуотиошенй, имфющихь мёето въ 
равностномь иочислени. Это вполнё еотественное создинене 
двухь науиь продолжалось ло тёхь поръ, похь не появилось 
ясчислене производныхь Лагразжь съ это, не разъ уже упо- 
мянутьсми звьыцше, формальными опредфлегямя. Я должень здёеь 
указать на.одно компилятинное сочинея!е конце ХУПИ столу, 
въ которомь авторъ, становясь на почву учешя Лаграяжа 


=) кашьатев 4742 У] П, рав, 640. 


язлагавть всё известные въ то время факты иочисленя безко- 
нечно-мальхь; это „Тгайв бп сви! ЧНегелье[ её Ци сиси 0Ёв- 
зта*, принадлежащее Лакруа (Тасгох®). Какъ характерный 
примбрь изъ этой работы, я приведу опредфлен!е пронз- 
водной (1, раз, 145): Пусть иБкоторая фунищя /(я) опредфлояь 
отепеннымь рядомъ; пользуясь разложешемъ бинома Ньютона 
и соеднияя члены съ одинаковыми степенями бупвы А, мы получим»: 


ею =лычалючеи. 


Лавруа просто обозначавть члень, линейный относительно А, 
червь (9) и, такх какъ вето Ё можно писать 4х, получаеть 
для производной, или, каКЪ онъ это назылаеть, дия диффе- 
рен! альнаго хоэффиц:ента, соотношен{е, 


Е 


Чи 


=Л(а. 


Это равенство получаеть, тапимъ обравомъ, гояерленяо формаль- 
ный характерь, хотя противъ правильности его нельзя возражать. 

Понятно, что при такомъ характер изложешя Лакруа 
де можеть исходить изъ развносткаго исчискенуя; опъ 
счятдеть, однако, послёдиее хастолько важнымь для проктики, 
что не рёшаелся вовсе ето опустить, а Даев его въ вид 
самостоятельной дисциплины -—н притомь въ очень подробной 
обработий---въ третьемь том%. 

Историческое значене этой книги, хоторую называлхтт 
„большой Лавруа“, состоить, хлавнымьъ образомъ, въ томъ, 
что ана является источнакомь, изъ которого черпалин мате- 
рЕ!ааъ мког16 учебники исчислен]я безконечно-ма- 
хыхъ, появивш]еея въ ХТХ стол т! и; раныле зоего 
злфсь кужио назвать учебникъ, составленный самимъ Лакрта, — 
„маденьк/й Лакруа“, 

Впрочемт, начиная съ двадцатыхь’ тодозъ этого отолфиЧя, 
наряду: съ вщящемь Лакруа, въ учебнихахь оказывается 
также влян!е способа предфлонъ, которому Коши возвратиль его 


*) 3 тома, РАМ 1787-1800 (2 а. 1810—1513). 
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прежнее значен!е; я имёю въ зиху, главнымьъ образомт, фрапцуз- 
сые учебники, выходивийе подь назвашемъ „Сошз @'апа]узо а6 
Ресое роуЧесви ие" и предназначенные дли высшихьъ учебных 
заведсшй. Нфменые учебники, за едияственнымь исключешемъ 
Шаёмидьха (Зее), ке носятъ самостоятельнаго характера, 
& завнеять прямо или хосвенло оть французевихь. Изь этой маесы 
книгь я выдВяю тольшо „Сойгз @е сет ЧН егенЫе] $ пота!“ 
Зегге\, который въ первый разъ зылтель въ Париж въ 1884 году; 
Тарнавь (А. НарпасЮ) перевель его на иамецк! 
языкъ, и онъ сталь также въ Ферматйи одним изъ самых 
распространенныхь учебниковх. Книга подвергалаеь нереработкй 
нфоколько разъ, и изложене одфлалось въ вилу этого неравномфи- 
нымъ; но для кедавто появившагося 8-го падая Шеффоерсь 
(@. ЗепеНегв, Овадоменуиго) перодвлаль се опять и придалъ ей 
пальный характеръ"), Мнё еще хот®лось бы упомянуть объ 
одной, совобыь новой франкузской внит®: это двухтомный „Сочхз 
ЧФ’эла уве шаёша ие“ Гурса (@00г584) **); объ по млогимъ 
вопросамь содержить гораздо. больше матерала, ЧВмь Серре, и 
въ ного входить иёлый рядь довфашихь изолвлованй; кром% 
того, окъ очень Доступно написанъ. 

Во вовхь этихь новыхъ учебникахъ производная и инче- 
траль опредёляютея при помощи предзльнаго перехода— 
о разностномъ почнедеши въ пихъ петь и рёчи. При такомъ 
изложеши многое можеть стоять болёе отчетливымь, по при 
этомъ, какъ ръ микроскол®, суживается поле арёшя, Разностное 
иочислен!е теперь предоставлено тфуь, которые занимаются 
практическими вычнелешияни,--главнымъ образомъ, аотрономалмь; 
математики же совоёмъ не изучаютф ого. 

На отомь я зэкончу свое изложен!е иочиеденя безконечно- 
малыхь и только въ заключеще опять укажу ка особен- 
ности, отличающГя его отъ того изложен1я, кото- 
рое обыкновенно дается въ учебнихахъ. 

1) Я яалюстрирую аботрактныя разсужденя при помоще на- 
тлядныхь, конкретныхь чертежей, (Прибляженныя нривыя для 
ряпмь Фурье и Тэйлора). 


* ТА. Богров и. 6. Зсве{Ёегз; „Севтфаев бег ПИР ц. Пе 
втамесвиииа.“ Ва. 1—Ц, Берия 1908, 1907, 
3*) Рав 1902 и 1907, 


за. 


2) Я подчеркиваю связь съ сосфдними обла- 
стями, — наприм®рь есь равностнымь и питерполящюнлыхмь исчя- 
оленями и даже вь философекими изелвдонииями. 

8) Я указываю на истор! ю развит! я предмета. 

4) Привожу прямвры изложен!я изъ популар- 
ной литературы, съ цфлью вынскить разниду 
между основанными ка ной воззрун1 ями публикя и 
воззрёл1ямнк спед:алистовъ -матенатяковъ. 

Я считаю знахомотво съ этими вещами особенно зажнымъ 
для будущихь учителей. Какь только вы вотупаете въ праити- 
ческую жизнь, вамъ приходится столинуться съ ходлчимн воз- 
зрышами, и если вы въ нихъь по разобрались раньше, если вы 
хевнахомы съ олементомь  НАГЛЯДНОЙТи вт, матемотикв и не 
созизоте ея жилой связи съ сосбфиними областями, - -если вы, что 
зажнфе воего, но знаете ясторическаго развит]я вашей науки, то 
зы черяете воякую почву поль ногами; вы отановитесь на иочву 
самой ортодоксальной ‘математики — и васъ тогда не понимяють 
учения, или же вы признаете себя побъяденкыми, отказываетесь 
оть воего, чему вы научилясь въ универснтет®, и придерживаетесь 
въ преподавани традищонной рутяны. Какъ разь здфеь, въ 
области ибчиолешя безконечно-малыхь, разрывъ между средней 
и высшей школой особенно велнкъ; я падёюсь, что мое изло- 
жене будеть содёйствовать ето устранено, и что я даль вамъ 
для вашей педагогической дфятельности полезное оруде. 

Тенерь я оставляю традищенный эналивь п хочу лосвятить 
приложене ивложенцю нзохолькихь теомй новфйшей мате- 
малики, о поторыхь меё уже приходихось упоминать раньше 
иоъ которыми, какь миф кажется, учитель должелъ быть немного 
знаком, 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


1. Транецендентность чисель си м. 


Интервсь шъ чиену т возникь-—вЪ геометрической форм® — 
еще въ древноети, и тогда уже вполнв созназани разницу 
между задачей прибхяженнаго вычислен!я его и задачей 
© точномь творетическомь построен! в даже обла- 
дали нЪкоторыми предносылками для рёшен!я обонхь зопросовъ. 
Рьшеве перваго значительно подвинулось впередъ благодаря 
Архимоду и 60 61060бу приближен!я въ кругу при 
помощи вписанныхь и оцисанныхь многоугояь- 
нивов; второму вонроеу скоро дали боле точную формули- 
ровку: можно ли построить число м при помощи 
циркушя и линейки? —и отали пробовать найти 570 постров!е 
всевозможными способами, не догадываясь, что причиной ноото- 
янкыхь ноудачъ являетея неразрётимость задачи; все, что сохра- 
нилобь оть этихь первыхь попытокт, недавно опубликовал 
Руд!0*), Но итенерь „ввадратура круга“ является одной 
изъ вамыхт популярныхт задать, и мложество людоВ-— кавь я 
уже товориль раньше — хотять цонятатр на ней’ счастье, ие 
зная или но вЪря, что современная наука давно съ ней поповчила. 

Между Тьмь эти старые зонросы тецерь дёбсувя- 
тельно вполнё рёшены, Теморь часто сомивваются, можеть 
зи вообще человфческов повнане модвигаться влередь, и, пожалуй, 
для иЪкогорыхь областей это сомЕфв{е въ самомъ ДЬлЬ овно- 
вательно. Но въ математик несомнфнио познан!е одёлало уенёхи, 
и данный вопрост можеть повлужить примбромъ этого, 

Принципы, на, которыхъ основано современное рыпен!е этихъ 
задачт, были найлены въ нромежутокъ времеки оть Ньютона 
до Эйшора. Для приближеннато вычислеял хл было найдено 


=) Ечаго, „Рег. Венев аез ВНарногав брег @е Опайтайител 465 
дабрвот ола НЕрройгодеь", Барив 1908. — См. также Ф, Руд1о, „Ква- 
пралура жруга", Одвосл, „Май ака“, 1910. 
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прекризное оредотво въ видй безковечныхь рядовь, ноторыв 
дають возможность достигнуть точноети, удовлетворяющей замымъ 
страгямь требованяхмь. Дальше вебхъ въ этомъ направяени 
пошель англичанин Шаратз (Звагр), который нашель 600 до- 
сятичныхь внаковъ злола лу; это вычнелене имфетъ только, такт, 
сказать, спортивный янторесъ, какъ рекордт, потому что въ при- 
ложеныяхь никогда ие потробуотся знать п въ тадою точностью, 
Что касается тооротичаской сторохлы вопросл, то въ эхом 
перюдв въ язолдоватяхь виервые поязляетея число в, осно- 
вав!:е патуральныхь ногариемовъ. Въ это время быхо 
открыто удивительное соотномен!е &*" — —1 в поцготовтено, 
въ ввАБ интегральнаго иочислен} я, важное ору для 
окончательнаго рёшеня вопроса. 

Рьшительный шагъ въ этомт направлеши здфлаль, кат 
извЪотно, Эрмитъ (НегиНе), доказавля въ 1874 г. транс 
цениектность числа @ Онь ке нашелъ, одното, также до- 
кизательетви траненендентности чнола л; это удалось внервые 
Линдеману (ТАобетаио) въ 7882 году. 

Здфеь мы имфемъь существенное обобщен! клас- 
сической поетановки вокрова; тамъ р%Фчь шле только 
о тамъ, чтобы поетроить п при помощи циркуля и ии- 
лейки, а 970, кавъ мы знаемъ (ор. огр. 79, 80), аналитически ов0- 
дитоя ит, тому, чтобы лредотавить л, какъ результать нфоколь- 
кихь послвдовательныхь иввлеченй кория ввадратнаго изъ рад!о- 
нальныхь чисоль. Теперь же доказываетоя пе только, что это не- 
зозможно, во нёчто еще гораздо больлее; именно можно показать, 
ято кажь м, так и е сучь числа трансцендентныя, 
т. ©. что ихЪ вообще нальзя связать оъ цёлыми 
числами нивакимъ алгеобраическимь собтноще- 
н!емз, Друглыи словами, ниени м не могутъ быть 
ъторнями алгебраическаго уравноя1л съ цёлыими 
ращ1ональными коэффяц!ентами 


ана х-р а, я -|- На, к? ==0, 


каковы бы ни быля ифлыя чиела 4%,...,@» и показатель #, Самов ву- 
щоственное здфе-—5то цлые рац:ональные козффиц:- 
енты; достаточно было бы, соботленно, вказать рац!ональ» 
ные коэффищенты, потому что, приводя къ общему внаменатело 
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и отбрасывая его, мы воегка можемъ овости уравнон!о съ радю- 
пальными кооффищентамя ть уравненно о иблыми рацюналь- 
ными козффищентами. 

Я телорь призеду доказательство тракецендент- 
ности числа е, при чемъ буду пользоваться тЪми суще- 
ственными упрощешями, которыя одёлаль въ помъ Гильберт 
(ВБег6) въ 48 томё „Машеш. Анпа?ел“ (1893 т.). 


Чоказательство трансцендениностя числа в 
д 


Намъ продотоить доказаль, что предположеше зущество- 

ван равенства 
а ае-а, е-- --.-Нал ==0, (1) 

тд в =0 н козффищенты @,..., а» сузь пфлыя числа, ведеттъ 
хъ противорфчио; это противорёе обнаружится на самыхь 
простых овойствахъ дБлыхт чиселт. Намъ прадетея 
свылаться изъ теори чиселъ тольдо на самыя элементарлия 
теоремы о дзлямооти, — въ частности на то, чо каждое 
ц8лое положительное число можно разложить па 
нервоначальныхь множителей только ОДкиМЪ 
способомъ, и на 0, что существуеть бевчисленное 


множество простых чизель. 
Планъ нащего доказательствь затючается въ 


одбдующемъ: мы покажемтъ, какъ находить очень хоропия рацю- 
нальныя приближенным значеля для числа е и его отепеней 
схвлующаго вида: 
М; Ее М-Н» 

И и’. ® 


М,-- 
вЫ 


8. 8. 
ть М, М, М,,....М», суть пёжыя чиеля, & м и 


чрезвычайно малыя дроби. Умложая зал Ъмгъ 06% части равенства (1) 
на М, мы придедимъ ему такой видъ: 


ао Ма, Мам, М |+ 
ав ан 


Первое сохагаемое лЬвой части 9еть цв лое число, и 
мы докажемъ, что оно ие равно нулю; второе слагаемое хаМЪ 


у: 


(8) 
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удастся, выбирая достаточно малыя значеюя для Чисель &,,..., 8, 
одфлать правильной дробью. Мы придемъ, такимт обравомъ, 
хь противора чую, заключающемуся въ томъ, чтосумма ц3- 
лаго, отличнаго отъ вуля, числа 2 На, М. -аь М» 
в правильной, отличной отъ единицы, дроби 
ив -|--. Ра, равна нулю; отсюда п будстъ выте- 
вать невозможность равенства (1}. 

При этомъ большую услуру намь окажеть олёдующее пред- 
хожене: дёлое число, которое не дЪлится па и ко- 
торов опредфленное число, отлично отъ нуля (по- 
тому что муль длится на воякое чиело); именно мы покажем, 
что числь М,,...,М» дЪлятен на нЪкоторое простоев 
число р, в число 2, М на него навфрное не д%лится; 
чезимь образомъ, сумма М -+а, М, --.----Р а» М. не д8- 
титоя на р п, зналить, отлична отъ нуля. 

Тлавнымъ орумемь для дВйотвительнато выполнен!я того 
доказательсгва, идея которато только-что вазевчела, является одиз 
опред ленцый интограиь; ого впервые въ такихь разеу- 
ждешихь столь употреблять Эрмитт, и поэтому мы мощемь на- 
звать его интегралом Эрмита; построить его-—вначило най- 
ти ключь ко всему доказательству. Мы увидимъ, что значен!е этого 
интеграла воть цфлое число, и онь опредфяить наше число М: 


2 
И 


Здфеь я ость степень нашего предполагаемаго уравнения (1), ар— 
иВхоторое проотое число, которое мы опредвлимъ дальше. При по- 
мощи 510г0 интеграла мы пайдемь такжю вышеупомянутыя при- 
ближенныя значешя (2) для отеценей &*' („=1, 2,..., и); для 
этого мы разобъемь интерваль 0...0° ина два интервала ири 
помощи числа р и положим: ” 


Перойдемь теперь кь самому доказательству. 
1) Исходнымь пунктомъ является формула, харолю изв- 
отнан изъ элемоктарной хеорёи функц Г: 


ДГаеете-яаь = Г. 


Нам придется примёнять эт? формулу только въ иредпо- 
хожени, что @ есть число цёлое; въ этомъ случа Г (0) == (9 — 1), 
ия сойчаот, это докажу. При помощи интегрированы по частямъ 
мы найдем: 


Дакота де о - Ге по аа = 
Ы $ 


=(@-— 1) Даве- це. 
8 


Второй сомножитель правой части предстазляеть собой инте- 
тралъ того же вида, но только показатель при = ла единицу 
меньше; примзняя это иреобразовале нфекольно разъ, мы дойдем, 


© 


при о ийломъ, до &', а такъ каюь 5. 6—4 =1, то мы получимь 
$ . 


окончательно: 


„Далее = (0—1) (0—9)...8.8.1= 0-1)! (5) 
: 


Этоть интеграль есть, закимь образомь, при ибломъ ©, пёлое 
число, которое очень быстро возрастает съ возрасташемъ 6. 
Чегобы одфлать этоть результегь геометрически на- 
глядиымь, изобравимь графически ходъ измфиеныя фувицти 
26-1е-" для равличныхь значений о (рис. 98); вначеше интеграла 
будеть равно площади фигуры, заключенной между кривой и осью 
& и простиралщейся до безконечности. Чвмъ больше о, тВыъ т®онве 
кривая примыкаеть къ осн абоциссь вблизи точии #==0, о зато 
тмъ скоре она подымаетея, начиная отъ точки 2==1; затёмь 
она достигаеть, каково бы ни было 8, мажеимума при 2 =6—1, 
при чемъ съ воврасташемь © экоть максимуму уволичиваетол ‘я 


39. 


зыфотВ о тьмгь передвигается вираво; начииля оть этой точки 
нолучаеть преобладающее значене множитель в—*, кривая начи- 
наеотт, падать и, наконецъ, опять очень близко подходить къ о6и 
абоцисоь. Теперь, понятно, что площадь —нашь интегралъ — вовидь 
оставтоя конечной, но съ возрасташемь 0 снльно воврастаеть. 


4 


Де 
—=- т ..- 4 и 
РЕЕРЬ- 15 >” 


Рие. 98. 


2) Пользуясь доказанной формулой, мы теперь легко наздемъ 
значен!е иптограле Эрмнта (4). Если мы раскроемъ скобки п 
`расположимь подъинтетральную фуницио по нисходящимь отеие- 
ЕЯмЪ 2, ПОЛЬЗУЯСЬ разложешемь отешени многочлена въ строку: 


{=-1@.-3)...@ я) }* {=-|... К пя 
а... (1) (р? *) 

(я вышисываю зиФсь только высвий и низпий, т. е. свободный 
ть 2, члень), го этоть интиграшь приметь видь; 


д 
"= п /# те 


С. зфеь постоянных и притомь цфлыя числа, которыя полу- 
чаютея при зышеушомллутомь равхожеши степени миоточлена. 
Примвняя формулу (5) въ каждому изъ полученкыхь интегралову, 


мы получямь: 
” во 
Мыс с УВ 
о= +2 => и я 


=) Автор пишеть (-—1)" ъмбето {-—1)"?, такъ намь # —— чнело про- 


сетов и >3,—слвдовалельно, нечегное. 
Ред. 
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Ве @ подъ внакомь суммы больше р я, значнуф, отноент 
= суть иблыя чиела, содержалйя, кромф того, мкожячеля 
6; воли его вынести за скобку, хо мы получимь: 


М-(-ИОР-А{ Сны Са бриф}, 


Отеюда мы видамт, зто М дфлитоя или не дфлитея на р въ за- 
зисимости оть того, дАлится или ие дёлитоя из р первое слагаемое 
{— 1)" (#1 ”. Но таюр как р есть число проотов, то это елатавмое 
навёрное нё будеть дблитьея на р, оли р мо входитЪ въ составъ 
хи одного изъ ето сомножителей 1, 8,...,м; & это назфрное 
случится, если рн. Этому уоловно удовлотворяеть безчислеяное 
мномество простых чисель; выбравь одно изъ нихь, мы доетие- 
немъ того, что (— 1)" (#1)? и, значить, М навфрное не бу- 
дуть дЗлиться на р. 

Такь каж по предположению, 2х =Е 0, то нааеь легко сизлаль 
тажт, чтобы и а, пе двлилось ма $ дия. этого достаточко 
золько выбрать р больщимъ, чамъ 2%, что, камь сабдуечь изъ ска- 
заниаго выхле, конечно, возможно. Но тогда произведен! е 
я,М такме не длится на р, и мы доотигди, таким обра- 
зомъ, нашей‘ цервой цёли. 

3) Изелёкуемъ теперь чиола М, (ь ‚2,....М), онреду- 
ленныя равенетвами (4“) (отр. 888). Виеземь множителя г’ подъ 
знакъ интеграла и взедемь новую перомбивую б-=#—9, при- 
нимающую значешя оть О до оо, когда = измФияется отЪ 2 даю; 


логка мы полутимъ: 
с 


м. они 
р 


ре 
в ” | 


Это интеграль того же вида, что и раньше раземотрённый инте- 
трать М, и мы можемь здёеь примёнвть аналогичныя пуеобра- 
зованя. Равврывь скобкн в числителв подъяитегральной функц, 
мы получимъ пггрегатБ степеней 6 оз дрлымик козффищевтами, 
пря чему низиая изк этихь степеней воть 57. Иятеграль 
чвелителя предетавится теперь в% видё суымы нятеграловь 


Дееаь очей 
$ р 


„Дбечив- аа 


$ 
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помноженныхь на пфлыя числа; & такь кайъ Эви послёдне инте- 
гралы имфють, соглакно равенетвамъ (5), соотвётотвенно аначенн 
21, @--0!,... тозчу сумму можно предотавить въ вихЬ чиола р! 
умноженнаго на изноторое нфлое чело А»; такимъ образомт, 
дли наждато изъ разоматриваемыхь интеграловь 
мы. нмбемт: 

ма 


м. =. у! 


т.е. вов они суть цфлыя числа, кратнмя р. 

Жоли мы сопоетавимъ эт0 съ доказаннымь въ м” 2), 0 мы 
увидимъ, что можно примёнить ухазанное вме (отр. 888) иред- 
хощешо и сказать: а, М-Н, М, --.---- а М, нав®рное но 
делится нар и, слбдовательно, отлично отъ нуля. 

4) Вторая часть  донавательства отпоентоя въ сумм8 
п, 8, --..‘-Р аи», ГА, согласно равенству (4) (стр. 358), 


р 


р. $=12,...,п), 


$ 


и намт нужно доказать, что, давая р надлежащя эналеня, можно 
одёлать эти в, околь угодво малыми; ири этомт, мы вовподьвуемея 
тёмъ, что мы можемъ сдфлать р сколь угодно большим, такъ 
какь «В уоловя, которымь мы пока подчинили простов число 
2(р>и, р> в), мовуть быть удовлетворены произвольно боль- 
шими простыми числами. 

Изобразимтъ прежде всего геометрически ходъ 
изывнел]я подъиитегральной фуниц!и (рис. 99). При 
8=0 привал хасается оси =, при в=1, 2,..., м она касается 
осн 3 и вт 10 же время пересвиаеть ве (тащь кадь р чиоло 
ночетное). Мы сейчасъ увидимь, что под вявемь знаменателя 
(р— 1! кривая во воемт, промежутий (0, 2) не подымается высоко 
надъь оо 2, воли только взять р доовуючно бохьттимь; тежамт обра- 
зомъ, очевидно, что интеграль в, будотт, очань малъ. Вн® этого про- 
межутга приз >> и додъиптегральная функщыт быстро возрастаеть я 
затфыъ воимптотичесни приближаются къ оси &-овъ, кадъ раземо- 
трённая выше фунюшщя 2°-0-* (для о=(#--1)р); это объяе 
няеть, какь получаются эти быстро растущиг уъ возраоташемъ р 
значешя интеграла ЛМ, взятаго по всему промежутку 01% 0 до <, 


в: 


Для чого, чтобы дёйствителько одфинть прьдфль интогра- 
ловъ #„ оказывается достаточнымь примзнять слЗдующ грубый 
првмъ Обозначимъ черезъ С и 2, наибольших абеолютных зна- 
ченя функ 2(#—1)...(2—+ п) и (8—1) (#—2)...(в--п)е 
въ промежуткв (0, и), тазь что 


8(а—1) 


#—*)|< б 


И И длЯ ока и. 
| 1) (#2)... 


Тать каюь абсолютная величина интеграла никогда ие превы- 
аетъ интеграла абеолютной величины подълктегральной фупецет, 
10 для кажнаго в мы имъемь: 


р 618, СЕ, 
< ея п-ов  ® 


Н 


а 
| 
| 
р 


29 
«3 


Рис. 9%. 


Чнела С, 8» не завнсять отъ р, а отоящй въ знаме- 
зателв факультеть (р— 1)! возрастаемь, кахъ извфотно, быззрЬе, 
чмъ п С?-", пли, точнфе, при достаточно большомъ р 

С? 
@— 
числа, дадъь = мало оно ин было. Равенотво (6) иоказылаеть, 
тадимъ образомь, что, принимая за р достаточно больтое чноло, 
мы можемъ одфлать сколь угодно малымь каждое язъ 
ЧИССЛЪ 5». 


дробь --—_- двлается мекыйе какого угодно напередь заданяато 
и 
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Отеюда копооредотвепно слбдуетъ, что мы можем сдвлать 
сколь угодно малой сумму а; в, -|---.-- а» &ь, состоящую изъ и чле- 
новъ; нь самом ДЕЛЬ, 


аи, авы +. аны а [в ав Нан 
и, сориаено равенству (6), 


‚рф 


6 
«ааа. ам]. я 8) уу 


а танъ какъ множитель, заключенный въ скобли, пмёетъ посто- 
яиное, ие завясящее отъ р зпачене, то благодаря множителю 
Го 
р 
и хфвую, т.е. |. &,-а.5--...--4ьг,|, схёлатль какъ 
УРОЕО малой, —въ частности, мевьшо единицы. 
Но это приводить ивеь кь тому противорфчю оъ равен- 
отвомь (3): 


(М -- а, М, Мы вв), 


которое мы выше имфли въ виду (стр. 387); оно состоитъ в 
ломЪ, что цвлое число, отличное отъ нуля, по прибавлени къ 
нему правильной дроби должно обратиться въ 0. Поэтому по- 
сльдиее равенсево не можеть инмфть м%ота п 
такимь образом» доназана транецондонтность 
чиста е. 

Тенерь мы переёдемъ къ доказательству траноцендеят- 
хооти числа т. 


мы можомъ вою правую часть, а, олё ховательно, 


Доказательство транскендоентности чизла м. 


Это докавытельство, хозя в сложиве предыдущего доказа- 
тельства, но, въ сущпости, очень просто. Надо только-—и`въ 
этомь зазлючается иокусичо малематическаго творчочиа — по- 
дойти въ вопросу съ надлежащего конца. 

Зияндеманъ. ([Аифешаал) цоставихь вопросъ слдующимь 
образомъ. До сихь порь было установлено, что равенство 

в" —=0 хе можеть имфть мета, если а, и х суль обыкно- 


М ив 


зенный ифлыя рацюнальныя числа; спрамгиваетоя, нельзя ли до- 


казать, что это равенство не можеть имбть мета и при алге- 
бравчесвихъ значеняхь ноэффищентовь а, и показателя т. 
Лиядеману дЬНствительно удалось это показать, а именно, 
общая теорема Линдемана о показательной фунх- 
д1и гласить такъ: равенство р ыы ==0 не можеть 
ов 

ямЬть мбота, соли коэффишенты а, прелетавляють 
любыя, а 6, различных между собой алребраиче- 
ся:я числа Трансцендентность л являечея тогда 
нелосренственнымь слфдотз1емъ этой теоремы; 
двНотвительно, как извотно, имвоть м%сто тождество 1 -|-- 2 =0; 
паэтаму, если бы л было алтебраяческимь чнеломт, тои йт было 
бы такимъ же числомъ, и существование послённяго тол:деетва 
противорёчило бы упомявутой творем} Липдоемана. 

Я хочу подробно изложить доказательство тольто одного 
частнаго случая теоремы Линдемаиа, который 
уже заключаеть эъ себ и доказательство трано- 
ценнентности чиела м. Пры эюомъ я буду слВдоваль 
снова, по существу дла, доказательству Гильберта („Мабето. 
Апи“., Ва. 48), которое существенно проще, чёмъ до- 
хазательство Линдемана и представляеть собой точное 
обобщен1е предыдущихь разсуждон!Й о числ& е. 

Исходнымь пунктомъ служить соотношен: 


1-е 50. (1) 


Вели 7 удовлетворяеть какому-нибудь алгебранческому уравнению 
съ пьлыми рашокальнымя коэффищентами, 10 ит тоже удовле- 
жворяеть подобному же уравнению; обозначимъ черезЪ а, 9,,..., @ь 
в0 корни этого посдёдняго уравкеня, оцитая въ чомъ числ и 
хорень #7. Тождество (1) покавываеть, что должно имёть м8ото 
соотношене 


ера -не“).. (-) 
Вынодвняя умножеше, получаемъ: 


пене Невы) (ее ею. и 
д (емныН) =50, 


) 


Можоть случиться, что ивкоторые изъ входящихь сюда показате- 
дей равны нулю; зо ‘во воякомь случай, воли даже это и иметь 
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мфето, дЬвал часть будоть содержать положительное слалае- 
мов |, которое вмЪотВ со слагаемыми вида 2” дастъ одно цлое 
положительное число а, пазёрное отличное отъ 
нуля. Остальныхь показателен, черавныхь нулю,  обозвачимь 
черезъ В, В,...,Ву зажь что равенство (2) мото написать въ 
такомт виде: 


ао ово (40.  ®) 


Съ другой оторокы показателя В,,...,Вх служать кор- 
нями нёиотораго уравиен!я съ цълыми козффиц!- 
ентаин. Въ самомъ хвлф, изъ уравнешя съ цёными коэффищентами, 
которому удовлетворяють чнола а1,...,@», МОЖНО, кавъ извфолто, 
вывести такое же уравнене, корнями котораго являются вой 
двучлениыя суммы м, а», 0. -|- 03, точно. таяъ же можно 
вывести подобныя уравнешя для трехчденныхь суммъ а. в -|- аз, 
а. вы,-..: наконель, сумма а, - & -|-.---Н а» равна, ран/о- 
нальшому числу и, слёдовательто, удовлетворяеть линейному п%- 
лочисленному уравненно. Перемножая ве эти уравнешя, мы по- 
дутимь снова уравиеню съ дёхыми радональными кооффищентв- 
ми, иёкоторие корни котораго могуть равняться нулю, а прое 
равны р, бь,...,Вм. Двля уравпеше на иоизвфотное въ стелени, 
равной числу первыхь корней, получимь для № величииъ В 
уравнене сх дёлыми воэффицв1ентами какт разз \-0й 
степени и съ постоявымъ членомъ, отличнымъ отЪъ вуля: 


[6 


ея... 6,8" 


28 в и д, -0. 

То, что мы имфли въ виду Доказать иочто, хакъ мы гово- 
рили вызшо, обнимаеть, между прочиму, и трансцендененоеть чисхь 
я, состазляоть слЗдующ!Й частный случай теоремы Линдемана: 
равенство вида (8), съ цАлымъ и отличнымъ от 
нуля корффиц:ентомт 4, не можеть имйть моста, 
вели числа В, бь,..., бы Удовлетворяють уравнен!ю 
М№М-ой степени (4) съ цёлыми рац!ональними коэд- 
фиц!ентами,. 

Доказательство этой теоремы можно расчленить на, чакёя же 
чаоти, козь и’ предыдущее доказательство транспендонтиости 


ЕЯ 
чиста г. Подобно тому, кант тамъ памт, удавалось дать особенно. 
хоролия приближея пфлыхь степеней #\, 27,...,6” при помощи 
`ацюнальныхь чисель, чакь и здфеь надо будеть изоиВдовать 
вопросъ о возможно лучшемъ нриближенионъь выра- 
женти степеней числа & входящихь въ равенство 
(8). Мы положиму, сохрания прежьйя обозначены: 


М, 
оба, а, и М 6) 
м М 
здзоь знаменатель М тоже равенъ нё которому обывно- 
зенному пвлому чисху, а в,...,2» означають очень 
малыя дроби, тогда вакъ ЛМ,,..., Му представляют собой 


ие цёлыя ращональлыя, а дфлыя алгебраическ!я числа, 
въ отомь именно заключается услощнене по сравненио 
съ прежнимь доказательогвомь. Но сумма веёхъ чисель 
М,,...,Му ивъ данномъ олуча$ равна пёлому ра- 
ц 1ональном У числу, а имено можно распорядиться такъ, 
чт0 первое слагаемое равенства: 


в ММ, М, +... ыы 


въ которое, въ силу соотношенй (5), переходкат, равенотво (3) но- 
умножени ого на М, будетъ представлять собой цёлое рац!0- 
нальнов чисхо, отличное оть нуля, тогда как а050- 
лютная величина второго слагаемого будет во вея- 
комъ случав, меньше 1. Но это и есть навъ разу то. 
противорйч!е, которимт мы воспользовалиеь вые; 
такимт образомъ будетъь обнаружена невозмож- 
ность равенетвь (6) и (3), я ваше доказательство 
будетъ выполкено. Въ частности, мы. оцова покажем, 
зо сумма М, М, --.--- Мы дёлинся на ибкоторое простое 
Число р; & произвекете” 4..1 не дфлится ив ного, изъ чего, 
эналогичио прежнему, будетъ вытекать, что первое ‘слагаемое въ 
‘`раженотвй (6) отлично оть нуля. Затёмъ мы цокажемъ, что число. 
ф можно. выбрать сколько’ угодно большимь ий при томь тажъ, ч10- 
бы второе слагаемое въ равенетев (6) было сколь угодно мало. 

1) Прежде всего задача ‘захлючается въ томъ, ‘чтобы вые 
‘разить М повредотвомь подходящаго обобщен1л янте- 
граза Эрмита. Это обобщее основано на томъ замвчени, 


{6} 
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370 корнями множители (3 —1)...(8— п) интеграла Эрмита 
являются кал, разъ показатели степеней е въ предполагаемомь 
алгобранчесномь уравкоши, Поэтому теперь мы замёнимь его 
произведенемъ, составленнымь съ помощью показателей равен- 
ства (3), т. в. съ помощью корией уравнешя (4): 


-в) бя, (2) 


{3—8 #—№). 


Но сущеетвеннымь оказывается здёсь то оботоятельство, что мы 
ирисоединяемь ещё надлежащую схолень числа 
$; въ качеств множители, что раныше было излитне, 
чамь какъ произведее (2—1)...(#— я) и 6б6зъ того имфло 
целые поффищевты. Итажь, „ВЪ КОНЬ кондовЪ мы полагаем: 


рву 
М Е Ая 


2) Евли развернуть какъ и выше, подъинтегральное вы- 
ражеше 4 по розразтающимь степеням» 2, то наинияний членъ, 
одержал 221, даотъ: 


О-В: ‚ м 
2 рр Ив 2 - Бр 
45 56 


(р 1 


п 


тдв иктеграль выражень по формушв Г, оторую мы постоянно 
примёняли выше (стр. 889). Ве же дальнфИнИл слагаемыя 60- 
держать лодъ знацомт интеграла в? или еще высшя степени 2; 
поэтому въ нихь входитф множителемь т’ типолвнниь нА 
цёлыя чиола: олвдовательно, вов они длятся нар. Поэтому само 
М представляеть с060ю ц%лое число, не дфдящееся 
ка р, води первое слагаемое №.27-”-* по х4. 
литея нар, т. е, если простое число р не дълить пи 5, яиф,. 
Тан, павъ 6, = 0, 2,320, то р, сообразно этому условю, можно 
отредёлить прощо веего, если принять, что 


>65», р>ё,, 
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Таль вавь 2% -Е 0, го можно сразу же достигнуть того, чо а,. 
хе будеть длиться на р; ДЛЯ этого ДОСТАТОЧНО подчинить 
р еще одному условио: 


> а. 


Вевмь этимъ условямтъ можно удовлетворить безпонечнымь чис- 
ЛОМ снособовт, такь какъ число простых чисвяу, безконечно 
велико. 


3) Теперь мм должим перейли кт вопросу о построен 
чисель №, И 2» Здёсь дБло оботоитъ ибеколько иначе, 
ч»мъ ральше, таит какъ мото цёлыхь чисель + занимать 
числа В» которыя могутъ быть комплекеными, и одно изъ 
пихь должно даже яепремёино равняться т. Поэтому, оли мы 
хотимъ предпринять разложене интеграла ЛИ, подобное преянему, 
то надо сперва устаповить путь интегрирован{л въ 
комплексной плоеностя. Къ счастью, выраженге, 
стоящее подъ знакомъ нашего интеграла, иред- 
отавляеть собой повсюду вф конечномв разетоян!и 
однозначную правильную аналитическую фупецио 
деремёиной янтегрированя 2, для которой только значеще в == 06 
является особенной (и именно, существенко особенной} 
точкой. Вмбезо того, чтобы интегрировать оть 0 До оо вдоль колу- 
оси воществонныхь похожитольныхь чизель, мы можемъ восполь- 
зовалься какимъ- нибудь другиму нутемъ интегрированя, ядущимь 
отъ 0 въ оо, воли только онъ, въ КОНЦЬ ковиозь, уходить вт, без- 
конечность, приближаясь, во крайней мбрЪ, авимитотичееки въ ка- 
кой-нибуль параллели къ упомякутой полуоси”); это необходимо 
для того, чтобы нитеграль вообще имёль вмыоль, 

Отмфтимь мысленно Л!’ точемь 1, В»... В» въ комплексной 
илоскоети и замётимь, что мы получим число /М, воли будемъ 
интегрировать сиерва ло прямой отъ 0 до одной изъ этижь т0- 
чекь `В», & затВмъ отъ Аь вколь парадлели къ вещественной оси 


®} Это. зкячить, что путь интегрирозая!я. долженъ, начнцая съ н%- 
котораго мвота, идти вдоль какой-нибудь паралиеши къ оби х-овъ до 
сс или, по крайней мфрЬ, приближаться асимитотическк къ таной па- 
раллели. Ред. 
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ДО со (рив. 100). Соотвётехвенно этому пути интегрированя 
можно разложить ЛМ ка двЪ характериотичесвя части: прямо- 


ь 


Рио. 100. 


динейный пучьотъ 0 до В, даеть *) слагаемое 8» ста- 

нозлщовся безконечно-малымъ при возрастании р, 

а параплель отъ р, до со даеть *) целое алгебраи- 

че6кое чиело М,: 
р 

р, пе-? ае-1 а 


(6-1 


р 


9 


и М вь Г Чье 


Га 


СЕ бя) 6-1, (84) 


Этя выроженя дЪйотвихеньно удовлотворяють разелетвамь (5). 
То обегоятельотво, что мы пользуемся при этом именно прямо- 
дилейными путями, объясняется ибтлючнтельно соображе- 


*) По умножены ва ей Ред. 
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нёями удобства; л10бой криволинейный путь оть 0 до 8, дежь бы, 
конечно, то ще самое внвчене для в», но только прямолинейный 
путь даеть возможность проще одфлачь опфику этой величины, 
Тачно такф же мы могли бы звмфото горизоптали оть В, до со 
воспользоваться любой кривой, которая эсямптотичесни прибли- 
эжаетея къ какой-нибудь горизовталя, но только ато создало бы 
непужныя трудности. 

4) Л начку съ оцнки величин в» которая яе пред- 
‘тавляеть ничего новаго по сравнеяйо ок предыдущимъ; нужно 
только воспользоваться темъ обетоятельствомь, что модуль ком- 
плеконаго иртеграла инкогда не превосходить проязведеня нан- 
большахо значеня модуля подъинтегральнаго выражешя па длияу 
пути интегрировашя, которая въ данномъ случа равна в. 
Тавимъ образомъ, мы получаемъ для верхней границы величин 5» 


ср-1 


зыралене — (гдв (С означаеть макоимумь выражещя 


0—1 
|2 На-На) р | въ чбхоторой области, содержилней 
всё точки В,), умножонное на множичелой, на зависяжихь оть р. 
ИзЪ этаго мы заключаемтъ, подобно предыдущему (61р.392 и 393), что, 
увеличивая р, можно одвлать абсолютную величину 
каждаго ё», а, олбдовательно, и суммы в, г, ---Рех 
сколь угодно малой, —въ частноети, меньше 1, 

5) Въ существенно новыхъ соображешлхь окавываетея ив- 
добноеть лишь при изсивдован!и величинъ 44.; впрочемъ, 
это будуть прямыя обобщемя прежнихь разсужиен\, при чемь 
придется лишт, привять во вниман!е то обетоятельство, что м&- 
сто рац{ональныхь чиседт займуть теперь алго- 
браическтя числа. Раземотрамь всю сумму: 


и 


У} м- АДеь ЕАН 
т 


РО 
Ди-Юр-ь 
5, 


Если мы здВеь ‘въ каждомь слатаемомь въ сизу равенотва (7) 

р 397) замёнимт многочлен, содержаший =, черезъ произведев!е 

(8—8)...(=- Ам) и введемь новую перемфиную интегрированы 

6==в-— р», которая, соотвётотвеняо принятому для з пути инте- 
28 
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трировани, пробфгаеть всё вещеетвенныя значеня отЪ 0 до со, 
х0 для суммы получится такое зыражене; 


х 


Ум 


= бен. 


в 


4 


# Фо), 
у 


2... ев И 


д 


Фа У Не. еНь-вер . 


При этомъ въ произведеши р-ыхь степеней въ каждомь слагае- 
момт, этой суммы медовтаеть по зом] мнкожителю (2, который 
выяесенъ за знак суммы. 

Въ подьитмегральномъ выражени Ф (2), какь и каждое изъ 
М его слагаемыхт, соть мноточлешь относительно 6; при чемъ въ 
каждомгь изъ слагаемыхт, очевидно, одна изъ М воличииь В;....,Вх 
играеть поключительную роль. Но въ самой суммё Ф (0), & вы6- 
стр съ чи и во везкЪ ея кооффищентахь при &, веб эти Л ве- 
личикъ играють одинаковую роль; другими словами, каждый язъ 
этихь коффищентовъ нредотавляель сим мегрическую фун- 
хц!Ю величинь В,,...,Вм. Вышолняя вовведен:е въ отенень ви, 
отлёльныхь множителяхь по обобщенной теорем бинома, можно 
Уб®дитьея ВЪ ТОМЪ, что это — цвлыя рац!ональныя функ- 
щи оть Д,,..., Вх съ цвлымя радтональными числен- 
ными коэффициентами. Но, по извфотной теоремв алгебры, 
рац!1ональныя симметричоск!: я функции съ раи!10- 
вальными козффин!ентами отъ везхъ корией 
уравнен: я съ рац{ональными численными поэффи- 
ц!ентами предотарляють веегда рацтокальныя 
числа; а такъ кекь В,,...,Вх суть вс кории уравнешя (4), 
то коэффицзнты нащего многочлена относитель- 
но б дВйствительно рац{ональны. Но памъ нужно 
имть пфлыя  рац!олальныя числа; ихъ мы получимь 
оъ помощью степени числа. 6», входящей множитолемт 
въ подъинтеграленое выражен!е. Мы можемъ распредзлить ве по 
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воБмъ входящимь вт это выражеше линейнымь мложителямь и 
написать сумму въ такомъ видь: 
= № 


Не. У быыь, в" НВ... 
вы”. 


Бакъ и раньше, коэффященты многочлена относительно &, изо- 
бражаемаго этой суммой, предотавляють п%яыя рацондль- 
жыя симметрическ!я функц:и, съ цёлыми рац!0- 
нальнымя поэффиц!ектами, отъ производенЕй 6л-8,, 
фиВь...‚биры. Но эти М произведений являются корнями того 
уравненя, которое можно получить изъ равенства (4), если за- 


мАнять въ ломь 2 черезъ =: 
У 


ыы ь. (2) +5 


множая это равенотво на 5%", получимъ: 
р у 


т -- т. Еф аби ам бы иа ина 
т.е. уравнен!е съ однями только цфлыми. коэффи- 
щ:онтами и козффиц!ектомъ 1 при высшем членё. 

Тажя алгебраичесыя числа, которыя удовлетворяють дёло- 
чяоленному уравненю съ козффищентомь 1 при старшемъ 
членй, казывають цвными алгобраическими числами; 
теперь мы можемь слёдующимь образомъ формулировать преды- 
дущую тоорему; цёлыя рац!ональныя вимметричеся!я 
фунтц! и, съ цвлыми коэффиц{ектами, от вовхь 
хорней цзлочиелениато уровнон:я съ отаршимъ 
хозффиц1ектомь 1,—другими словами, отъ дв хыхь 
алгебраическихь чиселъ, —сами представляють ц- 
лыя рад1оналлныя. чясла, Эту теорему вы тоже найдете 
въ учебникахь алгебры; если она, быть можеть, не лездВ ока- 
ется выраженной въ столь очной формЪ, то все же вы легко 
убёдитесь въ ея справедливости, ебли прослФднте за докава- 
чельствомь. 

Но козффищенты многочлена, отояиаго въ подъивтегральномь 
выражении (9), д®йотвительно удовлотворяють услошямь этой т60- 
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реми; поэтому они должны быть пёлыми рай!овальными 
члелами, мы обозначимь ихь через „1, 2Н,..., Ами 


Ум Е бьсеаь 


‘Годерь мы, въ сущности, пришли уже къ нашей цфкя. Въ 
самомъ дйлв, если выполнить интстрированше по нашей Г-фор- 
муль (етр. 889), то полунатси множители р, (р--ПЬ (в), 
таЕъ какъ каждый член ходержитъ множитвхя & въ степени 
зысшей, чмъ р; вол®дотье этого по раздфчени яа (р— 1)! 
во вофхь чдонахъ павфрно останется еще множн- 
тель р, а друше множители предогавляють, собой дёлыя числа, 


{в именно, числа 4, 4, д. .). портом, м предста- 


вляоть цАхое чисто, которое наверно Дитя па р 
Но, съ другой сторояы, мы показали (отр. 898), что а, М ие 
У 


. 
дблится на р; поэтому ермма «М--У, М, непре- 
+ 


мвнно представляет цёлое число, не дблящееся 
на р и слбдовательно, во воякомъ случай, ие- 
равное нулю. Въ виду этого равенство (6): 


тоже ив можену, имфть м%ота, ибо отличное от нуля число шо сложе- 


зи ето съ числомь У = которое по абсолютной величинё на 
э=1 
зёрное меньше 1 (стр. 400), не можеть дать 0. Но этимъ до- 
хазань теорема Ливдемана въ ея упомянутоме 
выше (0тр..836) частномъ случаВ и вмё сть съ нею и 
предложен! е о. трансцендентности чиста м, кото- 
роевь ней содержится. . 
Я хочу отмЬеить еще одинъ иктерезный чаты 
случай общей теоремы Линдемана, состолийй ву ‘томъ, 
что въ уравнек!н ей = числа р и Вне мотутъ быть 
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одновременно алгебраическимя, если не считать 
трив1альнато искдючительнаго случая, коРда =0, 
$=1. Друзими словами, показательная фунец!я отъ 
алгобраическаго аргумента Ви натуральный л0- 
тарчемъ алтебраяческатго чноха 5 веегда, кромь 
упомянутаго эдинствоннаго исключения, предств 
вляють трансцендевтныя чиола, Изъ этого при В=1 
вытенаеть тракоцендентноеть е и при 2 = —1 траноцендентномть 
з (тавь какь и”“==-1). Доказательство этой теоремы предета- 
зляеть точное обобщен послёдкихь разоуиденй, при чемъ исхо- 
дятъ не оть 1-е, а отъ $—0й; надо только принять во вни- 
маше, наряду с0 вебми кориями алробраического уравневя для В, 
тавже воф кории уравнешя дня 65, чтобы придти къ равеногву, 
нодоблому равенству (3); волбдогые этого приходится употреблять 
большее число обозначен, такь что доказательство становитоя 
Золе закутаннымь. Но въ существенно повыхь ндеяхь нодоб- 
ности не предотазлиетен. Внолий аналогично можно прововти до- 
жзательство общей теоремы Линдомана. 

Я не стану входить въ равомотране этдх» докавательстяъ, 
но 3940 х хотАль бы сдфлать для васъ возможно болёе наеляднымь 
значеше послёдней теоремы о покавателкной функ- 
п! и. Представьте себф, 110 па оси абециоеь отмёчены всё точки 
©ъ алгобраическими абоциссами х (рис. 101). Какь мы знаемъ, 


ННННЕНЗНЕННЕЕННЯНННННОЕ НН» © 
о 
Рис. 101. 


уже одни ращональныя и подавно вов элгебраичесв я числа обра- 
зують на осн абециссь огушевиый комиленоь (арегаП 100%); на 
лорвый ваглядь кажется, что алгобраичеся числа уже во веяхомт, 
случаф исчерпыватть вей веществениыя точки 4 Й воть тут-то 
каша теорема говорить, ч\о это не такт, но что на оси х-08% 
между алгебраичесними числами пом щается еще 
безконечно иного другяхъ, трансцендентных чи- 
сель; безконёчное число примёровт тацихъ чиселъ предогавляють 
числа с° и Юл, ТАБ х веть олтобранческое число; & также 
зоякая алгебраическая функшы этихъ трансцендентныхь чисель. 
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Все это отанеть, быть можеть, еще болфе яснымъ, воли мы 
ианишемь наше уравнеше въ такомь вихё: 


=" 
и изойразимъ ето въ плоскости ху въ вндб кривой (рие. 109). 
ели отмётить на оси х-овъ и на оси у-овъ воф алсебраичесня 
числа и залфмъ разсматривать вов точки х|у, у хоторыхь 06% 
координаты суть алгебраичеемя чнеха, то вся плоскость лу ока- 


т 
ЗНННЫННННЫННННЫННБННЫНННЫ +ННН-НН-» х 


Рис. 102. 


эогоя покрытой сгущеннымь комплексомъ этихь „апгебраи- 
ческих“ точень. Но, несмотря па такое сгущенное 
расположеЕ!е алтгебраическихь точекъ, показа- 
тельнал кривая у==е" не содержить ни одной алге- 
бранческой точки, кромВ точки х==0, у==\, Тань 
халь во вобхь другихь олучаяхь, согласно нащей теорем, въ 
равенотвй у =", по нрайной мЬр®, одна изъ величинъ №, у имфеть 
трансцендентное знамен{е. Это свойство показательной привой 
представляет», конечно, въ высщей отенени удивительное явхен1е! 
Эти теоремы, обнаруживающия существоваше огромнаго коли- 
чества чисель, которыя ие только не ратональны, но и вообще не 
могуть быть собтавлены изъ иёхыхь чиселъ при помощи ахтебра- 
ическихь действ, имёють дая пашихь представлен! о 
числовомъ коЕТиНУум В громадное значеше. Кахь бы 
отпраздноваль Пивагор такое отрым!е, если открыте иррь- 
Шонахьныхь чисель кавахось ему достойнымъ цёфлой гекатомбы! 


Удивительно только 10, казь мало внимашя и поннманя 
веер®чають, вообще, эти зоироем о транецендентности, хоти они 
оказываются столь простыми, ели ихъ хоть разъ хорошелько про- 
думать. На зизамонахл, иовтоянно приходится наблюдать, что 
цаядидАяъ не вЪ соотодыи даже объяснить термипь „трано- 
цендентность“; больигинотво пробто говорить, что трансцендеят- 
пов число не уповлетворяеть низажому алеебраическому урав- 
ненна, —а между твыь 910, вбдь, совобмъ це вЪрио, какь повазы- 
заегь примфръ: х—е = 0. Забываютт о самомь главномт, — о томт, 
что козффищенты уравненя должны быть ращопальными числами. 

Если вы еще разъ продумаете наши доказательства транс- 
цендентности, то эти простыл, элементарныя умоза- 
ключенуя долины будуть представиться вамт, каюь нчто 
эфлов, въ удобопонятномт видё ин будуть вами усвовны надолго. 
Запомнить надо толлко интеграл Эрмиа; тогда вое остальное 
вытекаетъ само собой вполнф естественнымь обравомъ. 

Я хифль бы еще въ особенности подчеркнуть то обетоя- 
чтельство, что въ этихь доказательствах мы спокойно пользова- 
диеБ, сорласно воёмъ кашимь основнымь идоямъ, понят] ем 
объ интеграл, — говоря геометрически, понят1емъ о пло- 
щади, — какь понямем, совершенно въ сущности элементариыать, 
и я полагаю, что это существеннымь образомь опособетвовало 
наглядноехи доказательства. Сравните, напримёрь, изложен! въ 
т. { Вебера- Вельштейна или же въ моемъ воботвенномъ 
яебольшомь  сочниен „Вопровы влемевтарной геометрии“ *), 
тдВ въ духь отарыжь учебниковь избёгается употреблене знака 
интеграла и выфото него прибётаюти кь вычисленю рядовъ,— и 
вы согласитесь съ тфмь, что тамъ ходь доназательства, далеко 
не отоль нагляденъ и не столь логожь для понимания. 

Послёдныя разсуждешя о раепредёлени алгобраяческихь 
чисель среди пещественныхь чисель призодять нась естествея- 
нымъ образомъ ко второй современной дионнилян%,, 
на которую я уже не разъ указываль въ течен!6 этихь леглуй и. 
хоторую я хочу теперь изложить болфе покробио. Я имЪю въ. 
виду учен{е о комиленойхь. 


*) Уоыёве НЪег влакозЕНИе Гтадеп де’ Ппепениоотеьче“ ; ом. 
цитату на стр. 89. 


П. Учене о компленсахь. 


Работы осповалеля этой теор, Георга Кантора (Сашюг} 
въ Галле, исходать какъ разъ отъ изолёдован! вопроса о суще- 
ствоваши трансцендентныхь чисель *) и доютт, этому факту 
совершенно иное освфщеше. 

Если тогъ кратый обзоръ учешх о комплексахь, который 
я намфрень вамь предложить, имфеть какую-либо особенность, 
то ноелёдияя заключается вт, томт, что на первый плант выст!- 
паеть изучен!е конкретныхь примфровъ змЪето отвле- 
ченныхь разсужиен совершенно общаге характера, благодаря 
тоторыив учене о совокупностяхь чаво принимаеть яесьма 
лрудную для пониматя форму, отпугивающую читателя. 


1. Мощиость комилекса, 


Соотвётегвенно сказанному, л прежде зоого напомню вамЪъ, 
чего нЪ течев!е этихь лек мы но равъ имфли д%ло съ различ- 
ными характерными собран: ями чиседь, которыя 
мы таперь будем называть числовыми совоку ПнОсТяЯм и 
или комилеюсами. Въ области вешщественныхь чисель мы 
ими дФло 5 такими комплексами: 

1) назуральных числа, 

2) рад ональных числа, 

3) алгебраическ!л чнола, 

4) вс вещественныя число. 

Каждая изъ отихь совокупностей содержить бозконечно 
мого чисенъ. И вотт прежде воего возникаегь такой во- 
проев: недьвя ли, нёомотря на это оботоятехьство, въ нёкохоромь 
опредвленномъ смысл сравнивать между собой этя со-` 
зокулности по велячии% илиобъем у; другими словами, 


*) „Лола 18 90 коме цой аля ара Маетайк“ (1873), В, 77, 
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нельзя ли „безконечность“ одной совокупности ечи- 
тать большей, равной или меньшей, чёмь „без- 
конечность“ другой совокупности? Великой заслугой 
Кацтора являетвя то обстоятельство, что онъ устеновиль 
точныя иовятя и съ помощью ихъ разъясниль и разрёшилть 
этоть, ма первый взглядъ, совершенно неопредёленный вопросъ. 
А именно, зд\еь на первомъ план} отонеь понят!е о „мо щноет и“ 
или й „количественному чиел“: дв совокупности 
ИМВЮТЪ „одинаковую мощность" („эквивалентны“), 
воля между нихъ элемонтами можно установить 
язаимно- однозначное сопряжен с, т. 6. если одну 
совокупность можно такъ отобразить вт другой, 
что каждому элементу первой взаимно-однозначно 
соотв тотвуетъ накоторый элементь второй. Если 
же подобное отображен! невозможно, тп совокун- 
ности им ютъ „различную мощность“; нри ртомъ ока 
зываетоял, что въ послфднемъ олуча 8, какимт, бы обризомъ мы ки пы- 
тазись привести въ сопряжея!е элементы обфихъ совокупностей, 
воегиа остамукся линие элементы и притомъ воегда отъ одной 
и той же совокупности, которая имфеть поэтому „бальшую 
мощность". 

Все это мы пояснимъ теперь на 4 упомянутыхь выню при- 
мфрахь. Можетъ быть, на первый ватлядъь кажется вброятнымъ, 
что мощноегь совокупности патуральныхь чиселъь меньше, чуть 
мощность войхъ ранюнальныхь чиселъ, а эта посифдняя, въ евою 
очередь, меньше мощности воёхь алгебранческихь чисель, и что, 
чаконець, послЬдЕЯя меньше мащаости вофхъ вещественных пи- 
соль, —ибо каждая изъ этихь совокуиностей возникает изъ пред 
шествующей пртемъ присоединельт новыхъ элементовъ. Но въ 
двйствительности такое заключене лишено звеякаго осованя: 
хотя всякая конечная совокупность вееогда имфетъ 
большую мощность, чёмъ любая ся чаСТЬ, но этого 
предложен! я ни въ какому случа нельзя перено- 
сить на безконечныя совохупности. Въ чонцВ донцовъ, 
тавя укхонвыя не такъ улъ удивительны, есди имфть вт виду, 
10 здЪоь мы переходимь въ совершенно новую область. 

Убфдимоя же сперва нь совезмь простомь прим®р% въ 
томе, что часть безвонечяей оовокупности д ствие 
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тельно можеть имбть равную съ нею мощноеть;, 
для этого мы гравнимь совокуипоеть вефхь натуральных чи- 
«ель иъ совокупностью веёхъ четныхъ чиселъ: 


Соприжен!ю, указываемое двойными стрёлками, очевидио, обла- 
даетъ описаннымя выше свойствами, а именно зоякому элементу 
одной сововупноети соотьфаотвуеть одииь и только одинь эле- 
мент другой совокупности. `Слдовательно, согласно опре-. 
доле! ю Кантора, совокуиность натуральных чи- 
соль имветь такую же мощность, какъ и ея часть, 
составляющья совокупность четныхь чиселъ, 
Итакь, изслёдован!е мощностей наших 4-хъ совокупностей. 
ке тахь уже просто. Тёмь поразичельнье тоть простой резуль- 
таз, который соотавляеть содержан:6 замбчательнагто- 
открыт:я Вантора, одАланнаго имь въ 1878 г.: три сово- 
куппости — вевхь натуральныхт, вов хъ рац{ональ- 
ныхъ и нофхь алгобраичаскихь чиселъ —имЗють 
одинаковую мощность, а совокупность воВхь вещ 0- 
отвеннихъ чисоль имфеть отличиую отф них и 
именно большую мощность. Такую совокупность, кото- 
рая допуолаеть взаимно -однозначное сопряжеле ея оэлементовъ. 
вт натуральнымь рядомь чисель (которая, слёдовательно, имёеть- 
«ъ послднимь одинаковую мощность), называють исчислимой 
{аи аг). Тедерь мы можемъ такъ выразить упомянутую 1е0- 
рему: з0ё рац!ональныя, а такще в0% алгебраи- 
чееск1я чиола образуютъ исчислимую совокун- 
НОСТЬ, & ЗОвОКуУНнОстТЬ вовхь вещественныхь чи- 
сель представляеть нонсчисхимый комплекот. 
Начнемъ съ доказательства этой теоремы для 
случая рад{ональныхв чисель, которое, носомн®вно, 
извЪотно многимъ изъ васъ. Всякое ращюокальнов число — поло- 
экительное или отрицательное — можно предотавить одлозначимзеь, 
образомъ въ вид® дроби р/9, гдВ ричоуть взаимио иростыя дфлыя 


Е 


числа и 9; вапримфръ, воегда имфоть положительное значен!е 
(тогда какъ р можень быть и отринательнымт). Чжобы расмоло- 
жить ве эти дроби 2,4 въ одинъ рядф, прежде всего отмётимь 
мыеленпо зъ плоскости 29 в08 точки съ цвлочиеленными 
координатами р, 4 и равположимь лхъ въ почиелимый 
раде, кажь показызаеть спиралеобразиый нуть на рис. 108. 00- 


Рис, 103, 


отв®тотвенно этому мы можемь перенумерозать всё наши 
числовыя пары (2/9), такь что каждой парё будеть отвфчать 
Только ОДНО ПЛО ЧИСЛО И ВЪ т0 же время будуть иочорнаны вов 
цёлыя числа. Теперь откияемъ изъ этого ряда 3$ тё чиоловыя 
пары, которыя ме удовлетворягь высназаннымь выше условямь 
(стоутоте общихь дфлителей. и д `> 0), и перенумеруемъ только 
остави1нея пары (отыёченныя на рисуякй точками). Получается 
такой двойной ридф: 


12 8+5 в твэши..., 
поащ и въ, №... 


зъ которомъ каждому рац{ональному числу с00т- 
ввтотвуетъь ровно одно цвлое чнело и каждому 
дълому чисху— ровно одно рац!ональное; это дока- 


зе 
зываетт почислимость совокупиости рац{онать- 
ных чисел. Замбтимт, что при этомъ расположе- 
и!и рац!окальныхт чиеелъь въ ночислимый рядъ 
хореннымь образомь разрушается ихъ начураяь- 
ная послфдовазельность по величин; э10 видно на 
фие. 10%, въ которомь рядомъ съ ращюнальными точками оси 
абоциееь написаны ихъ порихковые нумера въ приведенномь 
выше искусетвенномъ распоз 1 


Чыкла - А. 1 —и 9 аи. № з 

Ре | 

Узда 4 Во Щом х ибо 3 8 
Рис 104. 


Тенерь мм перойдемъ къ алгобраическимт числам: 
вдЪоь я также хочу ограничиться вощаотвенными числами, хотя 
разомокове комплексных чиселъ, соботвенно, чавке не пред- 
отавляеть сущоствениыхь затруднений. Всякое вещественное алто- 
браичебкое число @ удовлетворяет, нёкоторому веществен- 
ному пфлочислонному уравнению: 


до", о"... аа Ра =. 0, 


которое мы можемь считать неприводимыме; другими ело- 
вами, мы считаемь, что выдёлены 20%, как!е только можно, рашо- 
нальные множители лВвой части, а такие веё обще дфлители 
дфлыхь чисель @» @р..., Ян. 


Предполагаемъ также, что а), всегда есть число по- 
ложительное. При такихь услощяхь, всякое алтебраи- 
ческов число ©, как извфстно, удовхотворяеть 
только одному непризодимому уравнен! ю ужазан- 
каго вида съ цёлыми коэзффиц!онтами; обратно, 
вояпомр такому уравнен|ю принадлежить въ вид 
корней, самов большее, 12 вещественных алгебра- 
ическихь чиселъ; но ихф можеть быль и меньше, 
чЬмЪ и, или ихь можеть лаже вовсе ке быть. Нели 
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бы мы сумВли расположить въ одинъ нсчиелимый рядь 
366 так!я злгебраическ!и уравнен|я, 10 этимъ са- 
мымь, очевидно, были бы неречиелены и всё ихъ корни, а, елё- 
довалельяо, и всё вещеотвенвыя алгебраичеоыя числа. 

Каитору удалось достигнуть этого олфдующимь образом: 
онтъ отловить каждому уравнен!ю опредфленное 
ноложительное число, такт называсмую „высоту“ 
уравнен1я: 


Мина, |+ [а а| 


и распредёяяеть уравнен1я въ изчислимый рядъ 
класеовь, соотв тотвующихь значенямъ М1, 2, 
8,... Въ каждомь такомъ иласс%, согласно опредфленно чизта, М, 
показатель степени + и абеолютная величина хаЖдаго изф кояй- 
фащентовъ должным быть менъие хояечнато чиола М), такъ что 
хаждому плассу можеть принадлежать зообще, 
хишь конечное число уравнев!й я, въ частностя, 
лишь конечное чясло неприводямыхь уравнен! 8. 
Коэффизйснты легко можпо опредёлить путемь ненытаня везхь 
зизможныхт комбинащй для доннаго зиаленя Л; а первые члены 
рида уранненй дли ннзшихь значенй ЛМ можно написать оразу, 


Фелерь опредёлимъ для каждой. опродвленной высоты № 
вещественные хорни всёхъ принодлежащихь кв этой высот8 
пепряводимыхь уравненй, число когорыхь кокечно; число этихт. 
зорней таке конечно, и мы можемьъ. расположить ихъ но ихъ 
дЯйствительной величин. Теперь возьмемъ расположенных такимь. 
образомъ числа съ высотой 1, затёмъ числа с® высотой 2 и т. д. 
и перенумеруемь ихь въ этохъ порядкф. Этимь будеть. 
дДЬйствительно  перенумерована СОвОкунноеть 
808 хъ алгебраических чиселу, такъ хаюъ, оъ одной 
стороны, мы такимъ образомъ приходимь къ каждому злге- 
бражчесному числу, а съ другой— всякое цёлое число служить. 
номеромъ дхя нёкотораго алгебраическаго числа. Дёйогвительно, 
всзи имбть достаточно териввя, то можно опредёлить, на“, 
примёръ; 7568-тье число указанной схемы или ме найти. вкя. 
зеякаго даннаго сколь угодно сложнаго злгебраическаго числа, 
соотвётотвуюний ему номер. й 


м. 

Вь птомъ случай расположене въ исчислимый рядь тоже 
нару шавть кореннымъ образомъ естественную 
посл дователья ость алгобраическихьъ чиселъ по 
изъ величины, хотя она н сохраняется въ каждой трупиб 
чисель одинаковой высоты. Тазь, ноприм®ръ, два такихь бхизкяхь 


числа, халь и 200 
вы 5 5000 


между "&мъ такъ УЗ, какь поренк уравнения 2* — 
2 
ту же самую высоту 7, что я 


Прежде, чбмъ перейти въ послёднему примёру, я хочу со- 
общить вамъ небольшую вспомогательную теорему, ко- 
торая доставить намъ дальЕфйлИя исчислимыя совокуп- 
ности и одновременно познакомить пасъ оь одвимъ премомъ 
доказательства, козорымь мы восиользуемоя еще впослдетви. 
Если даны дв иочислимыя совокупности: 


‚ имфютъ далеко озстоящя высоты 7 и 7001 


0, нмботт, 


а въ, аъ... Ед, в, въ. 


что совокуннооть вовхь @ и веёхъ 2, получаемая отъ соединеня 
обфихь этихъь совокупностей въ Юдну, тоже будетъ исчислимой. 
Айотвительно, ве можно записать въ такомъ порядкв: 


а, 9, в 6, аъ В... 


и тЬмь сразу де установить взаимно-одкозиачное соотвётетв!е 
съ натуральным рядомъ чиседъ. Аналогично этому, 3, 4, 
в, вообще, конечное число исчиелимыхь совокуцно- 
зтей образуютъ, выё ств взятыя, снова ночислимую 
оовокунноеть. Но не отоль очевидвымь предетавияется сл®- 
дуюций фокть, составляющИ содержаве нашей вопомогатель- 
ной теоремы: совдянен1е даже безконечнато, чо исчи- 
слимаго ряда исчислимыхь же совокупностей 
«бразуоть тоже исчислимую совокупность. 

Въ овмомъ дв; обозначимь черезъ 4, а, а... Элемекты 
первой совокупности, черезь 2,, 5’ 2,,...-— элементы второй, 
черезЪ с, ‘С, с,..г-овлементы третьей и т. д.`и предета- 
вимъ себ, чшо эти совокупности напиеаны одна подъ другой; 
тотда стоить только расположить вой элементы въ тозомъ 002 
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рядьф, какой указываютъ послфдовательныя магонали въ сл$- 


дующей схем, 
я 
р 


Получаемос при этомь раеположене элементовъ: 


1234567891011... 
а, а уе а в в а, а, ... 


относить всякому числу а, (, с,... Одинь и только одннъ но- 
меръ, чёмъ доказывается наше утворждене. Этось иМемь можно 
было бы назвать, имфя въ виду приведенную схему, „нумерь- 
цей по д1агоналями“, 

Огромное количество разнообравныхь исчислимыхь совокуи- 
ноетей, получаемых этимъ путемъ, могло бы заставить думать, 
что в вообще безнопечныя совокупноети исчислимы. Но, вопреки 
этому, мы докажемь теперь вторую часть теоремы Кан- 
тора, по которой континуумъ вофзхь вещоствен- 
выхь чисохъ представляет ненсчислимую сово- 
купность; эту совокушноеть мы будемь обозналать знадомъ С», 
тавъ какъ позднёе намъ придется еще говорить о континуумахь 
многихь измфрен!й. 

Комплекоь С; можно, конечно, опредфлить, каф совокуп- 
ность во хъ конечных вожественных значен!  х, 
при чемъх мы можемъ предотавлять оеб%, напримфръ, хахъ абоциосу 
на нвкоторой оси. Покажемт, прежде веего, что совокупность 
вовхъ внутренняхь точекъ отрёзка съ длиною 1 
(0х1) чмЪетт точно такую же мощеость, какь Ст. 
Въ самомъ дёлЬ, изобразимъ первую совокупность точками оси 
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х-овъ, вторую-- точками отрёзкагедикицы оги у-овъ, перпендику- 
лярной пъ оси х-овъ (рис. 105); теперь можно увтиновить между 
обфими сововупностями взанмно-однозналлое сопряжене при по- 
мощи любой монотонно возрастающей кривой указаннаго на 


о 


Рис. 15. 


рис. 105 вида, которая имфеть аеимичотими олёва прямую у==%, 
& справа прямую у==1, — наиримёрь, одной язъ вйтвей кривой 


э= 
совокупностью вофхъ чисел, содержащихся между 
01, что мы и сдфлаемь въ дальнйшемъ. 

Тешерь я изложу то доказательство неисчисли- 
мости компиекса С, которое Ванторъ вообщиль 
на Съёздё Ботествоиснытателей въ Галле въ 
1891 году; оно проще и болфе пригодно для обобщевя, чёмъ. 
доказательство, опубливованное имъ впервые въ 1878 году. 
Центральный пунктъ этого новаго доказахень- 
ства составляеть одинъ въ высшой отопени про- 
стой пр1емъ, такъ назырасмый „д1аметральный 
методь", который при всякомъ исчислимомъ рав 
положен1и вовхъ вощоствониныхъ чисель каное 
мы могли бы только допустить, доставляет веще- 


1 Ро 
т 8 ох"). Такимъ образомъ, мы вправф замфнить С, 


*) Сопряженю устанавхивается, слВдоватольно, такъ, что хаждому` 
зпаченоо х соотв®тетвуеть опредфленная точка на кривой (имЪющая это 
знален!е абоциссой); & этой точь соотвфиетвуету опредфленпое значе- 
ве на оси у—ея ордипата. 
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ственное число, которое навфрнов не содержится 
въ этомъ расноложен1 и; это составляеть противорйч{; и 
позтому совокупность С; не можеть быть исчислимой. 
Нацашемь вс№ наши числа 0<х <. 1 въ вид десятичныхь 
дробей; предположимтъ, что всё ош8 расположены въ исчислимый 
рядь: 


тд8 а,6, с обозначають любыял изъ цифръ 0,1,...,9, взятыя въ 
любомь порядкф. Прежде, чВмь идти далыне, замётимъ, что 
децимальное начертан!е дробей не вполн% одно- 
значно, такъ какт, напримёръ, 0,999...=1,000..., и вообще 
всявую конечную десятичную дробь можно написать въ видё 
безконечиой съ перодомъ 9; это состадляеть одло изв основныхь 
положен!й счноленя“ деслтичныхь дробей (р. отр, 52). Чтобы 
уетановить однозначныя обозначен1я, условимоя разъ 
навеегда употреблять только безконечныя деся- 
тичныя дроби, т. ©. вывето конечных лробей всегда, пивать 
дроби, кокчающияся пертодомь 9. Нредположимт, что въ преды- 
дущей схем воз дроби уже приведены къ такому виду. 

Чтобы образовать десятичную дробь д", отхич- 
ную отъ вофхъ чисель нашей схемы, выдвлимъ 
цифры п, 6, сь..., стоящ!я въ отмёАченной нь 
схем д:агонали (отсюда и самое назван!е этого метода), и 
оставимъ на первомъ девятичном мох числа м’ какую-нибудь 
цифру а;', навёрное отличную отф а, на второмъ мёотА— какую- 
нибудь пифру д.', отличную от 5, на третьемъ мвогё— цифру су, 
орличную отЬ`с» и Такъ даже: 


= , ‚ 
=0, а, бы су... 


7 
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Но эти уеловя относительно выбора, цифръ а;', бу’, сз, -. пре- 
доставинють намъ, очевидно, еще нёхоторый проязволъ; мы мо- 
жемь поэтому распорядиться тавь, чтобы 4” было равно 
дВйотвительно десятичной дроби, а не 0,:999...=1, 
яапрямёръь, а также чтобы ока не прекращалась 
лобль нёкотораго воночнаго чиела знаковт, Но зв® 
такомь случай д’ навёрное отлячно отъ числа 21, таюъ 
хакъ у нихъ порвыя цифры не одинаковы, & между тВыъ двф без- 
кокечныя дроби могуть быть равны между собой только въ томъ 
случа, воли у нихъ одинаковы всё соотвётотвующя цифры. 
Точно тадь ще д’ я, велдетйе различя вторыхъ цифуъ, 
хх, изъ-за третьихь цифрь, и, такимь образомъ, вообще 
число х', будучи виоли$ опредёленной десятичной 
дробью, оказывается отличнымъ отъ войхь чисехть 
Алия... Исчислимой схемы. Олёдовательно, мы пришли 
къ щолательному противор®чю, и зто доказывает, что кон- 
тикуумт С, предотавдяеть ненсчислимую сово- 
уцность. 

Эта теорема и ре1ог{ обиаруживаеть существо 
ван{в транецендеятныхь чиселъ, ибо совокунноеть 
алеобраическихь чисоль исчислима и потому ве можеть исчерпать 
ненсчислимый континуумь вобхь вешественныхь чиеель. Но въ 
то время, каКЪ всё прежшя разсуждещи знакомили нась еъ бевко- 
нечными, но исчислимыми совокупностями транс- 
целдентныху чяселу, теперь мы можемь утверждать, что 
нхъ мощиость д йствнтельно превосхоцить мощ- 
ность исняслимыху совокупностей, тать что только 
теперь мы получаемъ правильное общее предотавлен!е объ нхъ 
многообразш. Приведенные выше частные примфры, въ ввою 
очередь, оживляють эту ифеколько аботравтную картину. 

Покончивъ такимъ образомъ от. вопровомъ о кортикуумь 
одного измёреня, я считало поелфдовательнымт обратиться д хо н- 
тинууму двухъ изм рен! В. Прежде веямй, конечно, ду- 
маль, что плоскость содержить больше точекь, чёмъ прямая; 
поэтому всё были крайке удивлены, когда Кантору показалъ“), 
что мощность двухм8 рнаго. континуума С, в% точ- 
ности равна мощносин континуума одного измё- 


*) „Тоаным Гаг 8 теше и. апреле Маценай к”, Ва. 84 (1878). 
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рен!я С. Еели выфсто С, возьмемь квадрату 0 с1о- 
роной 1, а вмБото С, —-отрёзвокъ эдиницы длины, то 
должно оказаться возможкымь установить меду точками 
обоихь образовъ взаимно-однозначное сопряжене (рис. 106). 


о 
Де ы 
д 
1 
С, 
о жт 
не. 106. 


Причина того, что 910 утверждене представляется татямь мара 
допоальнымт, зажлючается, вёроятно, въ трудности освободиться 
огь предотавленя объ извфотлой непрерывности сопряже- 
н1я, а между тёмъь въ дфИотвительноеги то сопряжея!е, которое 
мы хотимь установить, оказывается въ высшей мёрё 
разрывкымьъ или, воли хотите, неортаническимъ. Ото 
зь такой же мФр® разрушаеть, кромф „мощности“, вов, что 
является характернымь для илоскаго и для линейнаго образа, 
хань таховыхь, пакъь если бы во точци квадрата насышали въ 
узшокъь и залёмъ самымь ооновательнымь образомь перемв- 
шали их. 

Совокупность точекъ квадрата совпадаеть съ совокуц- 
ностью вефхъ пар десятичныхь дробей вида: 


Х=0 ща, 4ь..., 9=0, В 6,..., 


‘которыя мы, какъ и раньше, предполагаем». написанными въ бе3- 
вонечномъ видф. Слёдовательно, мы иоключаемь 76 погра- 
чичныя точки, для которыхь одна изъ координать х, у обращеется 
въ 0, другими словами, исключаемъ об сторовы квадрата, при- 
мыкающ]я хъ началу коордннать О, между. тёмъ накь об осгаль- 
ыя стороны мы сохракяемъ. Но нетрудно. убёдиться вт томъ, что 


Е 
это нисколько не измфняеть мощности комилекса точекъ. И вотъ 
основная идея доказательства Кантора заключается 
въ томъ, нтобы отлить 06% эти десятичныя дроби въ одну новую 
десятичную хробь =, по воторой, въ свою очередь, можно 
быхо бы однозначно опредфлять х, у и которая при- 
зимала бы ровно по одному разу вов значентя 
0<=«\1, когда точка х|у однажды пробёгаеть #0 
всему квадрату. Если разоматриваль 3, вакъ абоциссу, 10 
получикь дойотвительшо желавмое взаимио-одкозначков сопряжен1е 
квадрата С, и отрёзка-единицы С; при этомъ, соотвтетвенно 
предложенямь относительно кведрата, р этого отрёзка принимаемь 
30 внаман!е только одну конечную точку 2==1. 

Такое соединене мы попытаемся сперва получить тёмт, 
$10 ПОЛОЯЕМЪ 
2==9, а, 6, а, бл а; ба. 


, 


дЬйотвительно, изъ отой дроби можзно, отдвляя четные и нететные 
десятичные знаки, возотаповить однозначтымь образом хи у, 
Но туть, въ виду дроякаго способа ианисантя деся- 
тичныхЪ дробой, возникаеть ездующее возражен{е: та- 
тов = пе пробёгаеть веего ряда значевй (С, когда за х|у при- 
нимаемь послёдовательно всё пары безконечныхь десятичныхь 
„дробей, т. в. всю совокупность точекь (,; дёйствительно, хотя 
при этомь пля х воегда получается безконечная дробь, но суще- 
ствують таюя безкопочныя дроби, какъ, напримрь, 


==0, с, 406, Ос Обь... › 


которыя получаются только изъ конечной дроби х или у, — въ 
нашемт примфрВ изъ 


#==0, с, 000..., у==0, 6:64 бб... - 

Обойтя это затруднен легче воего пря помощи олёдующаго 
зидоизывневя метода Кантора, предложеннаю Еёнигомъ 
(Г. Кб) изъ Вуданешта. А именно, Канитъ понимает подъ 
а, 6, с но отдмьныя цифры, в извфотные числовые ком- 
плексы, я бы. сказаль-„молекулы“ десятичной дроби, 
соединяя въ одно цёхое всякую значащую цифру, 
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отличную оть 0, в0 воёми непосредственно ой 
предшествующими кулямл, выдёляя такимъ образомь 
роль нулей. Тогда всякая десятичная безконечная дробь должна 
имЗть безконечно много молевуль, тавъ кавкь въ ней 
появляются все снова и снова отличныя отъ нуля цифры, и иа- 
оборотъ. Напримёръ, въ дроби 


9, 8208007000802405.,. 


за тая „моловулы“ слВдуеть очитать: 


а, = [8], =], а, [08], @ =[007], а, =[0008], а›= [02], а, =Н], „.. 

Пусть тенерь въ вышеприведенкомъ правил сопряжешя 
х|уяазоимвомы а, 6, с обозначають так1я молеку- 
лы. Тогда всякой парё х|у будеть снова однозначно соотв®т- 
ствовать безконечная дробь 2, поторал, въ свою очеродь, опрод#- 
лить х пу. Но теперь веякая дробь 2 распадается на дв дроби 
ухи, съ безконечнымь числомъ „молекуль“ каждая, и можеть 
вовникнуть только одкажды, когда мы за х|у будемь принимать 
послвдовательно вов пары безконечныхь дезятичныхь дробей, 
Но это дЁйствительно даегь взаимно-однозначкое ото- 
бражен1е отрёзка и квадрата одного въ другомз; 
СлВДОВахтельно, они ЕМВЮТЪ ОДИНаковую мощность. 

Конечно, совершенно анапогичиымъ образомъ можно пока- 
заАть, что континуумы трохъ, четырехъ,... изм рен: й 
имфють такую же мощность кавь и одном рный 
контиктумт. Но замбчательно то, что и континууме С, 
безконечино многихь измфрен{й, —точн%е гозоря, 
иочислимой созокупности изм рен! Я, имзетт та- 
хую же мощность; о такомъ пространств бевконечно боль- 
ого числа измёрев!й теперь особенно много говорятъ въ Гёттия- 
тень. Его опредбхяютт, какъ совокуиноеть войху тВхЪ чиеловыхь 
снохемъ, кая только можеть прикимать иочиолимая безконечная 
совокунность порбмённыхь 


ЖЖ. Мы, 


воли каждая изъ нихъ пробёгавть весь рядъ веществекныхь зна- 
чей. Это предетавляеть, соботвенно говоря, только новый спо- 
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в0бъ выражешя понят, давно уже примёняомыхь въ математик$. 
Въ самомъ двлё, в®дь всегда разоматривали совокупность вовхь 
степенныхь или трегономотрическихе рядовъ; исчислимая безко- 
нечная совокупность козффищентовт этихъ предотавляетф, въ 
сущности, не что иное, казь такую же совокупность безконечнаго 
числа иввавиенмыхь неромёиныхь, которыя, впрочем, веегда 
подчинены еще извбетнымъ услошямъ сходимости ряда. 

Здбсь мы снова ограиичимея  раземотрбемь „куба- 
единицы“ контияуума С...“ другими словами, совокуияо- 
стью войхъ точекь, удовлетворяющихь услово 0<,<1 и 
покажемт, Что эти точки можно привести во взанмно-однозиач- 
ное соотвётотве съ точками отрёзва-единиды 0х1 конти- 
нууме Су. При этомь спова, ради удоботва, отбрасываемь вов 
лв погралачных точкя, для которыхь охна изъ координать м» 
равна нулю, и, соотеётетвенно, точку х-0,-— во же остальныя 
пограничиыя точки сохраняемъ. Исходимь, кекъь и ракыхе, изъ 
изображен хоординать зочевь кокчинуума С» при помощи де- 
сятичныхт, драбей; 


при чемъ всё эги кроби должны быть написаны въ безконвч- 
номъ видф, & символы а, 5, с,... должны обозначать „моле- 
кулы десятичныхь дробей“ въ установленномь выше 
смысл, т. е. таше помпхехсы цифръ, которые совтоятъ изъ 
одной эпачежщей цифры съ предшествующими ей нулями. Теперь 
в06 это безконечное количество деситичныхь дробей мы дойжны 
соединить въ одну такую новую дробь, которая, въ свою очередь, 
повволяла бы возотаяовить ея составных части, ихи, сохраняя 
химическое уподобяене; окажемь такъ: мы должны образовать 
таков нестойкое совдинеще войхь этихъ молекулярныхь агтре- 
татовь, итобы его легко можно было разложить на составныя 
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части, Этого удается достичь сразу же при помощи „способа 
х1атоналей“, который мы уже прямбнади выше (отр. 415). 
Напишемь наши „мохокулы“ въ томъ порядеф, какой указивають 
послфдовательныя новыя лннйх въ предыдущей схемф: 


= 0, а; а, рав бе, ау бь 6, а... 


такимь образомъ, со всякой точкой въ С. однозначно сопрягается 
яёкоторая точка въ Су. Обратно, тавимь образом можно лолу- 
чить всякую точку контипуума С,; въ самомь дётВ, зная ея 
нзображене въ пидЁ бевконечной десятичной дроби, можно, ноль- 
зуяеь укавалной охемой, однозначно опредфлить безколечное число 
безконечных»ь деслтичныхъ дробей 2, л», Ха,...;, изь которыхь 
данная хробь получается поередетвомгь указаннаео према, Тацимь 
образомъ, намь дёйотвительно удалось установить 
ззаимно-окнозначное отображен!е куйба-еднницы 
пространства С» на отр®зиВ-ецлнили коктину- 
ума С.. 

Въ результат воого оказаннато до вихъ поръ мы убыждаемея 
въ Томь, что существуютъ, во воя вомы случай, ДВЬ 
различныя между собой мощности: 1) мощность 
ясчислимыхь совокупностей, 2) мощность вефхь 
континуумовъ (непрерывныхь протижен) С, С, Сь.. 
ЗПЛОТЬ ДО (С... 

Теперь остественно возникает вопросъ о томъ, сущеетвуюгь 
лн еще ббльшуя мощноетя; оказывветея, что, дАйстви- 
чельно, возможно указать еще бальш ую мощность и притом® не 
только при помощи абетрактяыхь разоужден!, но даже оставаясь 
нехлючительно вмь прехфлахь тёхъ понят, которыя и бевъ того 
зсегда примфняются въ математлкй; а именно, такой още ббль- 
шей модтностью обладаеть 3) совокупность воовозмож- 
ныхъ воществеяныхь функд!Й /(^) вещественной 
перемённой 4. 

Здфов достаточно ограничиться изм ненемь перемфиной въ 
промежутки 0<х < 1. Прежде всего приходить в% голову, что 
рёчь идеть о совокупноеми непрерывныхь функц! й / (=). 
Однако, здфсь имфеть мёето олбдующая вамчательная георема: 
совокупность воёхъ непрерывныхь функц! Я обла-. 
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дветъ мощностью донтикуума и, сл довательно, 
принадлежит групи 2). Новую бблышую мощность мы 
получимь золько въ томь ослучав, соли примемъ во вниман!е 
тавже совершенно разрывния фунеши самого общато вида, камя 
только мовно 0008 предетавнть; иными словами, если 0 всякой 
точкой х будемъ соирягать совершенно произвольное значене 
функцию не обращаз никакого вниманя на сосфдшя значеня ея. 

Сперва я докажу упомянутую теорему отноеи- 
тельно совокулности непрерызныхъ фувец! й; мнё 
уридетья для этого повторить тё соображешя, хоторыя служили 
амъ выше (стр. 886) для того, чтобы выяснить возможность 
`разложенйт „произвольныхь“ фультай въ тритонометрячесве ряды; 
впрочемт, я долженъ буду мфотами придать эгимъ разсуждешямъ 
болфе тоный харавтеръ. Тамъ л уже показалф, что 

8) непрерывная функл]:я /(х) вполн% опред\- 
ляется ех зпачен:ями {(7) во воёхъ рац!ональ- 
кыхь точкахь г (ри, 107). 

Ъ) Сь другой стороны, намъ извфетно, что всё рац1ональ- 
ныя ввачен!я х можно расположить въ одинъ исчи- 
блимый ряд #,, И, 7, ,.-. 

5) Поэтому функц У (х) 
оказывается вполиё опредё- „— 
лепной, если извфенна почи- |” оО 
олимая безконечиая совокун- — 
ность ея эначенй У(х;), /(.), 

И),.... Вирочемъ, ати зна- 
чен!я нельзя, конечно, выби- 


рать совершенно проязвольно, ВТА, ак ч “ >® 
если желвемъ получить ие- Рис. 107 


прерывную функцию. Но в0- 
зовуцность вовхъ возможныхь системъ значен1й 
(#3), /@»),... водержить, во всякомъ случай, какъ 
часть, такую совокупность которая имфеть оди- 
наковую мощность съ совокупностью воёхъь не- 
прерывныхъ фунхд!1й. 

4) Величины д = (>), Х=/(,),... можно равоматривать, 
жакъ координаты въ пространств (., тажь жакъ он вфдь пред- 
отавхлють иочислимую безконечную совокулновть непрерывно измё- 
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няющихея величииь. Ол®довательно, сотласно доказанной раньше 
теорем%, вовохупность воевозможныхь сизтему вна- 
чея:й функц имфетъ мощность континуума. 

9) Являясь частью этой совокупиаста, допускающей взанмни- 
однозначное сопряжен съ контикуумомъ, сама совокупкость 
велхь нелрерывиыхх функц:й можету быть вза- 
имЕо-однозначно сопряжена съ нкоторой сово- 
купностью, составляющей часть коктинуума. 

#) Далфе, мы безъ труда можемъ убёднтьси 
въ томъ, что и, иаоборотъ, весь хоитинуумф можно 
взаимно-однозначно отобразить въ н№которой 
части совокунности непрерывных функц! й. Для 
этого охоить только разомотрётк фувкщи / (2) == # == с0и8., опре- 
дбляемыя уеловыми Д == =. тд # сеть вещественный 
параметръ. Когда @ пробёгаеть континуум С, /(%) = д 
ствительно иробфгаеть часть совокупности возхь пепрерывныхь 
функций, отображенную взанмно-однозначнымь образомь ве С. 

=) Теперь мы должны воспользоваться  такф называемой 
теоремой объ эквивалентности, которую почти одно- 
временно доказали Ф. Бернштейнъ (Е. Веглееш) и 9. Шрё- 
деръ (Е. Бевзёдег); эсли важдая изъ двухь сововуи- 
ностей эквивалентна нЁкотгорой части другой оо- 
вокупноети, то эти дв совокупности ЭкпиваА- 
хентны между собой. Эта теорема предетавляется въ вы- 
сокой степени очевидной; ея подробное доказательство зазело 
бы наеъ слишщкомъ делеко: 

В) Континуумь С; и совокуиность пейхь кепрерывныхь 
фтчьщи находятен между собой, согласно пунктамь е) и 1), какъ 
разъ въ томь отношен!и, каков прекполагаеть теорема объ эввя- 
валентности; олфдоватольно, они обладають одилаковой 
мощностью, в тавимъ образомъ наша теорема 
доказана. 

Теперь перейдемь въ интересному доказательству нашего 
втюрого утвержден!я, 470 совокупность всевозможных, 
ДВйствиТельно „вполкв произвольных“ функц 
обладает большей мощностью, чёмъ кохтинуумъ, 
это докавалельство предетавляоть точное примфнене длагональ- 
наго метода Кантора. 


ев 

а) Понустимь, что наше утвержден!е ложно, т. в, 
что совокулность воёхь функ можно взаимно-однозначнымь 
образомь отобразить въ цонтинуумв С\. Предноложимь, что при 
этомъ отображения всякой точки х==Р в5 С, соозвьт- 
твуетъ нъхоторля функц1я У(м,л) оть =, тавъ что, 
хогла ” пробъгаеть весь контннуумъ, /(х,”) язображаеть послё- 
довательно веовозможныя фувющи оть м. Мы приведемъ это 
допущене въ нольшюети тВиь, что построимъ функц! ю 
Ея), отличную оть вевхь функц! У(х, 7). 

3) Для этого образуем» „п1агональную функц! ю“ 
ехемы функтий /(х, "), — другими словами, такую функдию, кото- 
рая во всякой точкВ х== м, принимаеть таков же значеше, какое 
зв этой же точиВ х==я, принимасть фувкшя У(х, х.), соотв 
ствующая значению параметра 7== м», т, в. значеве /(ж, 2}. 
Какъ фунюйа отъ м, это еоть попросту фуникд!я (м). 

<) Теверь поегроимъ такую фупкц:ю А (=), которая 
отличаетея в0 всякой точк% хм отъ функи! и Дл): 

Е (а) - 7.» для воякагю отдфльнаго зпачеши х. 

Лостигнуть ЭТОГО МОЖИО САМЫМИ разнообразными способами, 
тань кавъ мы вЪль допускаемъ совершенно разрывкыя функщи, 
значен!е которыхъ въ каждой точк® можеть быть опредёлено 
самымт произвольнымь образом. Прим'ромъ можеть служить 
фуниия А(и) = Дер). 

&® Эта функция 2(>) дайствительно отлична 
91% каждой изъ фупкц!и У(х,7). Въ самомь дель, если 
бы Е(а) = (а, т.) для какого-нибудь опреджленнаго зналеня па- 
фамотра 7=ех, 10 это равенство значений функигё дозжно было 
бы имбть мбото, яъ частноети, п ВЪ точкё х ==, и, ошдовательно, 
было бы Ё (2) == то). Но это противорёчить допущенио с) 
относительно функщи 2`(л). 

Этимъ опровергает предположене а), будто фуякщями 
Увы») можно нечермать вою совокуцность функщй; сдАдовательно, 
наще утвержден:е доказано, 

Интересно сравнить это доказатольство съ зполВ анахогич- 
хымъ доказательством ноистиелямоети континуума. Подобно тому, 
хакл, тамь мы допускали возможность расположеня вовхъ девя- 
тичныхь. лробей въ одиу исчиолимую схему, тань я вдов мы 
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разсматриваемт схему фут У(л, 7); тамъ мы выдёляли ддаго- 
нальные элементы; здфеь этому соотвётетвуеть лоетроеме длато- 
нальной фуньщи У(хм, =); то и другое находить заяфмт одинаковое 
примфнен/е въ образовани новой, не содержащейся въ схем\, 
десятичной проби и, соотвбтотвенно, новой функции. 

Вы легко можете веб предотавить, что пре помощи 
подобныхъ разеужден!И можно восходить къ безко- 
нечнымь сововуцностямъ все большой н большей 
мощности, высшей, чёыт, тф три мощности, еъ которыми мы 
познакомились до сихь поръ, По самымъ замбчательнымь изъ 
воВхЪ этихъ результатовъ предетавляетея то, что между раз- 
личными безконечимми созокунновтямн суще- 
ствуютт вообще тая различя и гракаи{ и, кото“ 
рыя сохранялясь, несмотря ина то, что мы примфияли к ним 
самыя радикальный средства, кашя только можно себф предота- 
вить; мы разрушали воб ихъ особенности, какъ, напримёръ, ихъ 
расположене и тому подобное, и сохраняли только ихъ отхульные 
элементы, своего рода ихъ атомы, какъ вещи, существуюния ‹0- 
верменно пезависимо другъ отъ друга и допускающих произволь- 
кую церетасовку между собой. Важно еще и то, что три изъ 
этихь гр ада Й мы смогли установить, оставаясь въ 
рамкахь обычных въ математик вещей — пАлыхь 
чиесель, континрумовъ (непрерывныхь протяжемй) и фунинея, 

Этимь я закончу первую часть моего изложены твори со- 
вокупностей, поевященную нонятНо о мощности. Въ такой же кон- 
претной форм, но только еще болёе кратко, я хочу сообщить 
вамь теперь кое-что изъ второй части учен!я о сово- 
кунностяхт. 


2. Расположен!е злементовъ совокупжости. 


Здёеь на первый планф выстулает® хамь разъ то, что мы 
до сихъ поръ принцишально облавляли въ еторонв, а именно яо- 
ирось в томъ, какъ отличаются между собой отдёль- 
хыя совокупности одинаковой мощности по вза- 
имнымьъ отношенямь расположеня, натурально имъ прикадле- 
мащаго. ВАдь т8 взаимно-однознаякыя отобраднетя самаго общаго 
вида, которыя мы до сих поръ допускали, разрушали всё эти 
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соотношен1я, — вепомните хотя бы только объ отображены ква- 
драта на отрёзк®!| Я бы хот®ль особенно подчеркауть значен!е 
именно этого, второго отлёла учен1я о совокун- 
ностяхь; в8Ль не можеть же это учене имфть евоею пвлью 
уетранить, поередетвомь введешя вовыхъ, болёе общихь поня- 
И, ть разлящя, когорыя еъ давнихь поръ вошли въ обихоль 
малематики; скорфе, наобороть, это учеше должно и можеть слу- 
жить тому, чтобы съ помощью общихь понят познать ати раз- 
аня въ ихъ самой глубокой сущноеги, 

Теперь ната даль заключается въ томть, чтобы выяснить 
666% на опредфлениыхт, общензвфетныхь иримёрахъ поняття о 
фазличиыхь возможныхь расположен1яхъ. Если на- 
ЧИНать СЪ ИСЧЯСЛИМыхЪ вовохупностей, то мы внаемь три 
совершенно разныя формы расподожентя такихъ 
вовокупностей, столь различныя междцу собой, что равен- 
ство ихь мощностей составляло, каюь мы видфли, особую и ни 
въ каком» случа не самоочевидную теорему: это слёлующя с0- 
вовунности: 

1) совокуиность натуральныхь циселф; 


2) совокупность вобхъ (отрицательных ъ н по- 
ложительныхъ) ифлыхь чисель; 


3) совокупность вой хь рацгональныхь чисель 
и совокупность вовхь алгобраическяхь чиселъ. 


Расположен!е злементовъ во вохъ этихъ трех созокуино- 
стяхь имфетъ одко общее свойство, въ вилу котораго оно назы- 
вается простымъ расположен1емъ совокупности. Это свой- 
ство соохоить въ слфдующемь: изъ важдныхь двухъ эле- 
ментовъ одинк опредзленный элементь всегда 
предшествует другому, т. в. выражаясь алгебраичееки, 
всегда извёотно, который элементь меньше и который больше; 
н далфе, води изъ трехъ элементовъ 4, 5, сэлементъ а 
предшествуеть элементу 2, а элементъ 2-—элемен- 
тус 10 всегда а предществуеть эзлемонтус (если 
ана, то ад. 

Но, съ другой стороны, имёють м®ото тая характерныя 
разяиия: въ первой совокупности существуегь первый эле- 
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ментъ (вуль), который предшествуеть воёмъ остальнымъ, но 
иётъ посл дияго злемента, который слдоваль бы зв веёми 
другими; во второй совокулности ифть ни перзаго ки 
лосл&диято элемеята. Но въ объихь этихт совокупностяхь 
воть то общее, что за веякимь олементомъ непосред- 
ственно слёз дуетъ опредфленкый ближайшЕЙй эл 
ментъ, н всякому элементу невосрехетвенно пре 
шествуетъь опредзхенный другой элементЪъ. Въ 
противоположность атому, у третьей совокушности между 
каждлыми двумя элементами всегда лежить, кахь 
мы уже видёли выше (©тр.46 и 47), безконечно много дру- 
гих элементовь; такое свойетво совогупноета мы обозна- 
чили терминомъ „сгущенная совокупность", таюь что, въ 
частности, среди вой ху рац!ональныхъ или алгебраи- 
ческихь чисель, тежашщнхь между а и В, если пе 
считать самихъ этихъ чиеелт, нётЪ ки наименьшаго ни 
наибольшаго числа. Такимъ образомъ, снособы располо- 
хешя въ этихь трехъ примфрахъ, ихъь тилы распохожек1я 
{АпогИплиезвурет) (термикъь Кантора „типы порядка“, Ога 
пипезбуреп, кажется мнз ие столь характернымь) вов между 
собою разлячны, хотя самыя совокупиосги имфють одинаковыя 
мощности. Ст этимь можно связать— и это дЁЙствительно 
лВлають теоротиви учешя о  совокупностяхь —зопрост о 
воёхъ вообще вовможныхъь тицахъ расположеня 
исчнелимыхт совокупностей. 

Перейдемъ теперь къ раземотрёню совокупностей съ 
мощностью континуума, здеь намь извфетна одна сово- 
купность простого расположения, & именно вонти- 
куумт С, войхъ вещественныхь чисель. Но наряду 
въ нею въ двумВркомь и многомёрныхь тинахь С, Су... мы 
имфемь примвры совонуцноскей, съ расположентемь 
элементов, отличкымь отъ того, который мы на- 
звали „простым“. Такъ, въ случай совокулкости С, 

` для того, чтобы опредёлить вваимное расположене двухь точекъ, 
необходимы уже не одно, & два соотиотезя, 

Зявеь наиболве важно проанализировать понят! е- о ив- 
прерывноетя одномёрнаго ковтияуума; открыз!е 10- 
то обстоятельства, что это понятие дЁЙствительно основано только 
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хашь на простыхь овойотвахъ расположения, свойственнаго с030- 
купноети С, является первой замфчалельной заслугой учены о 
множествахт въ лёд выяспешя осковныхь математических 10- 
ня, А именно, оказывается, что вс свойства непре- 
рывиости континуума пронстекаютеф изт, тото 0б- 
< тоятельства, что послёдн!Я предотавляеть сово- 
куцность простого расноложентя со слфдующими 
двумя свойствами: 

1) Бели разд лить совокупность на как! я-дибо 
двф части „1, В, но такимъ образомъ, чтобы вояв(И 
элемент прянадльжаль ЕАКОЙ-либо одной ИЗЪ 
этихъ частей, п чтобы в68 элементы, входящ1е 
въ груклу 2, предшествоваля вофыт эдоментамъ 
груцпы 2, то въ таком случаё либо 4 имвете по- 
олфдн1й элементь либо В имбеть первый эле 
ментт, Вепомнная опредёлеше иррадюнальныхь чиеель Деде- 
хинда*) (стр. 51 и сл.), мы можемт выразиль это свойство 
еще такъ; всякое „обиеше“ въ нашей совокупности дЁйстватель- 
по производится однимь изъ ея олемектовъ. 

2) Между любыми двумя элементами совокун- 
ности всегда лежитъ еще безконечно много дру- 
ТЕХЬ ЭЛОМОНтОВЪ. 


Этимь вторымъ свойствомь обледають одинаково континуумъ 
я почнолимая совокупность вобхь ращонеленыхь чисель, дервое 
ме свойство укавываеть но существенное различ между этими 
совокупностями. Веякую совокуиность простого раоположентя, обла- 
дающую обоями этими свойствами, въ учеши о совокупноетахть 
лазывають непрерывной, по той причинв, что для нея дВй- 
отвительно можно докавать всё теоремы, которыя имёють мото 
для вомтивуума въ силу ого нопрорывности, 

Я хочу еще указать на ‘то, что эти свойства непрерывности 
можно формулировать также нёсколько иначе, а именно исходя 
изЪ т.н. „основных“ рядовъ Кантора. Основным» ря- 
домъ. назутають исчислимый рядъ простого расподоженя, состо- 


*) См.Р. Додекиндъь „Нелрерывность и иррацюнальный числа“. 
Одзеов, Мабоенв, 1910. Изъ сер!и „Вибщотвка хлассяковъ точнаго знант“, 
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яиий изъ тацихь элементовъ 4, @, @,.... данной совокупности, 
что въ самой совокупности каждый из них либо всегда прод- 
‘шествуеть элементу, олфдующему за нимъ въ основномъ ряду, либо 
всегла олбдуеть за нимъ; такь что 


лнбо а<а<а<..., либо а, >а, >а.... 


Нкоторый эломенть а сояокупности хазывають предфльнымъ 
элементомь осковного ряда, если-—вь первому 
случа —-вЪ основкомъ ряду всегда найдутся эле- 
менты, больш: всзкаго элемента, лежащего 
в, ДАННОЙ совокуиноети до а, но вовев ифтъ эле 
ментовъ, больших\ хотя бы одного элемента, рас- 
положеннаго посл а; акалогично опредёляють продёльный 
элементь во второмь случаф. ели совокупноеть обладаеть тёмъ 
свойствомъ, что воякому входящему въ ея составы основному 
ряду соотвётотвуеть въ ней свой предёльный элементь, то сово- 
купноеть называютт, замккутой (арвезовозает); вехи же, на0бо- 
роть, вояк1Й элементь совокулности являетол предёльньмь 
злементомь лёкотораго основного ряда, выдфлепнаго изт нел, то 
совоктилость называють сгущенной. Непрерывноеть совокуп- 
ностей сх мощноетью континуума состоить, существеннымт обра- 
зомъ, въ соединены обоихъ этихъ сзойству. 

Попутно я хочу здёсь яапомнить, что при беейда о ‘диффе- 
ренщальном»ь и интегральпомт почислещяхь мы говорили еще и 
о другом континуум —о континуум Веронезе (\егопезе), ко- 
торый возникаетъь изъ обыкновеинато континуума посредотвомъ 
присовдиношя актуально безконечно-малыхь воличинь. Хотя а- 
кимъ путемъ получается тоже совокупность простого расположеня 
въ томъ омыслф, что вопросъ о послфдовательности всякихъ двухь 
элементовъ раврёшается опредфленно, но т%мъ не менфе этоть кон- 
тилуумь обладаеть, конечно, совертенно инымъ типомъ раелоло- 
зкеня, чёмь обычный коктинуумь Су; теорема о томь, что вея- 
®Й основной рядъ иметь иредфуьный энементъ, здфеь уже не 
имбеть мёота. 

Теперь мы приходимъ къ зажному вопросу о томъ, при 
какихъ отображентяхь сохраняется различ1е меж- 
ду ковтинуумамя равличнато чисха измврен!й 
С. С»... ДВхо въ томь, что взаимно-однозначное отображен свя 
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маго общиго вида, какъ намъ уже извёстно, уничтожает между ни- 
ми воякое различе. Отвфть даетъ олфдующая важная теорема: чис- 
0 изм рен! й хохтинуума инвар1антно по отнош е- 
10 ко во мт взаимно-одкозначнымь и непрорыз- 
хымъ отображел!ямт; другими словами, невозможно 
отобразить одинъ въ другомтф взаимно. однозначно 
и лепрерывно два колтниуума Си и Сы, воли шт Ея. 
Быть можеть, вы склонны принять эту теорему безъ дальнихъ 
разговоровь, какъ самоочевяхную; но вы ие должны забывать 
того, что наивное представлен!е, повидимому, исключало также 
зовможность вванмно-однозначнаго еопряжешя С; и С, вообще, я 
это побуждаеть насъ быть осмотрительными по отношенно къ 
тому, что намъ предотавляется очевидиыму. 

Я хочу здъеь подробиве разобрать только простёйший слу- 
чаН, въ ноторомь рАчь ихоть о сопряжен и одномфрнаго коптину- 
ума съ двумврнывет, и затфмь укажу лиши, вкратив, каюя труд 
ности стоять на пути расироетраненя этого доказательства на 
каиболье обийй случай. Итакь, мы хотимъ доказать, что вза- 
имно-одковначное и непрерывное сопряжено между 
хоитЕнуумауии Си С, нповозможно. Здёеь всякое елово 
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пмВоть существенное значоше: мы уже знаемъ, что здвоь нельзя 
опустить требовашя кепрерывноеги; еъ другой стороны, примръ 
извФотнов, конечно, многимъ изъ вась „кривой Пеано“ показы 
заеть, ч10 и взвимная однозначнооть не можеть быть опущена. 
Прежде воего установимь яемму: еелн два одномёрныхь 
понтинуума С, и С,’ непрорывнымт, образомт отображения одинъ эт, 
другомъ и притомъ имонпо талеь, что всякому элементу изъ 
°С, веетда соотвётотрует одинь и тольно одниъ 
энемелть изь С, а всякому элементу изъ С, отвф- 
чаоть, самое больнее, одияь элементь изъ С,» ебли, 
Даль аи Ффоуть два элемента изъ С, которымь 
дЬйствительно соотв тствують въ С! два эяе- 
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мента “ни ё’, то всякому элементу с изъ С,, который 
дежить между он $, дёйствительно отв чаеть 
въ С’ нбвоторый элементу с’, лежащЕй между аи 
$" (рис. 108). Эта лемма соотвбтетвуеть извфетной теорем, со- 
ъялено которой непрерывная фунюшя /(х), поторая принимаеть 
въ точкахь х==а’, 6’ значешя а и 0, принимать такжо всякое 
зналеню с, жежащее можду аи 0, въ ивкоторой точюв с’, заклю- 
ченной между а’ и. ЛЬйствательно, нашу лемму можно до“ 
казать, каюь точное обобщене этой теоремы, исключительно н& 
овнованох опредёленнаго выше поняття о непрерывности, есая 
только самую ненрерманоеуь отображешя непрерывныхь совокуп- 
ностей  опредёлить пполвё аналогично извфетному  опред®- 
лено непрерывности фунаши; это удается сдфлату из основаеи 
одного тольк понятя о расположенги. Но здёсь не мфото людроб- 
ибо развивать оти указазя, 

Теперь перейдем къ вашему доказательству. Пред- 
пололитиь, что одномфрный огрёзоть С; и пвадратъ С, сопряжены 
между собой взанмно-однозначно и непрерывно (рис. 109), Пусть 
при этомь двумь злементамь а, $ отрёзка С, отвёчають. эле- 
менты 2, В квадрата С, Эти эхементы 4, В мы можемъ с0е- 
динить внутри гововупиости С, двумя различными путями, — на- 
иримврь, указанными ка ри- 
сункё ломанымя Су’, С. При Гы 
эюмъ памъ не пужно иред- * К 
молагаль никакнь овобыхъ 
свойствъ совокупности С, в 
родВ опредфленя хоордината- 
мии т, ц.; мы ДОЛЖНЫ ЛИШЬ 
воспользоваться понятему о 
двумфрной совокупности С». 
Но тогда, конечно, какъ’ Су, 
тащь и С; предотавхяють кон- 
тинуумы простого раслоложе- Рис, 1, 

я однога измбрены, подоб- 

хые С; въ силу же предположениаго ззаимно-однозначнато и 

непрерывнаго сопряжена хомииенсорь Син С, веякому элементу 

С,’ или С’ должна отвёчеть. ровно одна точка ва С, а воя- 

кому элементу на С; долженъ отвфчаль, вамов бохьшее, одинъ 
Е] 
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злементь на С, или на С’. Такимъ образомъ, как разъ ныпол- 
нени прекположеня нашей леммы; сзёдовательно, всякой точк% 
сина С, лежащей между аи 6, должна отвёчать 
какъ точна сна С, , тар я точка 2’ на С, ‚НО 9% 
противорёчим, предположенной взаимной однозначности отобра- 
жешя, имбющаго мбото между С, и С,. Таиныь образом, мы 
Видимъ, 10 такое отображен! е кевозможно, такт что 
Доказательство иочермано. 

Чиюбы расаространить это доказательство на 2 любыхь кол- 
чинтума Си. С» надо предварительно зпать, каковы моруть быть 
„различные континуумы 1, 2, 8,...; м —1 измфрен!й самаго общаги 
зида, содержанИеся въ С»; вели ши и 222, то оказывается, что 
одного только понят я „между“, какъ только-что в, проетвйшемт 
случа, недостаточно для того, чтобы провести додазательетво, 
Эти случаи ириводять къ крайне еложнымъ изодфдоватямт, ко- 
торыя уже ст самаго начала обкимають собой очень трудные 
вопросы, лишь въ иослфднее время нзехолько выясненные и имё- 
0ще основное зкачен1е въ геометрги, а имешю во- 
нросы о изиболфь общих непрерывных ь одном р- 
чыхь совокупноетяхъ точекъ въ плоскости, — въ 060- 
бенноеги, вонроеь а томъ, когда имени такую совокупность 
можно назвать кривой лин1ей. 

Этимъ я запончу излощеве учешя о совокупностяхь и нри- 
базлю еще лишь нвоколько зам чан й общаго харак- 
тера. Прежде всего нёсколько оловъ о тёхъ общихъ идеяхь, кото- 
рыя выработаль Канторъ по вопросу о положен! и, зани- 
мвемомь учок1емъ о сововупностяхь по отноше- 
н|ю къ геомотр|и и азализу; эти ицеи выетовляють вт, 
особвняомъ свт значене учел о совокупиостяхь. Черезт, вею 
иоторшо математики, таюъ же, каюъ и черезъ всё философовня 
`равсуждейя о ея природб, проходить, какъ извзотно, красной 
читью. различ между дискретной величиной аркеме- 
тики и непрерывной велячняой геометр:и. Въ но- 
В Ишее время особенно стали выдвигать на пер- 
вый планъ дискретную величину, какъ. наибол Ве 
легкую для пониман|я; на пёлыя катуральныя числа 
стали омотрать, кохъ на данныя проотёйшя понязЧя, выводя изъ 
нихъ по иввфотному спозобу ращюпальныя я иррашональныя 


чнола; тавимть образомь, въ коп коянозь, быль получень вееь 
зпияраль, необходимый дли гооцодетва апализа въ геомотри, 
т. е. аналитическая геомотр тя. у зенденцно современнаго 
развийя метематики можно наззать арие метивадуей гео- 
метру: теометрическая идея непрерывЕеости ока- 
зывается свеленной хъ идеБ цвлыхь тиселт,. Этого 
в направлея мы придерживались, въ Главномъ, и в, насто- 
эщихъ локщяхъ. 

И воть, въ противовфеъ атому одностороннему предпочтенно 
пблыхь чисель, Канторъ желаеть, —лакъ онъ самъ мн® горо- 
риль на Съёзда Естествонспытателей въ Кассель, — досгигиуть 
зистиннаго ел]ян1я ариомотики и геометр! я“ въ 
учен1и о сопокупностятхт, другими словами, онь желаеть 
представить утен1е о цБлыхь чиелахь, съ одной стороны, и 
Тю различиихь образовъ, нешерывно поотивленныхь изъ т0- 
чекъ, въ другой стороны, а также еще многое другое, кажъ раз 
ноправныя и объединенный главы общато ученая о говокуниостяхъ. 

Я хотВль бы еще присоединить сюда же кое-камя общ 
замёчашя объ отпощен|и учен1л о совокупностяхь 
въ геометру и. Въ учени о сововуцностяхь мы разомалривали: 

1) Мощность совокуниостей, какъ кёчто такое, что 
сохраняется при воёхъ взаимно-однозначныхь отображеняхь. 

2) Типы расположеня совокупностей, соотвёт- 
ствуюш!е различнымь комбинащямь элементовъ въ отношени 
ихь порядка. Эдвеь мы имфли зозможнооть охарактеризовать по- 
#710 0 непрерывности, различныя многохратяыя раслоло- 
жешя, или коитинуумы различнаго числа измёрен! 1 
ит. п; такимъ образомь, въ конечномь сет сюда прянадле- 
жатт, вообще, инвартанты непрерывныхт отображе- 
1. При перенесен! въ теометию это образуегь дисциплину, 
обозначенную со вромени Римана терминомь Апа]уз8 Нав 
{Анализь положенуя); это — наиболфе аботрактиая глаза 
геометри; она изелВдуеть только тф свойства геометрическихь 
обравовъ, хоторыя сохраняются при вамыхъ общих» яепрерывныхь 
ззаимио-однозначныхь отображен!яхь. Впрочемъ, уже Римань 
употребляль слово „Марлиеыетогь“ {иногообраз1е) въ вась- 
ма общемъ смысл. Этимъ же самымъ словомъ пользовалоя вна- 
чал8 и Канторъ, и лишь позднве онъ замвиилъ его боле 


краткимь и потому бое удобиымъ терминомт, „Мешее“ (мно- 
жество, совохупноесть), который въ тому же имфетт, одиня- 
ковый съ первымь словесный корень. Въ настоящее время упо- 
треблеше олова „Мецае“ настолько укоренилось, что счытаетея со- 
вершенно ототалыхь вояк!й, хто еще говорить „Мали ая сц“ ®), 

8) Переходя къ конкретной геометр{ м, мы вогрЁча. 
емея съ равлищемь менлу метряческой и проективной 
геометруей. Эхвеь мало знать, что, напримёрь, прямая имё- 
етъ одно-изуфреще, & плоскость — два измвреня; здфеь нужко 
троить иля еравницаль фигуры, при чемз, желательно имёть въ 
своемь распоряженти постоянный масштабу или, по крайней 
мБрЁ, умёть прокладывать прямыя въ плоскости и пяо- 
свости въ пространетв». Конечно, для каждой изъ этяхъ 
конкретных областей необходимо хь общимь евойвзтвамъ 

асположентя призоедикить спец альную актом а- 
чику. Это овначаеть, слфдовательно, дальнёйшее разви ученя 
© непрерывныхь совокупностяхь въ простом, двойномъ и вообще 
хратяомт, расположен. 

Ву, мою зилату не можеть входить болёе подробное раземо 
трёше этихъ вещей, о которыхъ мнё въ тому же придется подробно 
товоричь въ свонхъ лекщяхъ пи геометри въ ближайшем", се- 
местрВ. Я бы хотВжъ тольно указать литературу, вЪ которой 
зы можете получить ибкоторыл свфдёшя, Эдёеь прежде веего 
приходетея пазвать соотвфтотвующе рефераты „Матома- 
тичоской Энииклопед!и“: „Овловангя твометрен“ 
Энрикеса **) и „Поняття «лин я» и «поверхность» 
Макрольдти" 8 но спедтальной акооматиЕ®, а также „Апа- 
17813 816083* Дена-Герарда (Рева-Новзааг@) (Ш. А. В. 8). 
Посльдняя статья написана очень абстрактно; она начинается съ 
весьма общихт, установленныхь озмимь Деномъ формулирововь 
ПОНЯЛЗЙ и осмовцыхь фактовь АпаН яз вНиз, нзь которыхь 34- 


*) Въ русской литералурь, напротивъ. мы вегръчаень. весьма раа- 
пообраввые термипы дли пыраленя того же понязя: многообразие, 
множество, ком плекот, ансамбль совокупность и № п. 

*+) Вит! чае, „РеонАвл бег баста Мо“. Плсушораь дог па 
Фета велев УНавераена@ ел, ПГ, А, В. 1. 

я**} МаввоТаЬ „Ре Ведтве «лото» ирй «Иов». Впоуморие 
ег шабемазелен МИзяеивопанен, 1, А, В, 2, 


тВыъ все прочее вытекавть посредотвомъ чисто логической де- 
дукщи. Это предетавляеть полную противоноложвоеть съ мт, 
индуктивнымъ методомь изложевя, который я всегда рекомендую. 
Эта сталья предиолагаеть, собегвеныо говоря, для полна пони- 
маня весьма подготовленнаго читателя, который уже продумаль 
нею эту область, пожалуй, етоль же основательно, накъ и самъ 
авторъ. 

Что дасается литературы, посвященной учен!0.0 0- 
зокупностяхь, то я прежде вого долженъ указать па до- 
хладъ, предотазленный Германокому Союзу мотемаликовь Шёи- 
флисомъ (А, 36101103); „Раззит!е учен1я о точечныхъ 
многообразтяхь" *); первая часть экого сообщеня появилась 
въ УПТ том журнала „Уайтезренеше Чег Бешзонеп Майпена кет 
Уегенывтс, а вторая появинаов лишь недавно — въ видВ второго 
дополнихельнаго тома въ „Тайгезфенеще“. Эта книга дйствятель- 
ло предетаяляеть рефератъ цо воей теорйи совокупностей, въ ко- 
торомъ вы найдете отвётт ла весьма мноме спещальные вопровы. 
Наряду съ этимъ я долженъ назвать первый и вдипетвенный си- 
стематичесвй учебник по теорйи совокупностей, это —„Теор1я 
освокупноестей точект“ Юнга и его супруги *®). 

Въ заключене этихъ замёчан! о теорш совокупностей мы 
должны снова поставить тотъ же самый вопросъ, который вопро- 
вожлать вов наши левши: чВмъ изъ всего этого можно 
воспользоваться. въ школв? Здбоь зотЪ воироеь можно, 
пожалуй, счесть зы совершенно излишь?й, тавъ какъ вёдь воя- 
«И долженъ согласиться оъ тфыъ, что къ ученику нельзя под- 
ходить оъ такими аботравтными и трудпыми зощами, Однако, не 
306 держатся такого мнфн!я; мозу подтвердить это однимъ при- 
мёромъ. ВокорВ посл чого, какь Канторе выступиль ео своей 
теорей, его друг Фридрихь Мойеръ (Е. Маусь}, тоже вы- 
дающИЙся математик, узпиовть авон „Начака ариометнии 
х алгебры" *2*); въ отомъ сочинеши онь имёль въ виду изло- 


*) „Пе Вабунаних 4ес БеВге уд Чел Риакипана вия ЖеНел“, 
$ Тейе, Баеая 1900 и 1808. 

+} \. Н. Тоба даша @. С. Точае „Гае Феоту 0ё заза о! 
роз", баьмане 1008, 

2%} Ртлойтзов Меуег: „Немое Чег АтшеНЕ олй АЛеебга“, 
2 Лай, На 1885. 
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зкить въ систематическом Вила в6ю ариеметиху алгебры, т. е. 
учебный матерюль, которымъ пользуется школа. На первый 
плань онъ поставиль учеве о совокупноетяхь и вое ооталь- 
нов построиль на немъ: еъ первой странилы оть уже говорить 
объ общей ндев мощности оовокунности, на 6-0й 
странниф онъ вводит символъ « для обозначеня мощности 
исчислимой безконечной совокупности (1, 2, $, ...), & на 21-й стра- 
них авторь доходить въ своей додующи до такь называемой 
малой таблицы умножен:я! Въ дальньйшемъ иаложени 
книга даетъ огромное количество малерала, но его выборъ и 
труппировка какь раяъ противоположны т®мъ иредложенямт, 
которыя выдригають приверженцы реформы. Исчислешя бевко- 
нечно-молыхь ибть, конечно, п олфда; но ни маглядныя про- 
бтраветвенныя представленя ви „тенетическе“ методы, вообще» 
не занимаютъ принадтежащаго имъ по празу положеня. Само 
предислов:е содержийть характерное зыражоне, что анализь и 
алгебра ме нуждаются болёе въ „геометрическихь косты- 
тих” поз того, кзыъ учене о совокупностяхт едфлало воз- 
можнымь чисто логическое обосноваайе контивуума. 

Мы ие можемт, конечно, съ нашей точки зрышя на мето- 
дику малематики одобрить преподаване, которое держится та- 
хижь отвлеченныхь и чисто дедуктивныхь формь изложеня, ка- 
щя предлагаеть эта внига *). Выль можеть, иной зюнонн, 960- 
бенно одаренный математическими и логическими епособноотями, 
можеть благодаря этому получить импульсъ въ дальнёйлеиму, ва- 
ням; но существенная изль нашего швольнато преподавашя 
состоить не только ВТ ТОМЪ, чтобы вультивировать чалие особен- 
9 выдающееся таланты, но и въ томЪъ, чтобы существенно 60- 
дАЙотвовать развит средкихь учеников, и въ эгомъ отномееи, 
на мой взглядь, невозможно найти болёе неплесо- 
образное средство, чёмъ такой абстрактный, си- 
отематическЕй методъ. 

Я хотВлъ бы точийе выразить мое отношен!е къ этому во- 
просу, а яыенно сослаться на тоть б1огенетическЕЙ оеноз- 
пой законт, по которому индивидь въ овоемь развими про- 
бЪтаеть въ сокращенномь видф всё стаи развимя вида; эти 


*) Ср. „Доноинемя ко второму изданию, 
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лдеи стали въ настолщее время общине достояшемя, образован- 
зато человфца, Этому осповному зазону, я полагаю, должно бы- 
ло бы слёдовать-по крайней мёрф, въ общихь чертахъ—и пре- 
подазан!е матоматики, какъ и вообще всякое ироподаваше. Мы 
должны приепособляться къ природнымь селон- 
НОСТЯМь юношей, медленно вести яхт къ вые- 
шимт вопросамъ и лишь въ заключен! е ознало- 
мить ихъ © аботравтными идеями: прекодаван! е 
Должно идти по тому же самому пути, по которо- 
м7 вое челоз®чество, начиная со своего лаивнаго 
перзобытниго состояи!я, цошлно до верминъ в0- 
времениаго знангя! Необходямо всегда повторять это гре- 
боване, тазь какъ всегда находитея люди, которые по прямру 
средневзховыхь охоластиковь начинають свое преподаване съ 
самыхьъ общихь идей и защищають этоть методь, павь якобы 
единственный научный. А между тАмЪ и 370 осковане непра- 
вильно: научно обучьть— значить научаль человфка науч- 
но думать, а не оглушать его съ самаго качала хо- 
лодной нвучно варяженной сястематикой. Суще- 
ственно препятстве къ распространению тажого естоетвеннаго и 
поистинй паучнаго метода обучены прелотавляеть, несомифнно, 
педостатокъ въ знакомств съ истор{ей матема- 
тики. Чтобы съ отимъ бороться, я особенно охотно вилезаль въ 
мое изложеше многочисленные историческ1е моменты. 
Пусть это локажеть замъ, кажь медленно возникали вс мале- 
матичестя идеи, какъ он® почти веегда всилывали опорва, охорЗе, 
в вид® догадки и вить послв долгаго развичя уробртали не- 
тодвижную, выкристаллизованную форму систематичевкаго язло- 
женя. Пусть это знае —этимь пожелищемьъ я хотёль бы за- 
хончить мон лекци- окажеть продопжительное змяве на ха- 
рактерт золщего соботвеннато преподавазя въ школ! 


ДОПОЛНЕНЯ 
КО ВТОРОМУ ИЗДАНПО. 


| Новыя коммисея дия изученя вопросовъ преподаваня. 
2-ой) 
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Интерееь къ различиато рода вопровамъ преподаванит иро- 
должаль возрастать въ широких кругахъ и лъ лослёди!е годы. 
910 подтверждается особенно яфмъ, что теперь цёлый рядь боль- 
ШЕХЬ СОЮЗОВЪ И спещально назяаченныхь поммисый изучают 
на овмыхъ шировяхь осыовахь современную постановку и пробле- 
мы пренодаваыя. Желая даль самый @®глый обзорь этихь орга- 
низапш, я прежде всего полжень назвать „Германокую Ком- 
мисе1ю по вопровамъ преподаван|я матоематикн и 
встественныхь науху“ („Овибзенехг Аозвонияз г Феи ша- 
{НетайцзоБей ни пабигуззепзовай цел. 'Отвеги 4); вмёсто этого 
длиннаго названия мы образовали изъ его начальныхт, буквъ яа- 
звае „ОАММО“; эту коммиесшо избрало „Общество гермаж- 
окихь естествоиспытателей к врачей“ совмёетно со многими дру- 
тими союзами, заинтересованными въ различныхь еторонахь пре- 
подавая указанныхь продметовь, съ тфмъ, чтобы продолжить 
разработку плановь реформы, намёченныхь прежними „комми- 
осями мо вопровамъ иреподазаяя“ отихь же общеетвь, и содй- 
ствовать ихъ проведено въ жизнь. *) Наряду съ нею работаеть 
„Гермвиская Коммисс1я по вопросу о тохническихь 
лкодахъ“ („Вецезслег АпазсВизв Ни тесриаспев ВовиГевеи* или 
„ОАТЗОН“), спещально назначенная для разработка зопрововъ тех- 
ничеекаго образования „Обществомь германскихь инженерову“ **). 


=) Ср „ЗовгШен 63 Оещасней Апзяовазеев {8г бег шойвошайвойет 
ипа вабиеуизаепзеВаНовел 'Озбагис 4“ (Бецула, Тепфлег, 1908. #5); до онхь 
поръ вышли нъ свЪть 6 тетрадей. 

*) бр, „Абпапмцееи ца Вомев4е Бег еошиаонов Зевичезет“, 
уогалй, п. Веглизрев. уош „Пещеской Аивбсваязь ог (ебнтвонев Вор 
овец". —Пона появцися Г томъ (Гецийд, 'Гецфиег. 1910}. 


Особенный нитерест дня насъ, кахь математиков, иред- 
ставляеть зат®мь еще одна коммисся, имвощея интеряац!о- 
нальный харахдерт, это—„Мождународная Воммис- 
етя по вопросамъ преподаван1я математини" („(юег- 
паНоше маотазене Олеге котиизают“, пли, сокращенно, 
„МОК“), избрантая на Международномь Математическомъ Кон- 
гросс въ Римё (1908) по предложенно амеряканца Смитв (0. Е. 
Эти). Эта Коммисея должна представить ближайшему матемали- 
ческому понтресеу (имфющему состояться в® 1972 т. въ Кэмбриди®) 
отчеть о похоженти преподаваня математики во вевхъ культурныхт, 
отранахь; съ этой иёлью она предприняла во вобхъ относлщихея 
сюда странах обработку воёхи вопроеовт, припадлежащихь къ 
области преподавая математики. Оффицальныя сообщения этой 
Коммисейт, которая состоить изъ делегатовт, вофхл, культурныхь 
тосударотвь, помфщаются въ женелокомъ журнал „[’Газешненюле 
Мащаы ое“, съ другой стороны, ‘подкоммисо, образованныя 
для отдёльныхт отранъ изъ делеваловъ и „Нашцональнаго 0ов%- 
щаня“, публикують самостоятельно результаты свовхь работ *). 

Я хотбль бы въ особенности обратить ваше вяимане на 
работы нашей германской подкоммисс! я, каторая, съ 
одной стороны, непрерывно публикуеть въ журнал „Яейзаенкиф 
Не шабетамзене в. пабигучазензеваНТене ОщенмеН“ кратые 
„Отчеты н сообщения“ („Велеще чала МабеЙувиел, уогашазяЁ 
Чик йе Т. М, 9. К.“ %*), аъ другой огороны — помфщаеть таже 
боле подробные отчеты въ издаюи „АЪЛарйилаепн ПБег 4ен 
па етаывенев ОлМегнове 2 Детвемала, ? убгазазе альоВ @е 
МСК **)“. Ва этом изданти вт, миогочисленныхь отдфльныхь вы- 
пускахь, палый радь когорыхь уже вышель лъ овёть, содержится 
монографическове всестороннее язол дован!е совремешхаго положен 
преподававя математики. Выпуски сгруппированы по ихъ ‹одер- 
заню въ томы, которые должны обнять слёдующя облаоги: 

Томъ [ тракгусть объ оргакизащи, учебномт, матер!алё ин 
методакь преподаващя въ вреднихт школахъ (Ибего Зейо- 


4 о двятельности Коммисои можно найти въ 
— 486, 487, 488, 408, 


=) Подробный св; 
„ВБотвикв Опытной Физнии“, №№ 475 — 476, 481, 4 
$02, 505, 514, 594, 695, 545. 

**) Также въ отквльномь иадмИи (ТГепуи, Телгошех), выходящем, 
начиная съ 1909 года; 

+) Изцается $, Клейномъ (Тефрив, Тецьион}, начиная от 1909 т. 


11) СВворяой Герман{и, а также о постановив государетвен- 
ныхь экзаменовь и крактической подготовий ихъ преподаватель- 
скаго персонала, 


Томь П разбирать тБ ме вопросы для средней ин 
южной Герман! и. 


Томь Ш сюдержить отчеты общаго харавтерь 
относительно преподаващя математихи въ среднихь школахъ: 
разриче движотя въ пользу реформы преподаваня, имфвшее 
мего до наотоящаго времени; положен математики въ препо- 
даван!и другихь областей (физики, черчешя ит. д.); изучеше 
математики въ университетахт и т. д. 


Томь Г” содержать отчеты о преподавани математики 
въ равличнаго рода техническихь среднихъ и вые 
шихъ школахь (Ме|- пл Носбзииет). 


Томъ У будеть посвящень вопросу о положеи малема- 
тики въ кародеыхь школах. 


Эти работы, основанныя на’ тщательномь спещальномь 
изучени дла, въ высшей отелени пригодны для того, чтобы 
30 многихь отиошеняхь дополнить и углубить тё общая 
указатя на вовроменное положене преподаваня, которыя содер- 
кнлоя въ мояхъ лекщяхъ. Прежие всего я хотёль бы укавать 
въ этомъ откошенми на два первыхъ яныпуска Т-то тома; онв 
хаписовы Лицманомъ (\. летали) и каомотея, глав. 
пымъ образомъ, положения дёль въ Пруеби; воть ихь заглавя: 
„Матер1аль и методъ преподаван!я математики 
въ сВвора-горманскихъ среднихь школахь; во- 
стазлено на основани существующей учебной ли- 
тературы“ *) и „Органивац!я преподаван!я матомд- 
ТИкИвВЪ мужекихь средняхъ учебныхь заведен! яхь 
въ Прубо: и" **). Въ нихь солоржеются, съ одной охороны, пряный 
обворь учебной литературы, а съ кругой-—отчеть, составхенный 


=) „Зюй па. Мейше {т пабпетланаовет СЗшбониове @ег пог@4еи- 
Ч5скав ВОВотер Зощщеп зы тай ег зоРненфевев Генгьберега", ейр- 
ав 1909, 

=) „ТИв ОгаизаНол 48 паетанейе Пабы аа ал НОБь- 
тои КиаБолвй тиви 1 Ревазяец“, Гейрия 1010; 


Е 


на основани программь и нообщеня многочисленныхь учебныхь 
заведен й, о томъ, какую форму въ настоящее время въ дфйстви- 
тельности припимаеть проподаваке молематики. 

Что же каввотея работ подвоммиес!Й вх другяхЪъ 
странахт, то достаточно будетъ указать на т% отчеты, кото- 
рые инодавло были доложены на первомъ мождународ- 
пом совфщан!н №5 Врюсоелв {9 и 10 авг, 1911 г.), 
созванномь Международной Коммисо1ей; они сведвим воедино 
въ третьемь циркуляр Главной Коммиеи ея Главнымт, Секре- 
таремь Феромъ (Н. Еейь „Юпзелетень таНитанычие“, 12 
{1910), стр. 853 и ел.). 


2, Новфйшая литература по преподаваню математики. 
(Въ стр. 7-ой) 


Кь уномянутымъ въ тепотв внигамъ с0 зремени перваго изда- 
я наогоящихь левци! нрисоевдинилоеь, подъ влящемъ вевобщаго 
интереса къ реформ преподаваня математики, больное число 
ковыхь сочииен; изъ нихъ я упомяну лишь ддя примёра о нё- 
хоторыхт. На первомъ мфотё здфеь стоить новая „Дидактика 
преподаван1я математики" *) Гёфлера (профессора вт 
Вфнв), главнаго представителя реформы преподавая въ Аветри; 
зъ этой вкигВ даны подробпыя указана относительно постановки 
пренодаваны въ соглафи ©ъ вашей Меранской программой 

Наряду оъ эгимъ слёдуеть назвать нёехолько руководотвъ, 
которыя имбють своею пфлью прелотивить учителю въ научной 
обработкё учебный матемаль школы. Сюда олноснтоя въ первую 
очередь „Руководство по элемелтарной математие в 
для учителей“ Шворинго**), стоящее въ твеномъ отпоше- 
ии къ ихольному преподавание, затёмъ „Руководство по 
пренодавон!ю матоматики“ Киллинга и Говсте- 
да ***); пока вышоль въ свёти только первый томъ этого со- 
чиненя, посвященный теометр и; наковець, — болёе обтирный 


3} А. НБНог, „РдаКЫК Чев та нешазеел Олбог сз", ара 1910, 

**) К. Бовуот1 ия, °„Нарариев 46 Веметаттле нога Рае 
Тертег", Гони 1907, 

#4) У, КИПи& цла Н, Ноуезёа ЧЬ „Наль 48 шабема- 
ИвоБев Немо“, ВА. Т, Бефийе 1910. 


Е 
зрудь Нетто, Фербера, Мейера и Тиме подь загаавемь 
„Освовныя учен!я математнкн дия отудептове и 
учителей" *). Это сочилоше будеть состоять изь 4 томовъ, 
изъ которыхь пока появились два: „Элементы геомегр1и* 
име **) и „Ариометнка“ Фербера *"*); въ немъ бущеть 
изложен на широкихь основахъ весь матерюль школьнаго пре- 
подавая въ строго-научиой и пригодной для шнольнахо препо- 
даваня форм. Я охотно пазову еще переводы двухъ француз- 
спихь сочиценй, —чёмъ болфе, что фраицузы опередили насъ 
на ивокольво лЬть въ дфлв проведения современпыхь идей въ 
преподавьви математики. Я имбю въ виду, во-первыхь, элемен» 
тарные учебники Бореля (Вот), которые по-язмецкн перера- 
ботаны Штеккелемь (Р. Зофе]) подь назвашемъ „ешеню 
ег Маешаык“ зъ двух томахъ****). во-вторыхъ, — „Элемениы 
матемоливи" Жюля Таннери . Въ то время, калъ первые 
учебники изхвгають въ очень интересной и современной форма 
учебный матераль для низиихь классовь, „Элементы“ Таннери 
имвють дфлью сдёлать осповныв методы и идеи „высшей ма- 
тематики“ доступными для воякаго, кто знакомъ съ обычвой „эле- 
ментарной математикой“ 


3. Нъ великой теорем Ферма. 
({Еъ отр. 75-08) 


Понытий докавать великуо теорему Ферма или, вёриво, по- 
„пучить премто Вольфоколя (оо В], о которой олублиховало 
Гёттингенское Научное Общество зъ пон 1908 годн *****), продол- 

#) В. Мебфо, С, РАгЬем У. Е, Меузг ила Н. Т1оше, „@гилй- 
166гои бет Маблетанк 18г бемйегеове ип Тевтег", 

**) Н. Т1еме, „Нешене Чвг беотебе“, Ва. [ 408 ужеНел 'СеНоя, 
Ъевжв 1909. 

**+) С, Паграх, „Атлас“, Вд. Ц. 405 егзеп. ТоЦев, ра рих 1911. 

$49) [. _ ААЕртасЬНС тб Азверта“ (арий 1908); П. „беотейче“ (1909), 
Имъегоя русыйй переводъ подъ редакщей прив.-доцентя В. Ф. Кагаша: 
Борель-Штеккель, „Эиомонтарная Математика. Часть {—„Ариемо- 
тика и Алг@бра“. Часть И—„Геомелия”. Оддеба, „Майленя“. 

зи) Ты1ез Ташиету, „Нещелие дег Майота с“, Фодаси. от 
Р. К1азав, ЦеЦи8 1909, 

жен) Подробныя услощя относительно подученя премёт опублико- 
залы вт. „Маевге ел бег ФезеНаснайй Даг УазолзепаНой ха бо ьаои"; 
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жаются во стороны математиковъ - неучей столь же неуетанпо, 
сколь и бозуепРно; ко воймь этимъ работамь, которыя кучами 
появляютоя также ид книжномъ рынЕк®, приложимо сказанное въ 
текстф, тамь ро ОЕВ ПоиСТиНФ не имбють уфшительно никакого 
значеныя для рёшеня проблемы. О тёхъ абеурдахь, которые вы- 
званы этнмъ на евфть Болий, можно судить по критичесвямь 
обзорамь тавихъ „доназательствь”, которые регулярло и вт боль- 
шомъ числь печалаеть теперь журналь „Агсму г Мабмещане 
ип Ру“, Любопытно наблюдать это мавсовое заклуле, какъ 
ки печальна, собогвенно говоря, его необходимость. 

Но и серьезная математическоя работа получила, блатодаря 
всему этому, новый толчекъ въ тому, чтобы заняться теоремой 
Ферма; дБйотвительно, здфеь можно уже отмётить нёкоторыв 
пвхи, хотя самое рен проблемы вве сще остаетея очень 
халокямо. Тань, Виферихъ") иашель очень простой признавь 
(критеф!й), состояний въ зозиь, что уразионе Ферма Р-Н у? == 7 
при ночетномь простомъ показателе р только въ томъ случав 
можетт быть разршимо въ проетыхъ отповительно р излыхь 
чиелахь, всли 37. -1 дфлихоя на 2*. Болфе кралыя докозалельетва, 
и обобщеня эзюй теоремы дали Фробен1усъ **) и Д, Мири- 
мановт 22*). Съ другой оторовы, слбдусть ещо пазваль замт- 
ки Ф, Бернщтейна ) Гокке 2%) и Фуртвенгла- 
ра), которые исходять изъ теори алгебраяческихь чи- 
словыхъ корлусовь. 


бевсьы сне АНЦейплдони, 1908, р, 108 и сл, а такжз перенячатевы во 
многихь математическихь журшадихт, (напримфръ, въ „Мабетайвено 
Апиз4ол", 88, 8. №8 п въ „Логи 6 Мабветайс", 134, 8. 318; на рус- 
скомъ язык — въ „ВЪеткихт Опытной Физихи“, № 475 — 476, 

*) А. УтоРегуе В, „Тоигиа Ни’ Маетай к“, 136 (1900), $. 203, 

#4) С, Егороп1 аа, «ЗЦипоазБенен( Чег Кава оол, Рисавывзонен 
АКайети“, Веги, 2 12. 1909 пл@ 34 Рог, 19, & также „Лоцгпа! Ки’ 
Мазнетая к“, 187 (1910), 8. 814. 

#58) 0, МитшталойИ, „Г, Возезлениив Мабибюа с", 18 Моч, 1909. 
„Сошрез Взпйие 4в ГАсайение 4ез Баелсев“, Рая, 24 Фа. 1910; Хоцета- 
Ве Майлетанк“, 199 (191), $. 309, 

#*} Р. Вегпзбеги, „Масристюел ег КайвееНопьй ПозеЦасвай дог 
Увоепасвайел“, бабытуел, ай й,-рлув, 81. 190, 9. 482 пла 8. 507. 

+1444) [. Нобко. тамь о, 1910, 5, 340. 

зи) Ру. Ритфу ВпТер, там же, 1910, $. 554, 


4. Къ доказательству невозможности построешя правильнаго 
семиутольника. 
(Въ отр. 79). 

Болфе проетое нзаожене этого долазалельетва дали, въ - 
отеЪтотни съ нервымьъ издашемь П. Моитель (Р. Мощи 
Ф. Мароттт (Е. МагоНе) въ мурпал® „Кеуце 4е ГЕпзеглетел 
(ез Зачепсев“, 3. Алаёе (1909), стр. 49. Вт, тедетф сохранено ста- 
рое изложене, чтобы имфть прнмёръ приложевя леммы Гаусса, 
Я укажу хишь, каюь можно безъ ея номощи показать, что урав- 
нен1е 8 -- 2 —2х--1=0 додано было бы имфть корень - 1, вели 
бы оно было иривожимымт. Двйотвительно, око имфло бы тогда 


ращональный корень х = 2, тдь ри 4 чуть взаимно простыя 
чела; но это значило бы, что ре -- р — 3647 — 4 =0, тавъ 
что 18, а, солбдовательно, и само р, дфлилосв бы на д. Но точно 
чакь же можио вихЬть, что 5" я, сфдовательно, 4 должно было 
бы длиться на р; из, этого вытекало бы, что р = фан юо- 
фень х дёйствительно равнялея бы + 1. 


5. Вращетя съ растяжешями четырехм#рнаго пространства 
и трансформаши Лоренца въ современной электродинамакь. 
(т, стр, 111). 

Какъ уже указано было въ текст, понят!е о зращени съ расля- 
жешемь ву, четырехмёрломъ пространстяй А, находится пъ самомь 
тёеномь отрошент м основашямъ „прияцииа относитехьноети“ 
зъ электродинамихь, который воть ужь нФоколько дётЪ самымь 
живымь образомъ занимаетъ физиков. А именно, кал я вера“ 
ц& покажу, —т1& „иреобразовашя Лоренца“, на изучении которыхъ 
основаны изолфдованя, относянуяся иъ „принципу относитель- 
ности“, продсхавляють не что яное, какь вращеня изкотораго 
пространства Ю., и могуть быть даже продотавхены самымь 
удобныхиь образомъ сь помощью формулъ исчисления кватернтоновъ, 

Какъ извфстно, подъь преобравовамемь Лоренца пони- 
мають такую линейную одпородную подетановку трехь коорди- 
пать’ въ пространотя» л, у, # и времени {о5 вещественными 
козффищентамя : 

х 


ани ау + а: 8 -- ац 1, 
еее, @) 


фижаы хану 4 из аа, 


котарая преобразовываеть квадратичную форму лу 2—2 
{лв с воть скорость евфта) въ самое себя, тагъ что 


А. па ат, (2) 


иу которой повлднй коэффищенть 


9 
4 


120. (3) 


При этомь, радп краткости, из принято во виимане могущее 
имфть мФото омфщене начальной точки м 
Оказываетоя, что въ ясчислени ватернюновт, легко можно 
указать такую нодетановку, котория удовлетноряеть узловно (2), 
вели только на первов время оставить безь внимая требоване 
вощественности коэффишентовь и неравенетво (3). А именно, 
«товть только разематривать теже иватеряоны, компонектами 
хоторыхь ивияютея пе вещоствонныя, а обывновенныя ком- 
цлекения числа, образованныя съ помощью обыкновенной минмой 
единвны У-1 (которую вафдуеть, конечно, отличать оть еше- 
Щальныхь единица печислетя кватертоновь #7 4). Замтямъ 
прежде всего, что получениые таким образомъ квахертоны 


[ЧИ Ее чА 
[ИРУ 


(1) 


имфоть своями тонзорамн коль разъ квадратные корни изь ква- 
дратичныхь формъ (2). Поэтому можно точно тажр же, каюь в 
текст (стр. 107—110), доказать, что формула 


(№) 


ивображлеть линейную ходотановну, удовлетворяющую условию (2), 
если р и м предотавляють любые кватерноны, тоже съ комилекс- 
пыми слогающиями, а ЛМ овначаеть корень квадраллый 
произведезя ихъ тонзоровт,. 

Чтобы получить вошественные козффишелты и удовле- 
творить условно (3), надо только взять для ри м ибиоторымь 
образомъ сопряженные кватершоны, & именно, вводя модхо- 
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дяиуе параметры, мы получимь олёдующи крайне просты ра- 
лрональныя формулы *). 


й . 
Пусль 4, М,..., О, 7’ означеють восемь вещественных 

зеличияъ, пвязанныхт, такимъ уравненемъ: 
чи ВСС Ь’=о {1 


и такимъ неравенствомт: 
АЗ В С 0 д". В с р. (Ш) 

Тогда мы получим: 

В=(Р-НУ. РУНА ЭАВ-чу ТВС 169, 

а=(р-У-Тр-КА-У-ГА)-АВ-УТыС-у-тС), (№) 

МА В-- 1 Ра) (А-В Стр). ` 


Формулы (Г) совуетю съ условтями (П) дають изобра- 
жен! е вефхь преобраяованЕ Я Лоренца, 

Самь Минковох! Я {Мшко\в!), вирочемь, пользуется въ 
хвоихь работахь выфото иочислещя кватерноновъ символикой 
матрищь Кэхи (Саеу), которая позволяеть наряду съ преобразо- 
ванями Дорекца изобразить январтанты, припадлежание къ 
Яхь групый **). 


$. Къ диснриминантной поверхности бинвадратнаго уравнен!я- 
{Ет ср. 157). 

Нитяная модель Гартенштайна (Намевйеш) выпущена, 
въ свфть тёмь временем фирмой Шиллинга (М. Зе) 
зъ Лейшииг® (Серм ХХХИГ, №» 2, 8); одна модель поназываеть 
дискриминантную поверхность, другая изображает, кромё того, 
эще 2 вя кацтельная плоскости; это даетъ нодраздёлене про- 
слранотви, соотябтетвующее чертежамъ на отр, 158, 158. Сравпите 
относящуюся къ модели статью: №: Наквеннаеги, „Ре Пуажевн- 
пален деле ег СТете] иле тегом фгадаз“ (Гела, Зе ВИН, 1909). 

*) Сы. мой раферать „О гвометрическихь ословавыхь трушты Ль- 
ревца“ въ лурналь „Лавтевренсьв Чег Цешёвовой Мойрешийкиг Тог- 
внияиид“ 19 (1910), отр. 399, 

+=) „ТИ бтопадегсьонеел №» @№ аокиотадиеНзьной Уогаблае 
Ап ыхуевен Кбгрогие, „Март. 4ее К, бевеПзенай бег ЗузачеивоваДет", 
Садел, табл,-рЬуз. К. 1908, $. 53; „Машешайневе Аплайны“ 68, 8. 479 


5. 


7. Кь уравненямъ шестой степени. 
{Къ стр. 299). 

Рашенюе уравнений 6-ой отенени, соотвфтетвенно приведеи- 
лымт в$ текотв принцинамь сведеюя уревнетя 5-ой степеяи 
къ теорфи икосаздра, было, въ связи св упомянутой моей работой 
1905 года, устышно изелёдовано Горданомъ (Р, Чотйап) въ 
двухъ работахъ въ 61-омъ (1905, сту. 50} и 68-омъ (1910, отр. 17 
томахл, журнала „Мапетанзее Аппмеп“. Ушющенную и про- 
долженную дельте разработку этой проблемы содержить работа 
А. В, СоЪТе, имфющан появиться въ ближайшем», времени въ 
„Маешаняере Апоаеп“. 


8. Кь истори логариемовъ. 
(Еъ тр. 241). 

Въ сущности, натуральные логариомы появились еще до Не- 
пера по поводу одного весьма важнаго уселёха въ каруофафи: 
откреЧе „меркаторекой проекщи“ Гертардомъ Меркато- 
ромъ (около 1550 года) можно ечитать первымъ трафическиль 
открымемъ логариемовт, ®). Достаточно будотъ сослаться на ПГ гла 
зу второй части второго тома этихъ лерци, гдВ выяснена связь 
меркаторской проевщи съ логариемической фунющей. еди х9- 
тясь, не зная послФдней, вывести меркаторекую проекцне пря 
помощи подходящато иродёльнаго нерехода, то неявно появляется 
(натуральный) логариемь съ совершенно такой же точки зр6- 
зи, какь у Нецерл изь лотаривмовь Бюрги. 

Что жезкаснется работь Неперь и Бтюрги, 10 въ текоть 
указаны только ихъ руководя {я основных идеи; для поннаго 
зычислешя своихь таблиць они пользовались, конечно, наряду 
©» опредвлентемь поелздовательныхь степеней числа (1 -- 1/10%) и, 
воотвётетвенно, числа (1 -— 1,107) на основаши разностных уравие- 
1, также интернолящонными методами. Кромв того, Неперъ 
влалфль уже идеей `продфлинаго перехода нъ лачуральнымь лога- 
рномамъ въ собственномъ смысл, г. о. — выражаясь совремеенымь. 


яаыкумъ -- перехода къ дифференщальному уравненно Ф = 
Ё 


° именно онъ’ [разоматрияаеть движене, скорость которато раз 
ететъ пропорщонально ‚разогоянно оть исходной точки; эгимъ 
предетавлещемъ онъ дьже мользовалея при вычиелени своихь. 


) По плегмепному сообщению Кошие (М. Корре; Вен). 
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заблиць. Подробное изложеще вы найдеже у Коние: „Юе Ва 
Зав шов @ег Госашиев ци бог Эти ба Ущеечеь Е“ (Реобг. 
4, Апагевя - Неауютазиии, ВегЫл 1898), а таюие въ одной ра- 
бот того зе автора въ „Зутипозтено уе 1. Ве тег на олнаймера- 
‘ЧезеПаева!", ВА. 3 (1904), 3. 48. 


3. Кь школьному изложеню ученя о логариемахъ. 
(К вр. 255), 

Подобныя п: вармацит обычнаго сповоба изложения пре- 
дяагають и друЧе авторы. Такь, Жюль Таннери пъ овоахъ 
„Элементахь математики“ *) опредфняеть съ самато на- 
чала дотерномь носредетвомъ площади гиперболы (етр. 265); 
точно такъ же поступал еще въ 1908 году Вгайкнал, какъ 
тамъ ие питирусть Таннери. ДЗИетвительно, тахой стособъ 
изложешя продотавляеть точиое и послёдовательное проведено 
токи зрёныт „зънишей“ математики, 

Вилочете въ преподававе опредфлешя Пепера-Вюркы, 
при поетолнной иллюстратя на конкретпыхь примфрахт, рек 
мениуеть, напримёрт, Вопле п® своей тольхо-что упомянутой 
программв 1898 года. 


10. Кь ученю о копебашяхь маятника, 
(Жъь стр. 808}. 

Критическое раземотрве „олемептарныхь” эповабовъ изло- 
жешя ученя о маятникй содержится въ очень ипхерееномт этт- 
д Тимердинга, озаглавлонномь „Математика въ учеб- 
никахь физаги“ *®) (стр. 49 и л.), Въ немъ водориатся 
вообще подробныя изелфдоваюя математическихь методовь, по 
храдити сохраняющихся въ пренодаванги физики: при этом все 
снова и снова обнаруживается, до чего всякое разсуждене здфеь 
затрудияеть; даже удорлетворителькое язложеше становится часто 
созеритенно невозможныхъ благодаря такому искусственному исклю- 
ченно иочисленя безконетно-малыхь изъ алементаркаго препо- 
даванйя. 


*) бр, отр. ЧТ, 

#2) Н. Е. Тверия, „Мю Майна мо Чел Тузйсаивевед 
Тебтововогия , ВА, 11, Ной 2 цптировавныхь вытше „АВЪаллбел 4ее 
М0“ (феи п. Вемт, 1910). 
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И. Кь развито исчисленя безконечно малых». 
(К стр. 389). 

Вь тозько-зто пазванномь азелфловаЕ „Математика въ 
учебникахь физики" Тимердингъ слёдующимъ обравомъ груй- 
пируеть тв наиболве суместленные методы и возр, которые 
ВЫСТунАютъь ВЪ истори вовникковен1я анализа безконечио малыхь 
к которые пходигь также въ наше изложене: 

1) Метпль истошентя въ томь видё, какъ ого выра 
ботали Ивклидь и Архимедъ. Въ дополнен къ сказанио- 
му въ текст, я замфчу здВеь еще, что этотъ методъ позволяет, 
наиримёрь, опредфакть паощадь круга (и подобнымь же обраломъ 
разрётить аналогичных проблемы истиелотя безконечно-мальхь) 
находя послёдовательныя приближешя к» площади круга при 
помощи площалей вписанныхъ и описанныхь многоугольников 
съ вовраеталощиму, чиеломъ оторопь. 

Сушественние различ!е по сравневгю съ современными взгли- 
дами состоить въ Томь, что существовая!е плошади круга, 
камъ пбжотораго числа, — илн, яз языкф древнихь, „отноменя“ 
(Абу, вр. стр. 49 и сл.) между площадтю круга и квадратом 
ращуса, — принимается молча, какъ ифзуто самоочевидиое; мейду 
тёмъ современное исчиилете безконечно - малыхя, совершение 
щренебрегаеть именно этой наглядной очевидноеттю и, напротивъ, 
опрехзляеть величину пломади на оснавани аботракзнаго позя- 
тия о прихдвлЬ, и именно о предёл? чисел, измфряющихь нхотади 
впиванныхь многоугольтиховь. Но разъ сущеетвован!е площади 
принято, то методь иччеримяашя предетавляехь удовлечворя“ 
зоиИй доще современнымъ требоватямь зпохнё точный пруемъ 
для приближеннаго опредфлошя зелячины площаци при помощи 
равюнальныхь чисель, хотя для каждаго отдёльнаго случая этотъ 
приемт, долженъ быть особо приноровлент, н потому является н%- 
енолько громоздким. 

2) Учен1е о недфлимыхть, въ томь видь, папримёръ, 
какой оно получило у Кавальери (СауаЦее!) (ем. стр. 850). 
Соглиепо этому ученно пощь площадью, огракиченною крявою 
== (х) надь осью абодивоф, навывается просто сумма вовхт, 
отдфленыхь, ордянть у; слбдемиемь такого вагляда явля- 
ется 10, 40 Лейбниц 2ъ овоемъ первом» манусириптв объ 
инсетральномъ вечнелен!и (1675) пишеть Д. у, а не У. 4х 


8) Методь приблищен!я, который Тихердинтъ 
обозначаеть именемь Гюйгенса (Ниубопз). Это т же самыя 
разсужденя, которыя мы машяи у Кеплера (стр. 841 ин сл.) и 
у Делоциталя {етр. 852). 

4) Нечислек:в флюке!й Ньютояз, чеповавное на 
пепосредотвениой наглядноети повямя с скорости (ем. стр. 346). 

5) Вь захлючене слёдуеть, наконень, метод дифферон- 
цтальнато и интерральнато исчислен!й въ 6с06- 
етвенномъ смыелё, который на первый плавт выдвигаету 
поняе о предфлё и примфняест окончательныя обозпазещя 
Лейбница. 


12. Кь разсуждещямъ объ ооновашяхъ исчисленя безконечяо- 
малыхь. 
(Въ стр. 357) 

Зифеь будетъ умфетно, быть можетт, сказать еще изеколько 
оловЪ о томъ различ и мн относительно основан исчисления 
безконечио-малыхт, какое мы еще теперь часто вотьёчаемь, лишь 
только выйдемъ за предфлы узваго круга спецалистовъ-матема- 
тиконъ. Я полагаю, что основашя для взаимнато поняманые зась 
можно найти въ разсужденяхь, совершенно аналогичныхь тьмь, 
калия мы указали вт топот но поноду обословыйя аряеметихи 
{стр. 20 и слва.). 

Во воякой математической диениплии®  олфдуетф строго 
овличать внутрениюю логическую послёдовательноеть вя строейя 
оть вопроса о правильности тВхъ или иных, прихбиеви этихъ 
„акооматически“ и, такь оказать, „проязвольно“ установяенныхь, 
понты и относящихся къ намъ теоремъ къ предметамь пазего 
внЪшияго или внутренняго воспиямя. Георгъ Жанторь раз- 
лячаеть *} вь пАлыхь числах имманентную реальность, 
принадлежащую имь на основан ихъ лотичесной опредфяимости, 
оть транз1энтной реальвости (уапжеще НеаНЫ), кото- 
рой они обяадають въ силу ихъ примфнимости въ дйотвитель- 
ным зещамт, 

Въ прамзневя къ исчизхеню безконечно-малых» первая про- 
блема разр шается вполн» ©5 помощью теор! Я, основапныхъ на пояя- 

Я) абора бплЁот, „МаетиМвене Авинеп", В, 21. (1888), 
сер. 502, 
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эми о предьхь, который тенерь разработаны математической на- 
укой въ логически законченномъ вндф. Второй вопросъ' принаде- 
жять виолив твойи познашя, и математикт, можеть линь содЪй- 
отвовать точной его формулировуВ тфмъ, что отдфляеть и исчер- 
пываеть первую часть; дия разрёшеня же самаго вопроса чисто 
математически работы по самой евоей природё не могутъ имфть 
никаього прямого значевя (ер. совершенно аналогичныя разсу- 
здетя по поводу ариометики, отр. 20 и слЁд.). Всё опоры по #0- 
просу объ обосновыйи исчиеленя безконечно-малыхь сотрадаюттъ 
тфыв, что эти двЪ совершенно отдфльныл чаети проблемы неди- 
отаточно рёзко разграничены: въ дЬйствительности первая, чисто 
математическая часть эдвеь такъ же хорошо обоснованя, КАЕЪ п 
во вейхъ другихъ диецинлинахь математики, н вен трудность 
заключается злфов, камь н тамь, во второй, философокой части. 
Эти соображешя показывалту, какое большое значене имзють 
серъезныя изелфдованя, паправленныя на эту вторую сторону 
дВла; но только предетавляется иообходнмымть освовывать ихъ па 
точяомь знани разультатовъ чисто математическихь работъ, 
относящихел къ иервой ироблемв. 


13. Кь учению © совокупиостяхъ. 
{На сер, 408), 

Кань покизаль Воревльть въ тольюо-что снублякованной 
работ (А. Когзе16, „Мабешайзеве Алпа!ет“ 70 (1911), ет. 
294), въ показательствь теоремы 0бъ яквивалентности; 
принадиежащемь Прёдеру (Вельбдег), содерасител обтибка, тат 
что въ дВйотвительности первое доказательство этой теоремы, 
принадлежащей, въ сущности, Кантору, дано Бернытей- 
номъ (Вегизет, 


14. Нь вопросу о числё измёренй совокупности, 
(Въ сир. 108). 

Прямое доказательство ипзар1антности чисиа изм - 
рен! И, т. е. невозможности установять нопрерывнов взаимно- 
однозначное сопряжен!е между Сь и С» (при м2 и), далъ недавно 
Бруверъ (Г. Е. К. Вгоамег, „Маешайкеде Аппя!ви* 70 (1911), 
&тр. 161); въ той же хегради „Ма етаызейе Аппаев“ (отр. 186) 
помщено ещё одно доказательство, принадлелизщее Лебегу (Н. 
Терезече). 


я 


5. 


15. 0 &р. Майерв. 
. 437). 


Вопреки одному замфчанио въ норвому изданы этяхь лек- 
зЫ# но поводу „Элементовь арнометики и алгебры“ 
4$. МаНера (Меуег) ми® съ разных сторону было указано ®), чта 
Фридрихь Майеръ самъ быль выдающимся утителемь и 
иМВлЪ на везхт, евоихъ учениковь больное вляне, умфя вызвать 
иъ нихь инторосъ вк работь. Дёйствительно, въ своей очень 
интересно палисанной программной работ; „Сообщеня изъ учеб- 
наго плана по малематикй городской зимнази въ Галле“ **) ол 
нвляетея энтузтастомь-педагогомт, отноеяеь еЪ большимь нояи- 
мащенъ п инторесомь къ поихологическимт моментам преподава- 
ня. Конечно, какъ восторженлый гумалиоеъ отираго направленя, 
онъ хочеть сохранить релительно вось старый учебный матемахь 
и отопть далеко от» веёхь позднейшихь реформалорекихь тен- 
денций. Во веякомъ случай ого проподлваюме нисколько не имфло 
чого абетрактнаго, догматическаго отпечатка, какимь отлича- 
етоя его учебникь; по крайней мёрф, изъ его программы нель- 
зя усмотрёть, иаеколько онъ придерживален этой книги при 
‘преподаванти. 


(Бь ст 


*) Ср. рецении М. Гогеу въ „бешено Геегайиеиет бот й за (900 г. 
«тр, 3129. 

++) Замошреп виз дел пабземаНвецел Тевеиао 405 вай енут- 
пазрииз хи НаЦе п, 5,“; 1891. Ргодг. № 230, 


ДОПОЛНЕНИЯ РЕДАКТОРА. 


т. Планъ Ц части („Алгебры®). 


Цланъ, по которому выбранъ автором матераль, вощед- 
пя въ составу, второй насги эуого тома („Алгебры“), можеть. кают, 
памь казхется, предетавиться титателямь нелепымт, и мы счита- 
емъ полезнымт, эго ибокольво выпонить. 

При релены алгебраическихь уривненй общяхь тиновъ, 
существенную роль перазхь, конечно, буквенные коэффищенты, 
въ нихь входяние, Иными словами, въ общихь уравненихь ви- 
уфурюценты являются перемфияыми параметрами, отъ значения 
которыхь завислть зкачея корней. Чнело парлметровт, отЪ ко- 
торыхь зависить уравнеше, часто можеть быть уменьшоно, Тахъ, 
въ общемтъ уравнены 3-ей степени число параметровъ равно 8, 
0 можеть быть- еволено щъ двумъ. Точно такь же Чиригаузенов- 
екнмъь преобразовашемт, надлежащимъ образам выбраннымъ, 
члоло параметровъ уравшешя 5-й степени также можеть быть 
сведено къ двумь “). Воть иочему Влейнъ м клисвирицируеть 
уравнены по лислу входящихь въ нею параметров. Эа точка 
зрвя отличавтея вначительно большей общияетью, чфыъ обычно 
звнное выражене уравнея въ бужвенныхь коэзффищентахт, тадъ 
хавт. самые коэффищенты  могуть ирезвычайно разнообразно 
зыражалься вт ТёхЪ илы иныхт, параметрах; чиело параме- 
тровь можеть иногда доке превышать число коэбфищентовь и 
ев такого рода елучаями постоянно приходитея вотрёчаться. 
Кдлейнъ разоматриваеть толь уравнения, содержашия одинъ 
или два параметра, 

Итважь, положимь, что намъ дано уравнеше, содержащее 
олинъь параметру, или иБеколько, Вь чемь завчючается задача 
ращеня уравнены? Очевидио, въ томъ, чтобы выразить корня 
уравяешя въ фуньши атихъ лараметровъ. Этому норядку идей 
алгебра слАдуеть и въ классическомь ея изложени. Въ уравне- 
захь первой степепи корояь ионосредетвонно выражается раз 
онально въ 1фхъ параметрахь, оть которыхьъ уравиен!е пави- 


*) Правда, при этомъ уравнеюе 5-ой стенени распадается па н%- 
хколько тиловл, уразнешй о двухь параметрах, 


«ить. СабдующИЁ магу» заключается вл, рен двучленныхь 
уравнен зида х"== а, содержащихь олинт параметрь а. Съ дав- 
нихь временъь были ухазаны методы вычислешя корней отихъ 
уравневй въ завичимости сть параметра, и въ этомь смыель 
фунвщовальная завпенмоеть, выражаемая этимь уравнетемь, бы- 
ха изучена. Это формулировали чань, что пвьлечене корня 
должно быть отнесеко къ числу онернай, хороно навфет- 
ныхъ. Классическая постановка залдчн обт алгебраическомь р8- 
знени уравнешй въ томь имеяко и заклюмалась, что старалиеь. 
ввести умен воякаго уравненя къ рё8шенио двузленкыхь ураз- 
пени. Бад извфотно, это удалось для уравненй 2-ой, 3-ей и 
4-ой степени. Относительно же уравненй болфе высокихь етепе- 
ней было обнаружево, зто ихъ р®шон!е, вообще ховоря, ие мо- 
зкеть быть сведено къ иввлеченно корней, т, © къ рёмемю дву- 
членныхь уравненйй. Когда это вполиф выяениловь, ти дальвЪВ- 
шее развие теориг алгебраичеекаго рёшезтя уравненй, есте- 
хчвенно, пошло двумя путыми. Во-ивузыхь, старалиеь выдВлить 
тв алгебранчвещя уравношя выошихь стененей, которыя все ше 
могуть быть разрёшены въ радихалахт. Это чечене идеть оть 
Абеля и Галув ин в работохъ Вронекера ла изофетной 
етепенн получили своё завершеше. Другое течеже статиат, веб 
задачу боле широкую. Если прежшя средотва отказелиеь слу- 
жить, 10 нужно найти новыя. Подобно тому, какъ были изучены 
двучненныя уравнены, пужно подыскать новую катогомю ураз- 
ненй, найти непосредственные пути къ вычиелению ихъ коряей, 
изучить тавимъ образомь опредфялемую этими уравнемями фухк- 
пиюгальную завионмоеть м попыталрся свести общирныя труйны 
уравненй къ этимъ ловымъ основнымь типам. В этому на- 
правлению относится навфотная рабоча Клейны объ икосаелув. 
Здфст, разобран рядъ такихт, осковныхъ уравнен; обнйе резуль- 
чаты этого изелфдовашя приведены во 1[ глав „Алтебри“. 

Но для того, чтобы иекаль новые оеловные тины уразненнь, 
нужна руководящая нить. Эзой руководящей нитью служило изо- 
бражов!е фуньтональной зависимости, опредфляемой этими урив- 
зошями, на Римяновыхь поверхностяхт. Эта зависимость въ елу- 
наф двучленныхь уравненй! приводить кь раздёленю` сферы на 
двусторонники (сфервческ!е зырфаки). Если мы разрфжемь эги 
двусторонявкв мо экватору и оганемь искать уравнетя, которыя 
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лриводяуь въ этому подраздваенио, то ириземь ит, ураяценю дэдра. 
ДальшАйшее развит» этой идей, которое читалель найдеть и 
текст, приводить къ уравнешямь многогранялковь. Клейн 
укозываеть категорцо ураинен, которыя призодитея’ иъ эимъ 
тирамт, Но, ъ сожальнто, эти калегори гораало менфе обширны, 
ивжелн ть, комрыя еводятен ик двучисанымт уравнеюимт,, Вотъ 
почему эти замфчнтельныя нзелфдивыя я, тлубоми по замыслу и 
необычайно талантанвыя ий евоаму выПОлНОвИО, вое же носнть 
спебальный харантерь. 


П. 0 Римановыхь поверхностяхъ. 


1. Положямъ, что зо вить яезавиоимая перемённая въ 0б- 
ласти комплеконыхъ чиеелъ, а з —одновнаяиная фувкия отъ и 


Да). (1) 


Возьмемъ дв плоскости н, выбравь пь каждой пачало, 
полуось полодитольвыхт, чиееиф и одиницу длилы, будемь обмя- 
нымъ способомъ наносить на одной плоскости значещя незави- 
симой перомбнной 0, а на второй — соотвётетвующия значешя 
функщи 2. 

Иопустимтъ дая проетоты, чт значеныг независимой нере- 
манной покрываюту вс10 числовую плоскость, 'Гоеда зависимость (1) 
отТнОсйть Каждой тОчЕВ илоокости © одну опредфленную точку пи 
плоскоети я. Двумъ равхичуымь точкамъ на плоскости ® мо- 
зкетт, иногда, ото®чать одны и та же точка па плоскости =; па- 
нримёръ, если соотношене {1} иметь видь 30°, 10 точкам 
% и—® вовгда отофчаеть одна и та ие точка 2. Но одной н 
той же тоцкВ на инлосвости. незаляенмой пере- 
миной веерда отвфнаеть только одна точка па 
ЦОбКОСТи =. 

Въ этомъ заключается геометричесый смысль однозпачности 
функийи 2; на это олирвютея и всё методы геометриченкаго изелф. 
дованыт однозначных» фуики! комплексной перемфнной. 


2. Положимь, что = вогл непрерывная функийя оть №. Шоли 
а описывает». иепрерывную лишю“на плоскости и, тон = ови- 
сываать непрермвную же линцо на своей плосковти; воли при 
этомъ движеши ш возвращается къ исходной точкВ #»„ то и 
функщя = возвращается къ исходной точиВ до: это’ обусловлива- 
ется одпозпачтостью фуцкиш и нелрерывностью преобразованя. 


Е 
Замхлутому контуру по плоскости чо очвфчАеть замкнутый же 
контурь па плоскости 3, 
мо свойство непрерывной однозлачиой фувнии н®жоторые 
авторы называють ея монодромпостью *). Что это свойство 
одпозвачиой фупкиит кграеть основлую роль въ теорш фунвш в, 
слдуеть уже изф 100, что па пей сушественно основывается до- 
казательство теоремы Ко ги обл, нитеграл® ло замкнутому контуру. 
Монодромнооть фуикн!и 3 оль ивзавиеимой пе- 
рембиной 2 заключается въ томъ, что при п 
НОМмЪ обходь непрерывнаго замки утаго контура 
па плоскости м мы воегль возвражщаемех КЪ ИСХОД- 
ной точхв и ны ПЛОеКОСТН 2. . 
8. Нололотиь ченерь, что еобтконее (1) замйняетея урав- 
нежемъ 
29. {3} 


Теперь > таюне являстоя фуикией позавасимой зеремвн- 
ной в, но не однозначной, и двузначной; каждому зналенно а 
отафчаюеь дву днамешн 2, которыя сливаются въ одно при 22 = 0. 
"Телерь каждой точь, па плоскости пезавноныой церемнной уже 
отввчаетт, яв одна, а двй точки я плоскости з. Двузначная (уяк- 
ця, ветественио, даеть и двузначное отобралеи!е плоскостя то на 
илоекостн =. Это оботоятельство литаеть насъ возмояоетл попо- 
вредотвенио примвнять въ изучению двузначныхь и вообще миого- 
значныхь функ й комихененой перемвпной т уеометричесте мето- 
ды, которые примёнянуея къ изучено однозначной функии. Мелн, 
занрим®рь, мы возьмемь ифиоторый контур на плоскости и и 
чтанемь разематриваль илтегралъ /2 #0, взятый по-этому конетру, 
то онь ие бущегь имть никахого значеня; ибо мы не знаезгь» 
хатое зналеше 5 нужно взять вт, пыждой точкв контура го. Казалоеь 
бы, что возникмощия в этомъ отношеши залруцненя можно устра- 
ничь безъ труда, разбивъ. двузначную функило на двё одповивчныя. 
Инорла это дёйствительно бываеть возможно въ томт, емыюлф, что 


*) Териньь „монодромновть“ принадложить Коши, Пужино, одна- 
во, скалать, что въ зваченыхь близхихь другь другу терминов „мово- 
дромноеть“, „моногенность", „сипектичиость“ и т.д. въ пастоящее время 
царять болышая путаница. Но, насколько мы можемь судить, термину, 
„монодромность“ воегда употребиулея пменно в\, томъ ззаченых, которое 
ему придаио въ техотф. 
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двузначную фупкцио можно разбить на двф монодромныя одио- 
зналныя фунещи, Напримврь, фунвшя 


8) 


ВЕ р <) 
58 27, какъ ие”, выракаетея иззъетнымь экопоневиальнымъ ря- 
домъ. Монодромноеть сохраняется зиВеь благодаря тому. что двё 
функ 4) ни при какомъ конечиомъ значени чи пе имфють об- 
щато знаметя. Въ вамомъ ды, равенство 


пе можеть имфть м®ота, ибо и* не обрелцается въ нуль ни нри 
какомъ коначномт значени 2. Ната двузначная  функщя пред- 
стивляеть собой каюь бы иекусственное соединен1е двухъ восвя- 
занлыхь между собой монолромвыхь однозначныхь функц й; съ 
такого рода случаями намь еще придетоя вотрАчальея ниже. 

Однако, обыкаовонно тапое расчленое не удастся въ томъ 
смыслЬ, что составляюнуя фувкщи оказывалотея пе монодромныме, 
Мы выяснимь это на прямфрахь, 

4. Остановимся для этого ифоекллько подробнфе на функц!о- 
нальной зависимости (2). 

Пусть о и в будуть модуль и аргументь независимой пере- 
Мной 10, такт что 


Ш ==0 (080 -- 810}. (5) 


Тогда два значеныя 2 будуть: 


я 


[0 си - [2 . 
= | $5 Ш ры оао 
2 РА 
дв Ус есть аркометическое значен!е корня. 
Позожимъ теперь (“== 1; тогда 21) =: 1. Предетавимь себб, 


что точка, 16 будет. двигатья, кашь указано ла рисуний №, но 
зо 


(8) 
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окружности рад1уво 1 въ направленит, обратному, часовой отрЪлей*), 
начиная 0 значешя 29); положимт, что одповременно па рто- 
рой плоскости перемфищаелея соотяёотвующая точка 2, иеходя 
оть зивчены 29 и мфняя это значен!е непрерывно. 
Въ такомъ случа, когда точка и пройдеть небольшую дугу 
и и прбрётеть значене сояй--78т 9, то = прюбреть 


. #9 
знаене 08 5 |795» ибо только это значеве будеть оху- 


2 
зевть непрерывнымь продолженемь начальнаго значеня 2: =1; 
второе значен!е отличается весьма мало оть --{ и не можеть 
ецужить непрерывиымь лродоляинемь значещя /!®). При далг- 
нёйшемь  движенти, 
котла точка 2 трой- 
деть дугу ю, соотв 
огвующая точка трой - 


[6 


ду 5. Коглл, 


д 
точка ю пройдеть по- 
лубкружноеть, № в. 
приметл, вначен! 
90 = —1, 10 з дОВ- 
Дет ио тояЕи 2. = 
Когда точка 22 обой- 
деть плую окруж- 
ность, *. е. приметл, 
значение г 191 =1, 
ЧО 2 ДОЙДОеть До точки 
в ==— 1. 


а. 'Итакь, когиа пе- 
Ум" зависимая перемённая 
обойдет полную ок- 
ружпость и возпратит- 
ся въ точку исхода, о 
очка = сдВлаеть толь- 
ко нолт-оборота и’вт, 
Рив. 1. точку пехода, слёдова. 

тельно, ие возвратится, Монодромкость нарушена, 


ма 


— — 


*) Мы припимаемь, что иъ этом» момравлени артумонть @ зозрастветь; 
5 мы будемъ лазывать ео паправлентомь ноломителенаго вра- 
щежуя, 
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Когда точия # отанеть продолжать свой путь по той же 
окружпоети, то точка =, непрерыяко неромыщаяеь от зпалоня 
— Ь опишеть вторую полуокружность и возвратися въ 
исходпую точну лишь поелв того, какь точка ® дважды бой- 
доть свою окружноеть. 


5. Вь раземотрфиномт выше примёрЪ точка ю обошла 
окружность падбуеа 1. Розультать будетъ, олиако, такой ке, вели 
точка 2 обойдеть какую угодно замкнутую кривую, внутри 
которой раеположоно начало м ==0. Это значит; хдогди чочна а 
обойдеть вю кривую н возвратитея въ точку иехода, то точка = 
опишетт, разоминутую дугу. Оно и понятно; при непрерывном ие- 
редважени 22 по кривой &® 0" ле) и вич (рис. 2) точка 2 бу- 


Рио. 2, 


догь перемфщаться тадь, что ея равотоявйе отъ начала будеть 
равио Ус, ‚ а пройдениов относительно положительной полуоси угло- 
вов разстоле 202 будеть равно 0/2, т. е. половин углового 
разотояня 0 ©) Озе, пройденнаю точкой 0. Такимъ образомъ, когда 
точка зи возвратится въ точву 202) == в’! положительной лолуоси, 
то точка = придеть въ точку 24 на отрицательной полубск в, 
влёновалельно, опишеть разомкнутую дугу; эта дуга’ замкнется, 
когда. точка хеще разъ опятеть ту же или другую вамивутую 
кривую вокругь начала; 

Но дьхо оботолть иначе, осли точка 2 оцисываеть замкиу- 
трю кривую, не огибающую начала (рис. 3). Когда точна ле вы- 


Е 


хОДЕТЬ иЗЪ 0, имфющей полярный уголь @,, т0 точка а нахо- 
дится въ 2,0 при полярномъ угл @/2. Тогда точка и доходить 
ДО №, ЕДЪ начинается поворотъ, то точка = находится въ 2 при 
пояярномь угль 5/2. "Теперь вмфот8 съ ражусомъ - невторомъ 
точки № поворачиваеть въ обратную сторону и радйуеъ- векторь 
Точки 2:; И когда 22 приходить въ начальную точку 29, и 5, 
возвращается вЪ 21°), 

6. Почему же начало играеть здоь чакую исклочителиную 
роль? Какь обнаруживаеть изслВдоране, причина заключается 
зАЗсь въ томъ, что это веть точка развётален!я, т, ©. 


я 


Рис, 3. 


такая тотка, вв которой ива значеня фунвщи сливаюея въ одно. 
КромБ точек» развётляешя, функщя можеть имёть еще друга 
овобениыя точки, въ которыхь функщя че имфеть вовсе опред#- 
ленныхь значенй или обращается въ беяконечноеть. Во веякомъ 
017496, если козависимая лоремё иная описывает 
„ замкнутую кривую, внутри хоторой возбе нёть 0с0- 
бенныхь точект, то и непрерывно изм} ияющаяся 
функцгя описываеть замхнумую кривую; но если 
нозависимая перемвиная обходить особенныя 
дочки, 2 функи]я можеть не возвратяться (и обы- 
„кровенно пе возвращается) къ исходному зиа- 
чен|10. Доказательство этого предложенн, & таже точное уста- 
новлен!о критеревь, когда фунюшя возвращаетоя при обход 
оеобенной точки въ первоначальному значеню и когда ие. во: 


Е 


зращастся, составляеть одну язъ серьезныхь задачь теор 

ФункциЬ разрьшеялую, впрочемт, до конца. Ум, конечно, не имвемть 

возможности останавливаться ЗАбев подробно на этомъ 30просв; 

мы ограничимея только примфромь точки развётвлейл, при 

обходв которой фуккщя возвремцается къ исходному значенно. 
Вовьмемь фуикцио 


в (р) Уз, [© 
гд8 радикаль имёеть двойное значене; она имФетъь двё точьи 
ризвфтвленя: #==0 и ®=-1. При ==! 0ба зналешя фунедух 


равны нулю. Эта фунзшя прехставляеть собой произведен!е двузь 
функц; 2, = 1—4 и 2 = Уи. Первая функня однозначная и, 
слёловалельно, возвреяцается въ ноходному звачепно зсяый разт, 
Бак независиман перемнная дфлаеть полный обороть по какой 
бы то ни было замкнутой кривой; но и функция же 2», кант мы уже 
знвемъ, возвращаетея въ точку исхода, если независимая пере- 
ыфиная дблаешь полный оборогь по кривой, не огибающей пуло- 
вой точки, 

Положимъ теперь, что независимая перемфтная зи обойдеть 
зризую, огибающую точку ш==1, но не огибающую точки 20 == 0 
{рие. 4). Тавъ какъ при этомь и 3, и 3, возвратятся къ началь- 
нымъ своимь значешамь, то и про- 
язведеше 25, == возвратится к 
начальному  значешю. Замфтимь, 
что ибкоторые авторы тахахь то- 
чОкЪ ВОВсе не. называють точками 
развётвленя. Мы будемъ навыволь 
такую точку точкой охожден1 я: 
два вначемя функии здЪоь какъ бы 
сходятся безъ развётвлени. 

7. Раземотрямъ еще двузпаяную 


функцию, имвющую изоколько точенъ Рис. 4. 
развётвлешя, напримфръ функцио 
=И®— пи и). ь {7) 


Точки раззётвлен!я здбоь будуть, очевндно, ш== ью=-и. 
При обходё каждой ивь нихъ порознь функщя ‘переходить оть 
одного значешя въ другому, ‘т. в. мвняеть знаку. Что будетъ, 
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если функшя обогнеть обф чочки развутвленя? Легио понять, 
что фуннтя  возвратитея къ первоначальному значешю. Въ 
самомь двдф, полоаитиеь, что пезавяснуая порембнная 2 (рис. 5) 
обходить замкнутую кривую 2 о ю@) и дия, огибая обь 
точки разьыгвлемя —Т и --1. Соедивимь точки в” н а 
линей раздйляющей точки —1 и -- 1. Точка ® движетея от зе 
хь 00), уугь 6) черевь 0 кь и и, наконенъ, обратно къ &/9, 
Лелое ДВло, что ничто ив измёнитея, вели точка 2 прежде, чём прой- 
ти дугу и" 0), пробфжить дугу в и ватбмъ обрално 19 в/®): 
она иридеть въ 2 во второй разъ еъ тЪмь зе значешемт, 
фупкии, что и ль первый рав. Теперь лено, что замкнутый 
Путь 20 де 0 00) эквивалентель двумь заминутымь же 
лутямь: 20 2003 203000) Ио 20 0 10959), перван кривая оги- 
баетъ толька точку развфтвлен!я-- 1, 
вторая -— только точну развфенае- 
ны-- 1. При важдомъ обход функ 
мвпяеть знаюь, а потому въ ко- 
нечномь реяультатв она возвраща- 
\— ется щ, первонинальному слоему 
значенно, 

8, Мы разсматривали до сихъ 
поръ только двузпучныя фуни: 
тЪ точкахь развётваевн!я сходились 
, два значеня атой фунищи; тая 

ие точки развьтвленя называются точ- 
ками риви®твлен!я первой кратности. Обралимся 19- 
перь къ трехзначнымь функциям. 

Возьмомь сначала простёйтую функцию: 


В 
У=. (8) 
Если выразить снова незавясимую перемвиную 12 черезь модунь 
и аргумелтт, по формулв (5), положив 


2 


в 
У [+= + пил . {9} 
тдй 
—с0я и ат (10) 


ай 


есть одинь изъ комилевеныхт корней 3-ой степени изъ 1, 20 это 


и будуь 3 зкачешя наней функц. Эта фуююя имфогь точку 
развётвленя я==0; въ ней оходячея пс 8 значеня фуниш и: она, 

называется точкой разв} тялен!я пторой кратноети. 
Воли адВеь радиеъ - венторъ точки и поворачивается на не- 
большой уголь ©, то прин пепрерывномь измбнени аргумоят», 
р. 


функцих нарастаеть ла. При похномь обхацй вокругь точки 


п; 


развзтвленя аргументь начальнаго значен1я увелвчиваетея на- З 


поотому зналене =, переходить въ 2, значене 2, ВЪ 2, ВНаче- 
ув 33 В 3. Это выражаютт, охоматячески такъ: 


, ар 


Если мы обойдемь точку развётвлеши въ положительномъ 
направлени 2 раза, то посл перваго обхода 2» нерейдеть въ 5; 
повяв вхорого— = перейдеть въ 55; такямь образомь, послв двухъ 
обходовъ =, перейнеть въ 33. Вообще результат двойного обхода 
можно охоматически выразить та: 


{12) 


9. Теперх разомотримъ фупецио 


а 
в=ИТ + Ут №; (18) 


з 
первый радикахль м =2У 1 Рю имфечь три зназени м, № =:ан, и 
3 ==, ; второй радикаль о-—=\Ут— 6 иыфеть два зналены 9; 
ие, =-9. Функции з-=и-р иметь шесть значен: 


миа Ноа = в, ва, 
дем це, 


Функция пыбехь двЪ точки развётвлещя 2 == и 
Въ точкВ в — — Геливаются значеня и, мо, из: это-точва раз- 
вАтвлея второй кратности; пря ея обход значонв второго 


в = а, 
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слатаемато ие мАняется, а м, переходить вЪ №, И. ВЪ и, Из ВЪ 
и. Шмому схема измёнеши фуяки?и 2 будеть такая: 


(14) 


Шесть значений фупкши распадаются на двё тройных 
грутаиы, внутри которыхь происходят» замёщенуя, Въ точкб 2 51 
сливаются значены т, и 2,; при ея обход ©, переходить въ 9, 
& первон слагаемое возвращиется къ цервовачальному значению. 
Поэтому схема замбщены зпачен функши = будеть такая 


| 
| (15) 


| ЕЛЕ 


Здесь 6 значенй функщи раоцадаотся но 8 труппы, по 
два значешя въ каждой, при чемь значеня одной и той же груши 
замбдають друргъ друга. 

Въ раземотрфнномт примёрв в-аначной функци ви въ 
одной изъ точекъ развётвлешя ше сливаются в0з 6 знаеш 
функиии; но въ вождой точкё они разбчваются на трупны, при 
чемъ замвииене происходить внутри трулиь; общее ше чиело 
значенй, сливающихся въ КАЖДОЙ точкй развфтвленя группами, 
равяо шеети. Это суть точки развётвлешя 5-го порядка. 

Вообще, точкЪ разр твления прноваивается 
яорялокт д, есля общее число значен!й, которыя 
олизаютоя въ одно значен!е или груинами въ нё- 
зкольщо кратныхт яначен/й, равно и-|- 1. 

10. Въ рубрикахь 4, 5, 7 мы раземотрёли двузначныя 
функии, и ихъ точбя развйтвлени были 1-го. порядка, въ рубрикь 
8 мы раземотрвли З-вначкую функитю, и ея точка развътвлешя 
была 2-го порядка. Наконець, развётвлен/я 6-значной функдзи, раз- 
смотрёнкой въ рубрик 9, были 5-го порядка. Отеюда можеть 
зоставиться иредоталлене, бухто вообще функщя, имйющая (р -|- 1) 
значенй, можеть имфть только точки развётвиенйя м-го порядка. 
Однако, это не тать; мы зъ этомъ убёдимея ва слЯдующемъ 
иримёр. 

Положимь, что х опродвляется въ функци отъ в изъ 
уравнешя 


Зюз-- 2 (16) 


Если мы обратимея къ общему уравнению 3-ей степени 
и-ра-+9=9, (17) 


то ворня его, какь иявфотно, выражаются по формуд8 Кархана 
сльдующимь образом, 
Полагаем; 


зналене внутренияго и внЪышняго радикала въ выражени К мо- 
тутт быть выбраны произвольно, & въ выражен А’ внутренн Я 
радикаль должень имйть то же значене, чт и въ иервомъ, 
внёшнИ же долженъ быть выбранъ тавъ, чтобы 


ВЕ = (19) 


Тогда корни уравиешя (17)  выразятея  влВдующимъ. 


образомъ: 
д = А -- №, дез А+’, = Ю-еЮ, (20) 
ТВ 
2л 


зп 2 
в вон ет, 
& во + т 


Примфняя эти формулы къ уразнею (16), мы получим; 


Ат 1+У—э), А И 


У! —®), 20 
А =и, (22) 
в =А-+А’, = ЮЛА’, = АЮ-зА'. (23) 


Теперь изъ соотавя рэдикаловь ® А’ мы видимь, что наша 
треханачная фунюуя имбеть двё точки разабтвлены: ю-==0 и 
41 =1. При 2==0 в0ё три значеня фуницих обращеючся в% 
нуль; 970 — точка развётвлешя 2-го порядка, При == 1 имвемъ: 


я 
№ = =Утн-1 


— 2; =, =— (84 8) =1. 


(18) 


3 
"Гакимт, образомь, & = 1 ебть чочкя ‘развётвденя пернов 
кратности; в ней оливезотея только два значен фувкщи; 
Посмотрямъ, что происходить, когда мы обходимь каждую 
изъ точекь развйтвленя, Левко видёть, что при обход одной 
зочки © =0 радикаль А переходить въ еА; въ самомъ дёль, 
ам можно нредотавить вт, ВилА 


ыЯ 2. 


НИИ 


В-Ув. ИЕ -ь: 


при 06х04 точки 22 ==0 первый роликаль, как мы вндьыли вт, руб- 
рикё 8, пруобрётаеть множителя &; второй радихкаль возвра- 
щастея мъ перзовачальному значенио, тар как для вого 2 ==0 
точкой развтвявтя ив схужеть. Поэтому радикаль А переходить 
въ #Ю; но въ такомь случа А’ переходить въ 5*А’, такь какт, 
должно остаться въ енд соотношене (22). Слфдовательно, ири 
обхода точки # ==0 происходят слАдующия замбденя: 


65) 


При обхолф зочкя резвйчвленыя то == 1 ироиеходить зам» 
щен!е значенй 2 и 2; другь другомъ, а <, возвращается иъ 
перроначальному значению. Наконец, при обход® обфихь точекъ 
развётвлешя происходигь замфшеше точекь 2, низ. другь пру- 
тому, а 2, остается безъ измёненшя, 


11. Теперь мы можем обралмтевся соботвекна къ идеям» 
Римана. Задача, которую онъ себь поставиле, заключается въ ^ 
чомъ, чтобы создать для многозначиыхь функ геометрическое 
изображен, аналогичное обычному изображению оцнозначной 
функдуи, но только е5 всохраненемъ непрерывности и монодроми, 

Осповная мыель, положенная въ основу рёщеяя этой вада- 
мн, необычайно ироста: опа сводится въ слёдующему. Положизеь, 
чо нам, нужно отобразить двузналную функадю,—положимь, функ- 
Що 2==И 0, разомотрённую въ рубрикахь 8-вй и 4-ой. Для 
этой цёли предетавимь себв, что плоскость № замфияется двумя 
плоскими листами, каложениыми одикъ на другой, Каждому эна- 
чено нозависимой перемфнной зи отвёчаеть по тоткё на каж 
дюмь лист, одна точка на верхиемъ, другая на нижнемь, эти 
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ДЕ точки расположены непосредетвенио одна падъ другой. Бели 
зналенно о па однолнстной плоскости озвфчнеть точка ДУ, то на, 
двулистлой этому зналенпо соотв®тетвують де точки; М, на 
зерхиемь лиегй я 44, на инжисмъ лнотв. ЭтЕмъ двумь точкамь 
мы п отнеземт два значеня (6) з) из: нашей функщи порознь. 
Иными словами, мы будем саятать, что значение х, отефчавть 
точ М, в вночене у--точи® Л, "Теперь ясло, что двузнач- 
ная функин теометричееви претворена въ одлознечную, уни- 
формировани; это значить, го каждой отдёльной точеВ на дву- 
яистлой поверхноети ® (14, или 14.) отвёчаеть одна опредьяен- 
ная точка на илоекости с. 


Совершение ясно, 10 такямт, же обравомть для униформи- 
ровавя трехзначной функцти придетея плоскость # раещенить на, 
3 листа и т. д. Эти многолиетлын: плоскости и называются Ри- 
мановыми новерхностями. 

12. Однако, рта простая идоя. далеко още ие рыпаеть зи- 
дачи во веемъ ея объем; отимъ достигаетел укаформироваяе, 
но обыкновенно не достигаатея хонодромит, 

Раземотримь функитю (3), распадакицуюсн пи два зкато- 
ны (4). Вудемъ относить вначене а, точка ЛМ, и звачене 
точиВ М, Этимь цваь будет хостягнута вполнЪ, Когда мы бу- 
демъ двигаться по ‘пепрерывнай кризой на верхнемъ лиетф, то 
воотвтетвующее значее функтщи (3) будет» непрерывно изм%- 

= 


нятьсл, и когда мы возвратимея въ. точку исхода, 10 и 21 =е® в0з- 
зратится пъ исхонному значенио, ибо это вели. одяозначная, ивпре- 
рылнал (п потому монодромная) фунития оть ©. М тожа вамое бу- 
дез имфть мфето, когда мы будемъ перемфщаться на второмь 
тиств. Зафеь Риманова поверхность, состоящая изъ двухь раз- 
личныхь листовт, сполна разрыиаеть задачу упиформироваыя 
въ сохраненемь непрерывности. Функиуя распадаотся надвь нб- 
прерывныя, не связанных меду собою; отдёльтыя фуниди. 'Ра- 
тов распаден!е особенно улеплется, когда мы иодойдемь къ во- 
прову съ другой стороны. Положамь, что мы имвемь 8 одновзач- 
ныя фупюци, непрерызныя каждая во всей плоскоетит 


(#), %= А (и). 


я -Л (9), = 
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Теперь цостроимъ трехзначную функццо 2==/() тавимъ обра- 
зомъ, чтобы дла каждаго значешя 2 первое значеше фунвщи 
было, (#), второв— № (#), третье —/, (#2). Мы механичесня соеди- 
нили 8 однозначныя функщи въ одну трехзвачную; гетествеяно, 
что послёдняя можуть быть, обратно, расчленена на 8 отб льныя 
непрерывныя фунищл. 

183. Однано, таное расчленеше далеко не всегда удается. 06- 
ратимея вновь мь двузначной фунющи, которую мы разоматрива- 
ли въ рубрик 4. Предположныь, что зпаченя двузначной фуикщи 
удалось такь распредфлить между двумя листами плосхоети 2, 
Что непрерывному передвижению по каждому листу соотвётетву- 
етЪ непрерывное измфнене функшя 2. Начнемъ тогда обходиту 
нЪноторую замкнутую кривую, расположенную въ первомь ли- 
ств и огибающую точну в ==0, Боля мы выйдемь изъ точки Л, 
съ начальнымь значешемъ 2, то, кавъ мы вядфаи ръ рубрикв 
4-ой, изъ непрерывности измёневя фунвши 2 олфдуеть, что, 
по совершени полнаго обхода точки развётвлейя х==0, мы вов- 
зратимся въ А/; ие съ исходнымъ значеномъ 2, & 0 вторымъ 
значешемь =,. Но значете 2, ие принадлежить точкВ АМ, ово 
принадлежите. чочкв Л/,, лежащей на второмь лист. Отоюда 
слёдуеть, что распредфнить между раздфльными листами зна- 
чешя двузначной функщи хакь, чтобы сохранить непрерывность 
и связанную съ нею монодромио, невозможио. Коренное отличе 
этого случая оть того, козорый быль раземотренЪ въ предыду- 
щей рубрикф, состоить въ томт, что фунещя У =” точевь раз- 
эйтеленм ие имбеть, между 16мъ какъ фузищя Уз таковую 
иметь {# =0). Чтобы униформировать эту фунью оъ сохраке- 
емъ нопрерывности, нужно принять еще друмя мёры-пужно 
установить овязь между двумя листами пдоско- 
вт в. 

14. Эго мы осущеетвимь слдующимъ образомъ. Мы пред- 
отавимь себЪ. два лнста плоскости ‘и лежмшимн неповредственяр 
одикъ на кругомь тахимъ. образомь, что точки М, и М, воот- 
вфтетвующе на обонх, листах одному и му же значевло не- 
зависимой перемённой 2, всегда расположены нопосредотвенно 
олна нодь другой, Въ точк® развётвлен!я и ==0 мы оба листа 
сирёшимь. Мы сольсмт, здфеь двф точки обонхЪ дистовъ.ву одну, 
Е 310 можно одфлать потому, что этой точь па одномъ и на дру- 
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томъ листЁ отвЁчиеть одно и 10 же значеше фуикиги. Теперь 
распредфаимъ значоня двузначной функши между двумя ли- 
отами олбдующимь образомь: изъ цвухъ значешй (6) (тр. 465), от- 
вёчающихь данному вначеню т, мы отнесемь значее 2, точ- 
хь М, на верхнем личтЬ, значен1е в) — точк6 М, на нижнемъ 
дистф. Само собой разумфетея, что мы этимь еще ничего не сдф- 
лали для спаевшя монодроми; для этого понадобились сие одна 
своеобразная идея, указанная Риманомть п, несомифино, соста- 
заяющая въ этомъ дфла главную его заслугу. 

Разрёжемъ оба листа по одной лини, —напримръ, но оси вв- 
Щеетвенкыхь чиселъ, налинаи съ точки ‘ло =0. На каждомъ ди- 
61% по разрёзу образуются два свободныхь края, скажемъ, эиа:- 
в и верхи!й. Теперь скриямъ ниже край верхняго листа съ 
зерхкимт, краем нижиято, какъ показано па рисуниё 6-мъ. Оба 
лист теперь связаны, и точка, огибающая канало въ положи- 
тельномъ ваправлея?я, достиснуеЪ разрёза, перойдеть изъ перваго 
листа во второй. 

Шремъ, который мы произвели до сихъ порь, можеть бызь 
осуществленъ даже реально, если наши два листа сдфланы, ска- 
жемь, изъ бумаги. Дальшйщее развию этого пема ноенть 
уже, однако, идозльно-геометричесыйЙ харавтерь и реальнаго 
осуществлен1я ив до- 
пуснаетъ. Мы предогавимъ 
ее6% я ворхн!Й край перваго 
листа, сирфиленнымь по раз- 
рёзу 0ъ нижнимъ кразмъ 
второго листа; получаются 
два геомегричевнихь листа, 
пронихающихъ одииъ сквозь 
другой, Изъ какой бы точ- 
ки М, верхняго листа мы 
НИ ИСХОДИЛИ. И ВЪ КАКОМ» 
бы направлещи мы ни обо- 
гвухи начала, олвлавъ пол- Рис. @, 
ный оборотъ, мы возвратим- 
ся ве въ исходную точну М, & въ точку М, нижиятго лист 
{рис. 6). Наобороть, если мы обойнемъ замкнутую кривую, 
МРОМ,, не огибающую начала, то мы нообходимо- возвратимся 
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въ точку исхода М; въ самомь двлф, такая кривая либо вовое 
не пересёваеть разрёза, либо переебиаеть ого чотное чиело 
разъ и потому лос полнаго оборота всегда возвращасть набъ 
въ тоть ллеть, изъ котораго мы исходили, Тепорь нетрудио ви- 
ДЬть, что зи свявь между листами возотанавливаеу7. монодро- 
мно. Въ самомь дВлф, евли мы, исходя изъ точка ЛМ), со значе- 
ом 2,, обойдемь заминутую кривую, не огибнюнгую начала, то, 
какь мы знавут, мы ворнемоя иъ тому же значеноо ,, но въ 10 
же время придемъ и въ ту ко точку Л, Если мы одфлаемт, полный 
оборотъ в обогнемъ пачало, то хы придемь мь значенно 2,, но 
зато мы по возвратимел вт, точну М, & вериемея въ точку М», 
которой и гоотвфлозвуеть это значене =». Монодромя возетано- 
злепа благодаря тому, что кризая, ноторая была бы замкнутой на 
обыкновенной плоскости, можеть овазатьея разимкнутой на дву- 
лиотной Римановой поверхности указанной связности. На этой по- 
верхноети кривая будетъ замкнутой, воли ока от® точки М, при- 
водить опять въ Л, пли отъ точьи 4, приводить опять къ Му 
но РЪ таком случай опа приводитт, кт. тому же значению функ- 
ци, отъ котораго исходили. Нели мы обогномъ начало 2 раза, то 
4 двулистной плоскости всегда вернемся вт тотъ же дистъ и вт, 
ту ле точку М; кривая отвновится замкнутой и приводить 5ъ чому 
же вначен фунвци— въ полном согхаби съ предыдущей теор!ей, 

Дин, по которой мы провеши разрЪзъ, называютъ. лин] 8й 
развё твленя. | 

15. Обратимся теперь къ трехзначной фуякцуи, ‘раземотрьк- 
ной въ рубрик 8-ой, имфющей одну точку разветвления #=0. 
Чтобы ое упиформировать, мы расщеламь плосность ш на 8 
листа, которыв сыр®нимъ въ точь чи==0. Теперь кождому зпа- 
ЧоПо & отвфчаеть точка ЛМ, на первомь лист, точка М,-- на 
второмъ, точка М — на третьемъ лист. Мы отиевемь точка М, 
значее фуньши 2, точк, Мь-вначеню з, лоткЪ М -значеню 
я., установленных равенотвами (9). Теперь черезь точку развёт- 
влени произведемъ разрёзь и уотановимь связность поверхыо- 
сти схЗдующимъ образомь (рис. 7): пижый край порваго листа 
скрёпимъ съ верхнимъ краемъ второго листа, нияинй край второ- 
то— въ верхним зравмт гретьяго, няжнй прай третьяго ---съ верх- 
нимъ кравмъ перваго, оли мы теперь выйдемь изъ тони Л, на 
первомъ лист н въ положительноме яаправлени обойдемъ точку: 
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развьтвлешя одинь разх, то мм придем вт, точку М, на эторомъ 
лист, при саблующемь оборот; придем вт. точиу М. на третьемь 
„лист и посл чретьясо оборота зозвратимся въ исходную точеу М, 
Таюь какъ это вполнь сорпадаеть съ замбщошемъ значений (11) и 
(12), то моподромя возоталовлена такъ ще, какь и вы иредыду- 
щемь случа%. 

В, разомотрённыхь дьухь примёрахъ мы проводили раз- 
ат, по оси вещественныхь чиселгь; но въ дЬйствительносхти эго 
можно провести въ каком угодно ивправзенит, дить бы ояъ вы- 


Рие. 7. 


ходаль изъ точки разаётвленя и уходиль въ безконечность. Для. 

нась важно только, чтобы полный обход вокругь точки развфт- 

вленйя привель насъ ву, другой хисть. Разрёвь не должель дал 

же необходимо имйть прамолинейную форму — его можло проле- 

ти кавъ угодно, линь бы вохранить ту же связность листовъ. 

На слфдующихь примвраха, эти разсужденя выясняются еще лучите, 
16. Возьмемъ фунешю 


„-УБ-оУ, 
завемотракную ть рубрньё 7-ой, имЪющтю дв точки развётвле- 


з4я. Сообразно этому мы расщепимь злоскость ® на два листа, 
которйе скрёпимь въ обфихь тоткахъ разеётвления (рис. 8}; ‘точ 
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кл —1 и -|-! отифчелы через @ и 2. Мзъ каждой точен про- 
зедемъ разрёзт, по только такъ, птобы эти разрфзы не цересй- 
нализь; затЪмъ по каждому пазувзу 7 


рии. $. 


это было выполнено въ рубрик® 14-ой для фупкцих съ одной то- 
кой развётвленя; но при кажломъ разрЁз% пижн!й край перваго 


Рис. 9. 


нета соединимь съ верхниму зравмъ второго и обратно. оли 
мы обогяемь один» разъ одну изь точемь раязфтвленя, то пе- 


ЕВ 
рейдемъ изъ пернаго лиета во второй, какъ ноказынаюте отм 
ченные пути. Вели проелфяимь яа дальнЪйигимь движенемъ 
этихь лин, то увидиуь, +70 00628 второго оборота мы зозвра- 
и(аемея вт пеходную точку. Еези кривая, - папримьру, № А’, №, 
огибаеть 0б\ точви развфтвлешя, то она возвращается въ исход- 
ИуЮ точку въ полломъ соглафи еъ указаннымт въ рубрикё хо- 
домь изыфиешя функийя. Монодромя, тавимъ образомъ, гохранени. 

Однако, того же результата можно достихнуть и инымь пу- 
темь. Соединимт, просто тоткя —Т и 1 (ри. 9), проведемт, но 
лиши (—1,-- 1} разрёзЪ и края этого разуёза соединимъ такъ, 
ъакъ мы ихъ соединяли выше: верхний! край перваго листа е® 
пижнимт, краемт, второго п образно. Сели теперь обогиемт, одну изъ 
чочеки. развётвхеня, то перейдемь изъ одпого листа въ другой 
хривая же, огибакацая обё точки развбтвленя, па восемь своемъ 
прозужеши останется въ предёлахь одпого и того же диет. 

Для фунжиые 


офчещя могуть быть проведены так, какъ вто понавано на 
Тине. 10, тё 2, В я С еуть. изображент чисел п, 6, с. Ма 
‚ ефчоня, или лин |031 
звлены, можно было бы про- 
зести и мкогими другими 
способами. Минно было бы 
тфровести лиши развётвле- | р 
зн изь вОбхТ. трехь то- НЫ АВ 
чезъ въ бозконечность; мож- 
но соеданить любыя дв 
точки развётвлейн, и язь 
ретьей провести офчене 
зу, безконечиость, ь 
18. Обратимся теперь рис. 10, 

къ болёе еложной функйи 

{18), раземотрённой эт, рубрик 9-ой, Зафоь мы имфемь 2 точки 
‘`развётвлешя: -|-1 и —1. Фувюя б-зизчная и потому мы раеще- 
пянт плоскость зи на 6 инстовь. Въ точьф развфуевлешя ® =— 1, 
вяаченя 2, 2, в: сливаются въ одно, значен]я д, 2, 2 также 
елизаются в», одно. Сообраяно эзому мы здвеь скрЪпимв листы 

ЗЕ 


1-ый, 2-ой и 3-1 между собой, а лиетмы 4-ый, Э-ый и бий межу 


собой. Черезь порвые три листа мы проведемт, разр®зь и соеди- 
им нижний врай 1-го листа верхнимт, вравмь 2-го, ниже 2-го 


дз 11 
| | 
| 

[| 

] 
зон 
Рне, 11, 


—еъ верхнимт. 3-го, ниж! 8-го—есь верхиимъ 
перваго. Такимтъ же образомт мы проведем ризр- 
зы нереяъ 4-ый, 5-ый и 6-ой ляеты и сврбиимь 
ниже прай 4 го съ верхпимъ краемъ 5-го, нижний: 
край 5-10 “верхним 6-го, нижний 6-го—еъ 
верхнимт 4-то, Эта ввязь охематичеоки изобра- 
жается рисункам 11. Въ точк% 22 = 1 совнадаютъ 
зкачешя 1-06 св 4-ымъ, 2-06 и 5-ымъ, 8-6 въ 
8-м. Сообризно этому мы и скрфдимт. 1-ый лист 
еъ Ч-ымь краями накрееть, 2-ой-—еЪ б-ымт, 3 
—6еъ б-ымь. Схема эта двумя способами изобра- 
жены н& рисункё 12. Второе изображене но- 
таядн[е нокавываеть, что лиеты соединены только 


по 2. Наеъ не должно смущать, что мы скрёпляемь 2-ый листу 


еъ 4-м, тоеъ сваваи 


вдвовь 1-0Н и 8-Й; мы съ этемь уже 


ветрёчались: это еоедниене идеально-геометрятвесос, оно на осу- 
ществляетея реально, Жоли мы те- 


лерь обогиемъ точку развфгвленя, 
(— 1), выходн изъ 1-аго листа, то мы 
придемь во 2-ой лнеть; если обогиемъ 
ее вще разъ, то придемь въ 8-1й листу, 
& поелВ третьнго оборота вознратимея 
въ 1-ый лнетъ. Коли мы выйдемъ изъ 
точки ни 1-ом» листА п обоглемъ 068 
точки развфтвлен1я, то первый ризрЪзь 
приведеть наеъ во 9-ой лиеть, отоюдь 
при лереходв черезъ 2-ой разрбзь мы 
перейдемъ вт, 5-ый листт, Это ваоян% 


совпадает съ ходомь замщенйй (14) Рив, 12. 


и (15). 


17. Вь предыдущихь рубрикахь мы разобрали только ко- 
нечныя ‘зиачешя незавибимой перомёяной, слупаищя точками 
раввётвленя функши; но и безконечное значеше независимой 
перем%нной можеть служить точкой развётвлешя и от въ какомъ 


омысл%. 


Преобразуемь вт пашьй функнри пезавненуую неремфияую, 
ПОЛОЖИВ 


хогда функия 2 == /(а) превратиееи вл: фунеиию 


Когда # огремится къ нулю, лу стрэмитея къ безконечиоети; сели 
1=0 есть точка развтвленые фунюци ф (2, то говорятъ, чтоли = оо 
ева точиа развётвхоши фунещи /(5): еели, напротивъ, значен!е 
1=0 не служить точной раввётвяенн для функция ф(, ю и 
2) = со пе ебть точка развёевленя ‘фунта 7 (2) 

Равемотримь, папримёръ, функцию (2), изучепную подробно 
въ рубрикь 4. Преобразоване (26) злжеь дает: 


(27) 


Ффеь спова ПОЛОЖИМ 
о (зо - 28а), 


Гели 3 


тп получим: 


+ 
= 2008 @ — Уз 0); 
отеюда два зпачешя з 


ви = 


Бели мы теперь, исходя изъ опредфленной точки #5 20 значенемь 
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И 
обойдезгь полную огружноеть вокругь точки #=0, 1 
тимгя да. знаменно 2, & придехь кь значенло 


ру отл 62 
ИЕ 3): 


(= г 5 


мы не возвра- 


И 
$08 -- ЕЖЕ ” 
* у < 2 з] 


Ть. эхом мы уббдимеи при пюмощн тжь ме соображенй, 
которыми мы иолрзовалиеь въ рубрик 4. 
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Утажъ, = 0 соть очка развётвлены двузкалной функции (27), 
а потому 2-00 сеть тока разиьувлены для функцги (2), опре- 
дёляемой уравиещемь 3 =, 

Это становится озобению лено, евли мы пользуомоя выфото 
кимихеценой плоскости Римановой оферой. Кажу, вто дёхавтея, 
вхратив изложено въ текотв автора (отр. 178), Быть можеть, бу- 
Дот, иолезно прибавить нзоколько олов% иля выясневя этой про- 
стой идеи. Чрезь начальную точку. чнеховой илосности (рис. 19} 
проводимь сферу, касающуюся плоецости въ этой точев. Пуеть 
М будетт, точка, Жаметрально иротивопозолтая 5 не этой сферв; 
пусть О будетъ очка на числовой плоскости, служащая изобря- 
жешемъ хомплененаго числа и. Соединнмь точку АГ въ О пря- 
мая АС) вотртить сферу вт иркоторой точкз Р, которую мы 
примем за изображеше тоги ке чнела ю на нашей сфорб. Та- 
хим образомь лено, что каждому комплеценому числу ю будет, 
атв®чать ифкоторяя точна на Римьновой ефер8; и обратно, кал 
ция точка Рямановой сферы будем пзображенемт яёкотораго 
пела се. Погда точка О ца плоскости удалиатся въ кавомт бы 
=> ни был» каправленти въ безконсяность, то точка Р нвизмвини 
лииблинаитсн къ №; эта точка М является, такими ибраломъ, 
пзображешехгь безноночнам значещя @ (и =00). 

На Рамановой сферв особепио лено, въ казомь случай виа- 
чене и-=со будеть точкой ралвфталенит функийт. Пели прл 
обходь точки М на Римановой сфер по заМЕнНтТОЙ 
иривой, инутри которой не содержится иныхь то. 
чекь развётален!я, мы воегда возвращьемся къ 
походному значению фуцкци, то 209 воть обыю 
нозенлая точка; если що при такомъ обход мы 
иногда возвращаемся це къ исходному, п къ иному 
значенро функц} и, та ю-:со вать точка развё твле- 
ая фуцииги. 

Порядокъ безконечну-удаленной очки развфтвленя опредф- 
ляется совершено тииь же, какь и для другихъ очень разв 
злеши, Можно разсужлаль п такъ: если для фупыйн (и) значе- 
е ш=ою есть точка развАтвлони, & ири преобразован (20) 
эта функшя переходить въ функцио ф(И, для которой #=0 воть 
очка развувленыя и-аго порядка, то для исходной фунищи И (ее) 
зачете з2стоо веть тавво чочка, развётвлешя (:-Й краткосчи. 
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18. Итаюь, для фуикщи, раземотрЬнной лами въ пушки +, 
значене в == 0 обть точка развтвленя второй кратнооги, и въ 
ней соединяются 2 лист Римановой поверхноетя, Пиво раз- 
вфтвлешя мы проводили изъ точин х ==0 вь безвонечноеть. Съ 
узтановхенной нами теперь новой точки ярёня эта линбе риз- 
вфтвленя соединлеть двЪ точки развётвленые и =Оиш=ою. 
ля другихь функ, имфюихь большее чяоло точекъ разв: 
вленя, накъ мы показали, лини развЪфтнлен1и часто можно иро- 
водить раялнинымн способами; но если мы теперь проолфлимт, ве 
разобраитиые выше олучан, принимая во вниман!ь и безконечко 
`удаленцыя точки развётвлони, то мы убёдимея, что лин! я раз- 
вЪтвлен:я всегда соединяеть # точки раз8Вт- 


вленуя. 

19. Телерь мы можемъ форм. вонать окончательно, № 
чемъ заключается идея униформизащи эноговнаяной функций. 

Числовал плоскость или чноловая сфера раочленлется на 
хлолько дистовъ, сколько значений имфеть фунеця; эти значены, 
даму, свазаль, распредфляются между этими листами; въ точкахь 
развфтвиеви листы окрёплиются; именно, скрёпляются 18 лнеы, 
зоторымь отнебены значены, переходинии одно въ другое при 
обходь этой точви развзевленя, Точки развётвленя соединяются 
лижями развзтвлены, по которымъ проивзодятея разрёвы; за- 
лемь края этяхь разубзовь онриляютея въ чой послвловалель- 
ноети, которая соотвётствуеть замвщенио значений пря обходв 
точки разветвление, 

Элфеь, вотсетненио, возникветь вопроея, всетда ли зозможно 
закь распредзлить лин: рвавётвлевя, чтобы достигнуть унфор- 
мизащи функдун. Эти одинъ ияъ трудятихь волросавъ, р ше- 
ню котораго привело кт. развитцо особой дисциплины, носящей 
тъ настоящее время назван „АпаГуз$ аИн“, 

20. Въ рубрикё 15-Й мы уже выяснили, что форма динйт 
развётвленыя никакого знамен пе имфетъ; важно только, между 
“какими точками развфевненя она проходить. Нужно замфтит 
30 между ОДЕЗми и твми ‘ке точками иноеда проходять н1 
екользо чивй разьвтвлешя; если, налримфрь, черезь дв точки 
развфтвлан проходят четыре Римановыхь листа, при чезгь въ 
обфихь точкажь первый п второй листы еюимлены между гобой, 


ее] 

а трети и четвертый между собой, то между атеми точками 
праходять двё линии равветваетя: по одной скрАилены первые 
два листа, по второй вторые два. Эти дв» лиши развфевленя 
моруть проходить одна надь яругой; но ол могуть быть прове- 
дены и независимо однь от® другой, 
Ноложимт Теперь, что для иъкогорий фуньши зотановлена 
чоотвфтетвующая Риманова поверхноеть. Черезь вов точки раз- 
эталон проведемъ непрерывную замкнутую линйо С. Ве лин 
равуЪеалеюя сдоннемх тажъ, чтобы окф располагались вдохв этой 
лины Л. Теперь разружемь мнотосвязиую поверхность ио лин 
4. Опа раенадется на куски. въ каждомь из которыхт, нинежихт 
точек развтвлени уже но будете. Дли значенй иезависимой лю- 
ремфнной 2, чежелцихт, въ КАЖДОЙ тажой области, функция одно- 
значно опредёлепа, и соотвтотвующия зпачоны фуцкии обра- 
зують нфкогорую область на нлоскоеги 2. Установить то раздёле- 
ле плоскости а, которое соочьйтетвуетв чаетимть паной много- 
лнегиой новерхиости, получанитиямел лослв разрфза, — Въ °этохзь зи 
злючаетея главная задача при нзучеци функщи на Римановыхь 
повенхноетях», Этой задачей авторь п занимается въ текст по 
отношению 5ь нфиоторьогь замфбчательнымь алгобрапчеекимт, фуни- 


прямъ. 


